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1 Uvod do matematické logiky

Kapitola je vénovana stru¢nému uvodu do matematické logiky. Na urovni, ktera je nutna
predev§im pro bezpecné zvladnuti zakladnich technik matematického dukazu. Pro hlubsi
studium naznacenych pojmu a vlastnosti odkazuji ¢tenare napiiklad na [I], [2], [5].

1.1 Zakladni pojmy matematické logiky

Vyrok

Vyrokem rozumime kazdé sdéleni, u kterého ma smysl se ptat, zda je ¢i neni pravdivé, a pro
které nastava praveé jedna z téchto moznosti.

Piiklady vyroku:
e 5 je liché cislo
e Lidé jsou neoperent dvounozel]

e 10>5

Pravdivostni hodnota vyroku

Jak bylo feceno vyse, pro vyrok nastava pravé jedna ze dvou moznosti, bud je pravdivy, nebo
je nepravdivy. Neni mozné, aby nastaly obé tyto moznosti soucasné, stejné jako neni mozné,
aby nenastala ani jedna z nich. Vyrok tak ma vzdy jednoznac¢nou tzv. pravdivostni hodnotu,
kterou je bud pravde (anglicky true) nebo nepravda (anglicky false). Pro vyjadieni téchto
hodnot vétsinou pouzivame 1 a 0, kdy 1 odpovida pravdé a 0 odpovida nepravdé. Néekdy se téz
pouzivaji zacatecni pismena slovnich vyjadieni uvedenych hodnot, tj. P a N v ¢estiné, nebo T
a F' v anglictiné.

Vyrokovy a predikatovy pocet

Pokud je na vyroky nahlizeno z hlediska syntaktického, tj. predmétem zajmu jsou pouze
formalni pravidla jejich spojovani, jednd se o tzv. wvyrokovy pocet (téz vyrokovy kalkul), pokud
je bran zretel i na sémantické hledisko, tj. predmétem zajmu jsou i vyznamy vyroku, hovoiime
o0 tzv. predikdtovém poctu (predikdtovém kalkulu).

Vyrokové proménné (vyroky). Vyrokové formule (slova, slozené vyroky).

Pro zapis obecnych vyroku (vétsinou elementarnich) a operaci s nimi pouzivame vyrokové
promeénné, oznacované tradicné velkymi pismeny z pocatku abecedy, tj. napi A, B,C,....
7 elementarnich vyroku vytvaiime uplatnénim vyrokovych operaci sloZené vyroky, téz slova,
které predstavuji tzv. viyrokové formule. Napriklad o slozeném vyroku A = (A V B) muzeme

!Tento vyrok je pfipisovan Platonovi, viz https://en.wiktionary.org/wiki/featherless_biped nebo
https://en.wikipedia.org/wiki/Diogenes


https://en.wiktionary.org/wiki/featherless_biped
https://en.wikipedia.org/wiki/Diogenes

hovotit jako o vyrokové formuli ¢, zapisujeme ¢ ~ A = (A V B), kde symbol ~ predstavuje
totozZnost.

Dosadime-li do libovolné vyrokové formule za vSechny proménné néjaké konkrétni vyroky,
vznikne konkrétni vyrok. Pravdivostni hodnota tohoto vyroku je pak dana pravdivostnimi
hodnotami vyroku dosazenych do formule. Urc¢ovanim pravdivostnich hodnot slozenych vyroku
dle operaci v nich uplatnénych se budeme zabyvat zanedlouho. Naopak, jestlize mame néjaky
konkrétni vyrok, vzdy k nému muzeme najit odpovidajici formuli.

Dalsi ptiklady vyrokovych formuli:

e A= B

e 2nedélin = 2nedéli n?

1.2 Operace s vyroky. Logické spojky.

Vyrokové formule vytvaiime z elementdarnich vyroku uzitim operaci s vyroky, z nichz kazda
je reprezentovana specifickou logickou spojkou. Souvislost pravdivostni hodnoty vysledného
vyroku s pravdivostnimi hodnotami ptislusnych elementarnich vyroku je zaznamenana pomoci
tabulky pravdivostnich hodnot.

e Negace
znacime: —A nebo A’
¢teme: negace A

Tabulka pravdivostnich hodnot negace vyroku A:

A | -A |
1 0
0 1

e Konjunkce
znacime: AN B
¢teme: A a B/ A a zdroven (soucasné) B

Tabulka pravdivostnich hodnot konjunkce A A B:

ol o | |




Priklad: Cislo 9 je druhou mocninou a je délitelné tfemi.

Disjunkce
znacime: AV B
¢teme: A nebo B

Tabulka pravdivostnich hodnot disjunkce A V B:

N | AVB |

Ol = == <

B
1
0
1
0

1
1
0
0

Priklad 1: Ptimky p, q jsou rovnobézné nebo ruznobézné.

2

Priklad 2: 0 nebo 1 fesi rovnici 2 — z = 0.

Disjunkce je pravdivd i v piipadé, ze jsou pravdivé oba vyroky A i B, jak vidime
z prvniho tadku tabulky, nebo jako je ilustrovano druhym piikladem. Pro vyjadreni
nebo ve vyluCovacim smyslu, tj. pokud nepfipoustime soucasnou pravdivost vyroku A
i B, pouzivame tzv. vylucovaci disjunkci (téz exkluzivni disjunkci), kterou zapisu-
jeme takto AV B. Vylucovaci disjunkci (nebo prosté vylucéovaci nebo) zndme také z pro-
gramovani, kde se pro ni pouzivd spojka X0R, na rozdil od OR pro (normalni) disjunkci.
Implikace

znaCime: A = B

cteme: jestlize A, pak B / z A plyne B

Tabulka pravdivostnich hodnot implikace A = B:

| A

ol ol ||

A
1
1
0
0

Priklad: Jestlize je prirozené ¢islo délitelné deviti, pak je délitelné i ttemi.

Podobu implikace ma vétsina matematickych vét. Vsimnéte si, ze implikace neni pravdiva
jediné v piipadé, ze z pravdivého predpokladu (premisy) A plyne nepravdivy zdvér B.

Nutna a postacujici podminka

Vztah predpokladu A a zédvéru B v platné (pravdivé) matematické vété je vyjadiovan
také témito formulacemi:


https://en.wikipedia.org/wiki/Exclusive_or

A je postacujici podminkou pro B.

B je nutnou podminkou pro A.

Vyznam téchto tvrzeni si objasnime na nasledujici vété: Jestlize je cislo n délitelné 4,
potom je sudé.

Tato véta je bezesporu pravdivéﬁ. 7 vyse uvedené tabulky pravdivostnich hodnot imp-
likace nas proto zajimaji pouze radky, v nichz je ve sloupci implikace uvedena 1.

Je ziejmé, ze pokud je vyrok A: Cislo n je délitelné 4 pravdivy, je pravdivy i virok B:
Cislo n je sudé. Kazdé cislo délitelné 4 je sudé. Staci tedy vedeét, ze plati A, abychom
meéli jistotu, ze plati B. Proto je A postacujici podminkou pro B!

Naopak, neni mozné, aby platil vyrok A: Cislo n je délitelné 4 a zaroven neplatil vyrok
B: Cislo n je sudé. B je tedy nutnou podminkou pro A!

Vyznam nutné podminky B se projevi v pripadé, kdy neni splnéna. Potom je jasné, ze
nemuze byt splnén ani vyrok A. Je-li n liché (tj. neni sudé), nemuze byt délitelné 4. V
rozlicnych partiich matematické teorie se tak setkavame s tvrzenimi, ktera hraji prave
tuto dulezitou roli nutné podminky. Uvedme si jako piiklad vétu, z niz vychazi velmi

dobfe znama nutna podminka konvergence tady: Jestlize nekonecénd ciselnd tada
Ya, konverguje, pak plati lim a, = 0.
n—o0o

e Ekvivalence
znacime: A < B

¢teme: A tehdy a jen tehdy, kdyz B
Tabulka pravdivostnich hodnot ekvivalence A < B:

(A ] B[ 4B |
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Priklad: Ptirozené ¢islo je délitelné deviti prave tehdy, kdyz jeho ciferny soucet je délitelny
deviti.
Ackoliv vétsina matematickych vét méa podobu implikace, najdeme i takové, které jsou

ekvivalenci. Jednim z nejzndméjsich pripadu matematické véty, kterda ma podobu ekvi-

valence je |Pythagorova vétd. Viz nasledujici formulace puvodni Pythagorovy véty a véty
k ni obracené dle [5] (str. 393).

Véta 1.1 (Pythagorova véta). V kazdém pravoihlém trojihelniku ABC plati ¢® = a®+b?,
kde a,b jsou odvésny a c je prepona AABC.

?Pravdivost kazdé matematické véty je samoziejmé nutné dokdzat. Nelze se spolehnout jenom na dojem
nebo pocit. Prosim tedy ¢tendie, aby si tento dukaz provedl.


https://en.wikipedia.org/wiki/Pythagorean_theorem

Véta 1.2 (véta obracend k Pythagorove véte). Jestlize v trojuhelniku ABC, jehoZ strany
maji délky a,b,c, kde ¢ > a,c > b, plati a®> + b* = 2, pak tento trojihelnik je pravotuhlsj
s pravym uhlem pti vrcholu C.

Pi#iklad 1. Provedte pravdivostni ohodnocent (tj. vyplite tabulku pravdivostnich hodnot) vijrokové
formule ¢ ~ =(A N B) & AV —B.

Reseni:
| A | B | «(AAB) | ~Av-B | —(AAB)&-AV-B |
1 1 0 0 1
1 0 1 1 1
0 1 1 1 1
0 0 1 1 1

7 tabulky pravdivostnich hodnot vidime, Zze vyrokova formule uvedend v piikladu [l je vzdy
pravdiva. Jedna se o ptiklad tzv. tautologie.

1.3 Tautologie

Tautologii rozumime vyrokovou formuli, jejiz pravdivostni hodnota je rovna 1 bez ohledu na
pravdivostni hodnoty vyroku (proménnych), z kterych je sestavena. Opakem (negaci) tautologie
je kontradikce, tj. vyrok, jehoz pravdivostni hodnota je vzdy 0.

Jako dalsi priklady tautologii muzeme uvést nasledujici vyrokové formule, které vyjadiuji
klicové vlastnosti operaci konjunkce (\) disjunkce (V).

Komutationost N\, V:

Asociativnost \, V:

Distributivnost A, VB

(ANBVO) < (ANB)V(ANQO)),
(AV(BANC)) < ((AVB)AN(AV(O)).

3Jak vidime z formuli, distributivnost operaci A, V plati obéma sméry. Tato vlastnost neni rozhodné
samoziejmd. Napiiklad operace + (s¢itdni) a - (ndsobeni) jsou distributivni jenom v tom smyslu, ze lze
roznasobit soucet. Jednd se o tzv. (+,-)-distributivnost. Distributivnost opa¢nd, tj. (-,+) nemd v pifpadé
téchto operaci smysl.



Tautologie vyuzivame naptiklad pti formalnich upravach logickych vyrazu, které muzeme up-
latnit napiiklad pti dukazech nékterych matematickych vét. Zvlasté dulezité jsou pro tyto ucely
nasledujici tautologie.

De Morganovy zdkony:

—|(A/\B) < AV B,
-(AV B) < -~AA-B.

Zakon dvojité negace:

—(0A) & A

Negace implikace:

(A= B) < AA-B,
(A= B) < -AV B.

Obmeéna (Zdkon transpozice):

(A= B) < (=B = —-A).

FEkvivalence:

(A B)e (A= B)AN(B=A).

Zakon o vylouceném tretim:

AV —A.

Priklad 2. Dokazte, ze formule (A = B) < —AV B je tautologii.

1.4 Predikatovy pocet

Predikdtovy pocet je ¢ast matematické logiky, kterd se zabyva popisem a studiem vnitini
(sémantické) struktury elementarnich vyroku (praedicare (lat.): vyhlasovat, prohlagovat).

Predikatovy pocet je zalozen na predikdtoviych formulich, které jsou tvoreny tzv. predikdty
(vyrazy s proménnymi, které se po dosazeni hodnot za tyto proménné stanou vyroky) a
vymezenim hodnot proménnych v predikdtech prostrednictvim tzv. kvantifikdtoru.



Priklady predikatovych formuli:

Vo € Rya® +1> 0,
dn € N;\/n € N.

Dulezitou soucasti abecedy predikatového poctu jsou kvantifikatory:

o V — obecny (velky) kvantifikdtor;
¢teme pro vsechna (symbol V predstavuje obracené velké A, z anglického all.)
Napiiklad zapis Vx € M cteme pro vSechna x z M, pripadné pro vSechna x, kterd ndlezi
M apod.

e 1 — existencni (maly) kvantifikator;
cteme ezistuje alesponi jedno (symbol 3 predstavuje obracené velké E, z anglického ezists.)
Napiiklad zapis dx € M cteme existuje alespon jedno x z M, pripadné existuje x z M.
Pozndmka: Existencni kvantifikdtor 3 je pouzivan ve vyznamu existuje alespon jeden,
tj. je jim pfipusténa i moznost, ze prislusnych prvku dané mmnoziny je vice. Pokud

potiebujeme vyjadrit ewistenci prdvé jednoho prvku dané mnoziny, muzeme pouZzit tzv.
kvantifikator jednoznacné existence 3.

1.5 Negace kvantifikatorua

Postupy pri negovani kvantifikatoru popisuji nasledujici De Morganovy zdakony pro predikdtovy
pocet:
—(3x € A; V(z)) & Ve e A; =V (z),
(Ve € A; V(z)) & Jr € A, -V (z),
—(3z € A,Vy € B; V(x,y)) & Ve € A,y € B; =V (x,y).

Piiklad pouziti predikatové formule a jeji negace si ukdzeme na vyroku: Neexistuje nejuétsi
redlné c¢islo. Oznac¢me si ho . Potom muzeme psét

o ~Yydr;z >y,
—p ~ JyVe;x < y.

Je uzitecné promyslet si nasledujici postupy negace slovniho vyjadieni kvantifikace:



| v | v |

Kazdy prvek mnoziny A ma Aspon jeden prvek mnoziny A
danou vlastnost nema danou vlastnost

Aspon jeden prvek mnoziny A mé Zadny prvek mnoziny A nema
danou vlastnost danou vlastnost

Mnozina A méa aspon k prvku Mnozina A méa nejvyse k — 1

prvku
Mnozina A ma nejvyse k prvku Mnozina A ma aspon k+ 1 prvku
KONTROLNI OTAZKA:

Logické operace. Vyjmenujte logické spojky a uvedte tabulky jejich pravdivostnich hodnot.
Uvedte priklad tautologie. Cim se zabyva predikatovy pocet? Uvedte ptiklady predikatovych
formuli s obecnym i existenénim kvantifikatorem. Jaké jsou jejich negace?

Pitklad: Provedte pravdivostni ohodnocent vijrokové formule: =(A A B) < AV —B.

10
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