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1.5 Negace kvantifikátor̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2



1 Úvod do matematické logiky

Kapitola je věnována stručnému úvodu do matematické logiky. Na úrovni, která je nutná
předevš́ım pro bezpečné zvládnut́ı základńıch technik matematického d̊ukazu. Pro hlubš́ı
studium naznačených pojmů a vlastnost́ı odkazuji čtenáře např́ıklad na [1], [2], [5].

1.1 Základńı pojmy matematické logiky

Výrok

Výrokem rozumı́me každé sděleńı, u kterého má smysl se ptát, zda je či neńı pravdivé, a pro
které nastává právě jedna z těchto možnost́ı.

Př́ıklady výrok̊u:

• 5 je liché č́ıslo

• Lidé jsou neopeřeńı dvounožci1

• 10 > 5

Pravdivostńı hodnota výroku

Jak bylo řečeno výše, pro výrok nastává právě jedna ze dvou možnost́ı, buď je pravdivý, nebo
je nepravdivý. Neńı možné, aby nastaly obě tyto možnosti současně, stejně jako neńı možné,
aby nenastala ani jedna z nich. Výrok tak má vždy jednoznačnou tzv. pravdivostńı hodnotu,
kterou je buď pravda (anglicky true) nebo nepravda (anglicky false). Pro vyjádřeńı těchto
hodnot většinou použ́ıváme 1 a 0, kdy 1 odpov́ıdá pravdě a 0 odpov́ıdá nepravdě. Někdy se též
použ́ıvaj́ı začátečńı ṕısmena slovńıch vyjádřeńı uvedených hodnot, tj. P a N v češtině, nebo T

a F v angličtině.

Výrokový a predikátový počet

Pokud je na výroky nahĺıženo z hlediska syntaktického, tj. předmětem zájmu jsou pouze
formálńı pravidla jejich spojováńı, jedná se o tzv. výrokový počet (též výrokový kalkul), pokud
je brán zřetel i na sémantické hledisko, tj. předmětem zájmu jsou i významy výrok̊u, hovoř́ıme
o tzv. predikátovém počtu (predikátovém kalkulu).

Výrokové proměnné (výroky). Výrokové formule (slova, složené výroky).

Pro zápis obecných výrok̊u (většinou elementárńıch) a operaćı s nimi použ́ıváme výrokové
proměnné, označované tradičně velkými ṕısmeny z počátku abecedy, tj. např A,B,C, . . . .
Z elementárńıch výrok̊u vytvář́ıme uplatněńım výrokových operaćı složené výroky, též slova,
které představuj́ı tzv. výrokové formule. Např́ıklad o složeném výroku A ⇒ (A ∨ B) můžeme

1Tento výrok je připisován Platonovi, viz https://en.wiktionary.org/wiki/featherless_biped nebo
https://en.wikipedia.org/wiki/Diogenes
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hovořit jako o výrokové formuli ϕ, zapisujeme ϕ ∼ A ⇒ (A ∨B), kde symbol ∼ představuje
totožnost.

Dosad́ıme-li do libovolné výrokové formule za všechny proměnné nějaké konkrétńı výroky,
vznikne konkrétńı výrok. Pravdivostńı hodnota tohoto výroku je pak dána pravdivostńımi
hodnotami výrok̊u dosazených do formule. Určováńım pravdivostńıch hodnot složených výrok̊u
dle operaćı v nich uplatněných se budeme zabývat zanedlouho. Naopak, jestliže máme nějaký
konkrétńı výrok, vždy k němu můžeme naj́ıt odpov́ıdaj́ıćı formuli.

Daľśı př́ıklady výrokových formuĺı:

• A ⇒ B

• 2 neděĺı n ⇒ 2 neděĺı n2

1.2 Operace s výroky. Logické spojky.

Výrokové formule vytvář́ıme z elementárńıch výrok̊u užit́ım operaćı s výroky, z nichž každá
je reprezentována specifickou logickou spojkou. Souvislost pravdivostńı hodnoty výsledného
výroku s pravdivostńımi hodnotami př́ıslušných elementárńıch výrok̊u je zaznamenána pomoćı
tabulky pravdivostńıch hodnot.

• Negace

znač́ıme: ¬A nebo A′

čteme: negace A

Tabulka pravdivostńıch hodnot negace výroku A:

A ¬A
1 0
0 1

• Konjunkce

znač́ıme: A ∧ B

čteme: A a B / A a zároveň (současně) B

Tabulka pravdivostńıch hodnot konjunkce A ∧ B:

A B A ∧ B

1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0
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Př́ıklad: Č́ıslo 9 je druhou mocninou a je dělitelné třemi.

• Disjunkce

znač́ıme: A ∨ B

čteme: A nebo B

Tabulka pravdivostńıch hodnot disjunkce A ∨ B:

A B A ∨ B

1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Př́ıklad 1: Př́ımky p, q jsou rovnoběžné nebo r̊uznoběžné.

Př́ıklad 2: 0 nebo 1 řeš́ı rovnici x2 − x = 0.

Disjunkce je pravdivá i v př́ıpadě, že jsou pravdivé oba výroky A i B, jak vid́ıme
z prvńıho řádku tabulky, nebo jako je ilustrováno druhým př́ıkladem. Pro vyjádřeńı
nebo ve vylučovaćım smyslu, tj. pokud nepřipoušt́ıme současnou pravdivost výrok̊u A

i B, použ́ıváme tzv. vylučovaćı disjunkci (též exkluzivńı disjunkci), kterou zapisu-
jeme takto A ⊻B. Vylučovaćı disjunkci (nebo prostě vylučovaćı nebo) známe také z pro-
gramováńı, kde se pro ni použ́ıvá spojka XOR, na rozd́ıl od OR pro (normálńı) disjunkci.

• Implikace

znač́ıme: A ⇒ B

čteme: jestlǐze A, pak B / z A plyne B

Tabulka pravdivostńıch hodnot implikace A ⇒ B:

A B A ⇒ B

1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Př́ıklad: Jestliže je přirozené č́ıslo dělitelné dev́ıti, pak je dělitelné i třemi.

Podobu implikace má většina matematických vět. Všimněte si, že implikace neńı pravdivá
jedině v př́ıpadě, že z pravdivého předpokladu (premisy) A plyne nepravdivý závěr B.

Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka

Vztah předpokladu A a závěru B v platné (pravdivé) matematické větě je vyjadřován
také těmito formulacemi:
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A je postačuj́ıćı podmı́nkou pro B.

B je nutnou podmı́nkou pro A.

Význam těchto tvrzeńı si objasńıme na následuj́ıćı větě: Jestlǐze je č́ıslo n dělitelné 4,
potom je sudé.

Tato věta je bezesporu pravdivá2. Z výše uvedené tabulky pravdivostńıch hodnot imp-
likace nás proto zaj́ımaj́ı pouze řádky, v nichž je ve sloupci implikace uvedena 1.

Je zřejmé, že pokud je výrok A: Čı́slo n je dělitelné 4 pravdivý, je pravdivý i výrok B:
Čı́slo n je sudé. Každé č́ıslo dělitelné 4 je sudé. Stač́ı tedy vědět, že plat́ı A, abychom
měli jistotu, že plat́ı B. Proto je A postačuj́ıćı podmı́nkou pro B!

Naopak, neńı možné, aby platil výrok A: Čı́slo n je dělitelné 4 a zároveň neplatil výrok
B: Čı́slo n je sudé. B je tedy nutnou podmı́nkou pro A!

Význam nutné podmı́nky B se projev́ı v př́ıpadě, kdy neńı splněna. Potom je jasné, že
nemůže být splněn ani výrok A. Je-li n liché (tj. neńı sudé), nemůže být dělitelné 4. V
rozličných partíıch matematické teorie se tak setkáváme s tvrzeńımi, která hraj́ı právě
tuto d̊uležitou roli nutné podmı́nky. Uveďme si jako př́ıklad větu, z ńıž vycháźı velmi
dobře známá nutná podmı́nka konvergence řady: Jestlǐze nekonečná č́ıselná řada
Σa

n
konverguje, pak plat́ı lim

n→∞

a
n
= 0.

• Ekvivalence

znač́ıme: A ⇔ B

čteme: A tehdy a jen tehdy, když B

Tabulka pravdivostńıch hodnot ekvivalence A ⇔ B:

A B A ⇔ B

1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Př́ıklad: Přirozené č́ıslo je dělitelné dev́ıti právě tehdy, když jeho ciferný součet je dělitelný
dev́ıti.

Ačkoliv většina matematických vět má podobu implikace, najdeme i takové, které jsou
ekvivalenćı. Jedńım z nejznáměǰśıch př́ıpad̊u matematické věty, která má podobu ekvi-
valence je Pythagorova věta. Viz následuj́ıćı formulace p̊uvodńı Pythagorovy věty a věty
k ńı obrácené dle [5] (str. 393).

Věta 1.1 (Pythagorova věta). V každém pravoúhlém trojúhelńıku ABC plat́ı c2 = a2+b2,
kde a, b jsou odvěsny a c je přepona ∆ABC.

2Pravdivost každé matematické věty je samozřejmě nutné dokázat. Nelze se spolehnout jenom na dojem
nebo pocit. Prośım tedy čtenáře, aby si tento d̊ukaz provedl.
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Věta 1.2 (věta obrácená k Pythagorově větě). Jestlǐze v trojúhelńıku ABC, jehož strany
maj́ı délky a, b, c, kde c > a, c > b, plat́ı a2 + b2 = c2, pak tento trojúhelńık je pravoúhlý
s pravým úhlem při vrcholu C.

Př́ıklad 1. Proveďte pravdivostńı ohodnoceńı (tj. vyplňte tabulku pravdivostńıch hodnot) výrokové
formule ϕ ∼ ¬(A ∧ B) ⇔ ¬A ∨ ¬B.

Řešeńı:

A B ¬(A ∧ B) ¬A ∨ ¬B ¬(A ∧B) ⇔ ¬A ∨ ¬B
1 1 0 0 1
1 0 1 1 1
0 1 1 1 1
0 0 1 1 1

Z tabulky pravdivostńıch hodnot vid́ıme, že výroková formule uvedená v př́ıkladu 1 je vždy
pravdivá. Jedná se o př́ıklad tzv. tautologie.

1.3 Tautologie

Tautologíı rozumı́me výrokovou formuli, jej́ıž pravdivostńı hodnota je rovna 1 bez ohledu na
pravdivostńı hodnoty výrok̊u (proměnných), z kterých je sestavena. Opakem (negaćı) tautologie
je kontradikce, tj. výrok, jehož pravdivostńı hodnota je vždy 0.

Jako daľśı př́ıklady tautologíı můžeme uvést následuj́ıćı výrokové formule, které vyjadřuj́ı
kĺıčové vlastnosti operaćı konjunkce (∧) disjunkce (∨).

Komutativnost ∧, ∨:

(A ∧B) ⇔ (B ∧ A),

(A ∨B) ⇔ (B ∨ A).

Asociativnost ∧, ∨:

(A ∧ (B ∧ C)) ⇔ ((A ∧ B) ∧ C),

(A ∨ (B ∨ C)) ⇔ ((A ∨ B) ∨ C).

Distributivnost ∧, ∨3:

(A ∧ (B ∨ C)) ⇔ ((A ∧ B) ∨ (A ∧ C)),

(A ∨ (B ∧ C)) ⇔ ((A ∨ B) ∧ (A ∨ C)).

3Jak vid́ıme z formuĺı, distributivnost operaćı ∧, ∨ plat́ı oběma směry. Tato vlastnost neńı rozhodně
samozřejmá. Např́ıklad operace + (sč́ıtáńı) a · (násobeńı) jsou distributivńı jenom v tom smyslu, že lze
roznásobit součet. Jedná se o tzv. (+, ·)-distributivnost. Distributivnost opačná, tj. (·,+) nemá v př́ıpadě
těchto operaćı smysl.
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Tautologie využ́ıváme např́ıklad při formálńıch úpravách logických výraz̊u, které můžeme up-
latnit např́ıklad při d̊ukazech některých matematických vět. Zvláště d̊uležité jsou pro tyto účely
následuj́ıćı tautologie.

De Morganovy zákony:

¬(A ∧ B) ⇔ ¬A ∨ ¬B,

¬(A ∨ B) ⇔ ¬A ∧ ¬B.

Zákon dvojité negace:

¬(¬A) ⇔ A.

Negace implikace:

¬(A ⇒ B) ⇔ A ∧ ¬B,

(A ⇒ B) ⇔ ¬A ∨B.

Obměna (Zákon transpozice):

(A ⇒ B) ⇔ (¬B ⇒ ¬A).

Ekvivalence:

(A ⇔ B) ⇔ (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A).

Zákon o vyloučeném třet́ım:

A ∨ ¬A.

Př́ıklad 2. Dokažte, že formule (A ⇒ B) ⇔ ¬A ∨ B je tautologíı.

1.4 Predikátový počet

Predikátový počet je část matematické logiky, která se zabývá popisem a studiem vnitřńı
(sémantické) struktury elementárńıch výrok̊u (praedicare (lat.): vyhlašovat, prohlašovat).

Predikátový počet je založen na predikátových formuĺıch, které jsou tvořeny tzv. predikáty
(výrazy s proměnnými, které se po dosazeńı hodnot za tyto proměnné stanou výroky) a
vymezeńım hodnot proměnných v predikátech prostřednictv́ım tzv. kvantifikátor̊u.
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Př́ıklady predikátových formuĺı:

∀x ∈ R; x2 + 1 > 0,

∃n ∈ N ;
√
n ∈ N.

Důležitou součást́ı abecedy predikátového počtu jsou kvantifikátory:

• ∀ – obecný (velký) kvantifikátor;

čteme pro všechna (symbol ∀ představuje obrácené velké A, z anglického all.)

Např́ıklad zápis ∀x ∈ M čteme pro všechna x z M , př́ıpadně pro všechna x, která nálež́ı
M apod.

• ∃ – existenčńı (malý) kvantifikátor;

čteme existuje alespoň jedno (symbol ∃ představuje obrácené velké E, z anglického exists.)

Např́ıklad zápis ∃x ∈ M čteme existuje alespoň jedno x z M , př́ıpadně existuje x z M .

Poznámka: Existenčńı kvantifikátor ∃ je použ́ıván ve významu existuje alespoň jeden,
tj. je j́ım připuštěna i možnost, že př́ıslušných prvk̊u dané množiny je v́ıce. Pokud
potřebujeme vyjádřit existenci právě jednoho prvku dané množiny, můžeme použ́ıt tzv.
kvantifikátor jednoznačné existence ∃!.

1.5 Negace kvantifikátor̊u

Postupy při negováńı kvantifikátor̊u popisuj́ı následuj́ıćı De Morganovy zákony pro predikátový
počet:

¬(∃x ∈ A; V (x)) ⇔ ∀x ∈ A; ¬V (x),

¬(∀x ∈ A; V (x)) ⇔ ∃x ∈ A; ¬V (x),

¬(∃x ∈ A, ∀y ∈ B; V (x, y)) ⇔ ∀x ∈ A, ∃y ∈ B; ¬V (x, y).

Př́ıklad použit́ı predikátové formule a jej́ı negace si ukážeme na výroku: Neexistuje nejvěťśı
reálné č́ıslo. Označme si ho ϕ. Potom můžeme psát

ϕ ∼ ∀y ∃x; x > y,

¬ϕ ∼ ∃y ∀x; x ≤ y.

Je užitečné promyslet si následuj́ıćı postupy negace slovńıho vyjádřeńı kvantifikace:
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ϕ ¬ϕ
Každý prvek množiny A má
danou vlastnost

Aspoň jeden prvek množiny A

nemá danou vlastnost

Aspoň jeden prvek množiny A má
danou vlastnost

Žádný prvek množiny A nemá
danou vlastnost

Množina A má aspoň k prvk̊u Množina A má nejvýše k − 1
prvk̊u

Množina A má nejvýše k prvk̊u Množina A má aspoň k+1 prvk̊u

KONTROLNÍ OTÁZKA:

Logické operace. Vyjmenujte logické spojky a uveďte tabulky jejich pravdivostńıch hodnot.
Uveďte př́ıklad tautologie. Č́ım se zabývá predikátový počet? Uveďte př́ıklady predikátových
formuĺı s obecným i existenčńım kvantifikátorem. Jaké jsou jejich negace?

Př́ıklad:Proveďte pravdivostńı ohodnoceńı výrokové formule: ¬(A ∧ B) ⇔ ¬A ∨ ¬B.
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