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Kapitola 1

Axiomaticka vystavba geometrie

Dukladnost matematiky spocivd na definicich, axiomech, dukazech.

Immanuel Kant

ariom — zakladni véta, poucka, zasada, kterd se prijima a bez dukazu
povazuje za pravdivou: log., mat. tvrzeni deduktivni teorie prijaté bez
dukazu;

postuldt — princip, pozadavek nebo tvrzeni urcité védecké teorie prijaté bez
dukazu a tvorici jeji vychodisko: log. axiom;
Akademicky slovnik cizich slov, Academia, Praha, 2001.

1.1 Eukleides

Zaklady axiomatické vystavby geometrie i celé matematiky polozil recky
matematik Fukleides (kolem roku300pt.n.l.) ve svém tctyhodném dile
Ziklady (viz [5] Eukleidovy zdklady (Elementa), pieklad F. Servit, 1907,
nebo [4] Zaklady. Knihy -1V, V-VI, VII-IX, X, XI-XI., koment. Petrem
Vopénkou, 2008-2012.)

Eukleides pojal vyklad geometrie v Zakladech axiomaticky. Celou ge-
ometrii odvodil ze 14 axiomu!, z nichz 5 nazval postuldty® (postuldty
muzeme chapat jako formulace zakladnich loh, které lze v roviné kon-
struovat; Servit je nazyval dkoly prvotné), [13], [17].

Laziom — zakladni véta, poucka, zdsada, kterd se pfijiméd a bez dikazu povazuje za pravdivou: log., mat. tvrzeni

deduktivni teorie pfijaté bez dikazu; Akademicky slovnik cizich slov, Academia, Praha, 2001
2 postuldt — princip, pozadavek nebo tvrzenf uréité védecké teorie piijaté bez ditkazti a tvofici jeji vychodisko: log. axiom;
Akademicky slovnik cizich slov, Academia, Praha, 2001


https://en.wikipedia.org/wiki/Immanuel_Kant
https://en.wikipedia.org/wiki/Euclid
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Eukleides_Servit.pdf
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Eukleidovy postulaty:
1. Dva dané (ruzné) body spojit tseckou.
2. Danou usecku na jedné i druhé strané libovolné prodlouzit.

3. Vytvorit kruznici s danym stfedem a prochézejici danym bodem (ruznym
od stiedu).

4. Vsechny pravé uhly jsou shodné.

5. Dvé primky v roviné, které protinaji jinou piimku této roviny a tvori
s ni po jedné strané vnitini thly, jejichz soucet je mensi dvou pravych,
se vzdy protinaji a to po té strané, kde je soucet mensi.

Poznamka. Konstrukce uskuteénované podle prvnich tii Eukleidovych pos-
tuldtu jsou znamé jako eukleidovské konstrukce, téz konstrukce kruzitkem
a pravitkem (bez méfitka) (anglicky Compass and straightedge construc-
tions). Ne kazdou geometrickou tlohu lze fesit pomoci téchto konstrukei,
viz napt. kvadratura kruhu, zdvojeni krychle nebo trisekce uhlu. Nemoznost
vyTesit tyto tii ulohy pouze uzitim kruzitka a pravitka byla dokazana az
v 19. stoleti, po vytvoreni ndlezitého matematického aparatu. Nemoznost
eukleidovské konstrukce zdvojeni krychle a trisekce uhlu dokézal Pierre
Wantzel v roce 1837. Nemoznost eukleidovské konstrukce kvadratury kruhu
pak vyplynula z dikazu transcendentnosti ¢isla 7w, ktery podal |[Ferdinand
von. Lindemann v roce 1882.

Nékteré preklady Zakladu uvadéji jenom 4 postulaty. Postulat o rov-
nobézkach pak fadi mezi axiomy, jako XI. nebo XII. Soustava axiomu eu-
kleidovské geometrie tak neni jednoznacné urcena. Téchto soustav muze
byt vice a mohou se lisit podobou axiomu i jejich poctem. Co je v jedné
soustavé axiomem, muze byt v jiné soustavé vétou deduktivné odvozenou.
Béhem historie interpretace Eukleidovych Zakladu tak vznikla naptiklad
celd fada vét ekvivalentnich s postulatem o rovnobézkéch, viz str. 20

1.2 Hilbertova soustava axiomu eukleidovské geometrie

Soustava axiomu eukleidovské geometrie predstavend v Zakladech neni
vytvorena piilis dusledné a trpi nékterymi logickymi nedostatky. Napravu
ucinil az David Hilbert (1862-1943) na pfelomu 19. a 20. stoleti. Svou
predstavu, ze v logicky dokonale vystavéném systému axiomu v podstaté


https://en.wikipedia.org/wiki/Compass-and-straightedge_construction
https://en.wikipedia.org/wiki/Compass-and-straightedge_construction
https://en.wikipedia.org/wiki/Squaring_the_circle
https://en.wikipedia.org/wiki/Doubling_the_cube
https://en.wikipedia.org/wiki/Angle_trisection
https://en.wikipedia.org/wiki/Pierre_Wantzel
https://en.wikipedia.org/wiki/Pierre_Wantzel
https://en.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_von_Lindemann
https://en.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_von_Lindemann
https://en.wikipedia.org/wiki/David_Hilbert
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ztraci smysl puvodni vyznam jednotlivych pouzitych pojmu, vyjadiil znamym
vyrokem:

VZdy musime byt schopni misto body, primky a roviny tikat stoly,
Zidle a pullitry.

Tim se otevira cesta k ruznym modelim abstraktni geometrie. Viz napiiklad
Poincarého model nebo |Beltramiho—Kleinuv model.

Pozadavky na soustavu axiomi:
1. Bezespornost — z danych axiomu nelze odvodit zaroven V i =V.

2. Nezavislost— zadny z axiomu soustavy by nemél byt logickym dusledkem
ostatnich (soustava by tedy neméla obsahovat zadny zbyteény axiom).

3. Uplnost — vSechny modely odvozené ze soustavy axiomu jsou vzajemné
izomorfni, tj. plati v nich stejné véty.

Axiomy Hilbertovy soustavy lze rozdélit do nasledujicich péti skupin (v za-
vorce je vzdy uveden symbol, nebo vice symbolu, pro prislusnou skupinu
axiomu):

— axiomy incidence (I),

— axiomy usporadani (U),

— axiomy shodnosti (S),

— axiomy spojitosti (A, C, D),
— axiomy rovnobéznosti (R).

Pro priblizeni vyznamu téchto skupin axiomu si u kazdé z nich uvedeme
prislusné axiomy, vybrané vlastnosti odpovidajicich geometrii, které se po-
moci axiomu daji dokazat, a také vybrané modely téchto geometrii.

I. Axiomy incidence 1

Axiomy této skupiny se tykaji vztahu ndlezend (incidence) bodu, primky a
TOVINY.


https://en.wikipedia.org/wiki/Poincar%C3%A9_disk_model
https://en.wikipedia.org/wiki/Beltrami%E2%80%93Klein_model
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I1: Dva rizné body maji spole¢nou jednu primku.

12: Primka obsahuje asporni dva rizné body.

13: Existuje aspon jedna trojice ruznich bodu, které mepatri téZe primce.
14: JestliZe tri body nepatii jedné primce, potom patri jediné rovine.

I5: Jestlize dva ruzné body primky p leZi v rovine p, potom wvsechny body
primky p leZi v p.

16: Jestlize prunik dvou rovin neni prdzdny, obsahuje aspon dva navzdjem
ruzné body.

I7: Existuje aspon jedna ctverice bodu, které meleZi v téZe roviné.

I8: Rovina obsahuje aspon jeden bod.

Definice 1.1. Tti body, které lezi na téze primce, nazyvame kolinearni.

Priklad 1.1. Uzitim axiomu incidence I dokazte nasledujici véty [1.1] a [1.2]

Véta 1.1. Prunikem dvou ruznych rovin, které maji spoleény aspon jeden
bod, je primka.

Proof. 16 — I1 — I5 []

Véta 1.2. Tt nekolinedrni body jsou navzajem ruzné.

Proof. A= B = C nebo A = B # C vede ke sporu H

MODELY GEOMETRIE [I]

Tj. modely geometrie zalozené pouze na axiomech incidence.

* M1: Minimalni model

— ctyti body,
4

— Sest piimek (protoze existuje <2

) = 6 neusporadanych dvojic ze

¢ty prvku),
4

— Ctyfi roviny (protoze existuje (3

) = 4 neusporadanych trojic ze
ctyt prvku).
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* M2: Poincarého model

Je tvoren vnitifnimi body poloprostoru omezeného rovinou w. Ro-
zliSujeme zde piimky a roviny prvého a druhého druhu (viz Obr. .
Ptimka prvého druhu je tvofena vnitinimi body polopfimky kolmé na
rovinu w, primka druhého druhu je tvorena vnitinimi body polokruznice
kolmé k roviné w a se stiredem v roviné w. Rovina prvého druhu je
tvorena vnitinimi body poloroviny kolmé na w a rovina druhého druhu
potom odpovida vnitinim bodtm polokoule se stredem v w. Incidence
je eukleidovska.

Figure 1.1: Poincarého model

* M3: Beltramiho—Kleinuv model
Tvoren vnitinimi body koule. Primku reprezentuji vnitini body tétivy
koule a rovinu vnitini body jejtho rovinného tezu (viz Obr. . Inci-
dence je eukleidovska.

Figure 1.2: Beltramiho-Kleinuv model

Oba uvedené modely M2 a M3 maji i své rovinné varianty, viz Obr. [1.3],
1.4, Rovinny pripad Beltramiho—Kleinova modelu se casto uvadi jenom
pod nazvem Kleinuv model, pripadné Kleinuv diskovy model.

Poznamka. Modely M2, M3 nejsou modely eukleidovské geometrie, ne-
spliujf axiom rovnobéznosti (viz Obr.[1.3| [1.4). Vidime, ze v obou piipadech
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Figure 1.3: M2: Poincarého rovinny model (half-plane model)
Figure 1.4: M3: Beltramiho-Kleinuv rovinny model

existuje vice nez jedna rovnobézka s p, tj. primka, ktera prochazi bodem A
a nema s danou primkou p zadny spoleény bod. Piimky a, b jsou hrani¢ni
primky.

* M4: Aritmeticky celociselny model planimetrie

— bod = usporadana dvojice celych ¢isel [x,y] € Z,
— primka = body spliujici rovnici ax + by +c¢c =0, a,b,c € Z.

Pozndmka. Stejné muzeme definovat model racionalni (tj. [z,y] €
Q, a,b,c € Q) ¢iredlny (tj. [z,y] € R, a,b,c € R).

II. Axiomy usporadani U

Tyto axiomy se tykaji vlastnosti bod lezi mezi jinymi dvéma.

Ul: Jestlize bod B lezi mezi body A,C, jsou A, B,C tri rizné body na
primce a plati téz, Ze B lezi mezi body C, A.

U2: Jestlize A, B jsou dva navzdjem ruzné body, potom existuje na primce
AB aspon jeden bod C' takovy, Ze bod B lezi mezi body A, C.

U3: Ze tri ruznych bodu A, B,C leZicich na té samé primce leZi nejvyse
jeden mezi ostatnimi dvéma.

U4: (Paschiv azxiom) Jsou-li A, B,C tri nekolinedrni body a primka p,
kterd temito body meprochdzi, obsahuje jisty bod mezi body A,C, potom
primka p obsahuje bod mezi A, B nebo mezi B, C.

Priklad 1.2. Uzitim axiomu I, U dokazte nésledujici véty.

Véta 1.3. Mezi dvéma riznymi body lezi aspon jeden bod.

Proof. I3 — U2 — U2 — U4 []

Véta 1.4. Na kazdé piimce existuje nekone¢né mnoho bodu.
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Geometrie [IU] se nazyva téz geometrie polohy

Modely s konecnym poctem prvkiu nemohou splnovat axiomy uspotradani.
Proc?

(Resend: Podle I3, I1 existuje v takové geometrii vzdy aspoii jedna pifmka,
tj. podle U2 nekone¢né mnoho bodu)

MODELY GEOMETRIE [IU]:
* Poincarého model

Uspotradani plati ve smyslu eukleidovském.

* Beltramiho - Kleinuv model

Usporadani plati ve smyslu eukleidovském.

* Aritmeticky raciondlni model planimetrie

OTAZKA: Pro¢ JiZ mestaci aritmeticky celociselny model?

I1I. Axiomy shodnosti S

Tyto axiomy se tykaji metrickych vlastnosti. Formuluji zdkladni vlastnosti
shodnosti tsecek.
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S1: Je-li AB = CD, potom A # B,C # D. Pro kazZdé dva riuzné body A, B
plati AB = BA. (Shodnost se tijka pouze dvojic ruznijch bodi.)

S2: Necht AB je usecka, CD poloprimka. Potom emistuje jediny bod
E poloprimky CD, pro ktery plati AB = CE. (NandSeni tsecky na
poloprimku. )

S3: Jestlize AB = CD a CD = EF, potom AB = EF. (Tranzitivnost
shodnosti.)

S4: Jestlize bod C lezi mezi body A, B, bod C' mezi body A, B' a jestlize
plati AC = A'C', BC = B'C’, potom plati AB = A'B’. (Graficky soucet
dvou tusecek.)

S5: Necht jsou ABC,A'B'K dvé trojice nekolinedrnich bodi a necht
AB = A'B’. Potom existuje jediniy bod C' poloroviny A'B'K, pro ktery
plati AC = A'C', BC = B'C'.(Preneseni trojihelnika k dané tsecce do
dané poloroviny.)

S6: Necht jsou ABC, A'B'C" dvé trojice nekolinedrnich bodi, pro které plat{
AB = A'B' BC = B'C',CA = C'A". Necht ddle lez{ bod P mezi body A, B
a bod P" mezi body A', B' tak, se AP = A'P'. Potom CP = C'P'.

Priklad 1.3. Uzitim axiomu S dokazte, ze shodnost se tyka neuspoiradanych
dvojic bodu.

Proof. S1: AB=CD, CD =DC, S3: AB = DC H

IV. Axiomy pohybu S*

Axiomy zalozené na axiomatickém pojmu shodné zobrazeni (premisténd).
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S*1: Lezi-li bod C mezi body A, B a jsou-li A',B',C" obrazy bodu v
premisténd, lezi bod C" mezi body A', B'.

S*2: Jestlize je poloprimka v premisteni samodruznd, je kaZdy jeji bod v
tomto premisténi samodruzny.

S*3: Necht jsou ABC,A'KL dvé trojice nekolinedrnich bodi. Existuje
jediné premisténi v roviné, které prevadi bod A do bodu A', poloprimku
AB do poloprimky A'K' a polorovinu ABC do poloroviny A'K L.

S*4: Jestlize jsou A,B dva ruzné body, potom ezistuje aspori jedno
premistent, které prevddi bod A do bodu B a bod B do bodu A.

S*5: Jestlize je /BAC duty whel, potom existuje aspon jedno premistént,
které prevdadi poloprimku AB do poloprimky AC a poloprimku AC do
poloprimky AB.

S*6: SloZenim dvou premisténi vznikne premistent.
S*7: Identita je premistent.

S*8: Inverzni zobrazeni k premisténi je premisténd.

Z axiomu S*6, 5*7,5*8 plyne, ze vSechna premisténi tvori grupu.

Véta 1.5. Abstraktni geometrie [IUS], [IUS*] jsou totozné, tj. skupiny
axiomu .S, S* jsou ekvivalentni.

MODELY GEOMETRII [IUS], [IUS*]:
* Model planimetrie - zobrazeni inverzni ke stereografické projekci.

* Aritmeticky model realny OTAZKA: Pro¢ 712 mestact aritmeticky
raciondlni model?

* Beltramiho—Kleinuv model

Zavedeni neeukleidovské vzdalenosti v Beltramiho—Kleinové modelu:

Vzdélenost bodu B od bodu A (viz Obr. definujeme vyrazem
|In (UV BA)|, kde U, V jsou krajni body tétivy, na které lezi body A, B,
a (UV BA) je dvojpomér bodu U, V, B, A. Je ziejmé, ze pokud se bod B
blizi hranici kruhu, jeho vzdéalenost od A se blizi nekonecnu. Pouzitim
logaritmu dvojpomeéru misto pouhého dvojpoméru je zajisténa moznost
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s¢itdni vzdalenosti. Uvazujme body A, C, B dle Obr. 3.5 Potom pro
prislusné dvojpomeéry plati (UVCA) - (UVBC) = (UVBA), zatimco
pro jejich logaritmy plati

In(UVCA) + In(UV BC) = In(UV BA),

coz koresponduje s na8i predstavou o moznosti s¢itani vzdalenosti. Ab-
solutni hodnota zase zaru¢i nezavislost vzdalenosti dvou bodu na je-
jich potadi, protoze, kdyz (UVAB) = (UVBA)™! = (VUAB)™! =
(VUBA), potom

0 (UVAB)| = |In (UVBA)| = |In (VUAB)| = | In (VUBA)|.

Pro takto definovanou vzdalenost bodu, je potom délka usecky UV
vlastné nekonec¢na. Dobfte tak hraje roli primky.

Figure 1.5: Vzdélenost bodu v Kleinové (Beltramiho—Kleinové) modelu

V. Axiomy spojitosti A, C, D

Souviseji s hledanim odpovédi na otazky: Lze zmérit kaZdou usecku? Eux-
istuje ke kazdému ¢islu odpovidajict usecka?

Archiméduv axiom

A: Jsou dany usecky AB,CD. Na poloprimku AB postupné nandsime
usecku CD a dostaneme body Py, Ps, ..., P,, P,.1. Potom existuje takové
n € N, Ze bod P, .1 nelezi uvnitir AB.

Pozndmka. Archiméduv azxiom, formuluje zakladni princip meéreni délek.
M4 proto své misto ve vyuce matematiky na zakladni skole (dokonce jiz na
prvnim stupni). Tam ale pouzijeme spise fyzické nebo grafické znazornéni,
které se opird o tuto jeho strizlivéjsi formulaci: Pro libovolnd dvé kladnd
cisla a, b existuje prirozené cislo n takové, Ze na > b.

Cantortv axiom (axiom tuplnosti)

C: Prunik posloupnosti isecek do sebe zarazenich je neprdzdny.

Véta 1.6. Jestlize prunik posloupnosti tsecek do sebe zafazenych neob-
sahuje zadnou tsecku, je tento prunik mnozinou s jednim bodem.


https://en.wikipedia.org/wiki/Archimedean_property
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Proof. Dokazeme sporem []
Véta 1.7. V geometrii [ITUSAC] je kazdé kladné ¢islo velikosti néjaké tsecky.

Axiomy A, C lze nahradit jedinym axiomem D:

Dedekinduv axiom

D: KazZdy omezeny konvexni utvar na primce, ktery obsahuje aspon dva
ruzné body, je usecka (ptipadné s vynechanim jednoho nebo obou krajnich
bodu).

ABSOLUTNI GEOMETRIE| [IUSAC], [IUSD]:

Jednd se o spolecny zaklad eukleidovské i neeukleidovské geometrie.
VI. Axiom rovnobeznosti R

Figure 1.6: Rovnobézky v Kleinové modelu

Rovnobézkami budeme rozumét dvé primky v téze rovine, které nemaji
spoleény bod. Jak bylo uvedeno na str. [12] existuji geometrie, v nichz bo-
dem nelezicim na piimce prochazi vice rovnobézek s touto primkou. Potom
muzeme tyto rovnobézky rozliSit na tzv. soubézky a rozbézky. Soubézkami
nazyvame mezni piimky ze svazku rovnobézek prochazejicich bodem A.
Napiiklad v Kleinové modelu na Obr. jsou soubézkams primky a a b,
ostatni rovnobézky jsou rozbézkami (tj. vypliuji vrcholové thly, jejichz
rameny jsou soubézky).


https://en.wikipedia.org/wiki/Absolute_geometry
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Néktere véety absolutni geometrie:

Véta 1.8 (Legendrova). Jsou-li ¢isla «, 8, velikosti vnitinich thlu troju-
helniku ABC, plati a4+ 8+ v < 7.

Veta 1.9. Jestlize je p libovolna piimka, A bod, ktery na ni nelezi, potom
bodem A prochazi aspon jedna rovnobézka s primkou p.

Axiom rovnobéznosti

R: Necht p je libovolnd primka, A libovolny bod, ktery na ni nelezi. Potom
bodem A prochdzi nejvyse jedna rovnobezka s primkou p.

Tento axiom je ekvivalentni s Eukleidovym patym postulatem uvedenym
na str. 21 Ten se jevi tak samoziejmy, ze byl dlouho povazovan za pouhy
dusledek predchozich ¢tyr postulati. Snahy o jeho odvozeni z téchto pos-
tulatu vsak vedly vzdy jenom k jeho novym formulacim (nékteré viz nize).
Dukazem toho, ze axiom rovnobéznosti je skutetnym axiomem a niko-
liv dusledkem jinych axiomu, bylo az objeveni existence geometrie [IUS-
DnonR] (Lobacevskij), kterd se ukazala jako logicky bezespornd. R a
zaroven nonR nemuze byt totiz dusledkem axiomu IUSD, jsou tedy na
nich nezavislé.

[IUSDR] = eukleidovska geometrie

[ITUSDnonR| = hyperbolicka (Lobacevského) geometrie
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Neékteré veéty ekvivalentni s axiomem rovnobéznosti R

1. Existuje aspon jeden eukleidovsky trojuhelnik.

N

Existuje duty thel takovy, ze kazdy jeho wvnitini bod nalezi tsecce,
jejiz krajni body lezi na ramenech tohoto uhlu.

Pythagorova véta.
Kazdé dvé kolmice ke dvéma ruznobézkam jsou ruznobézné.
Soucet vnitinich uhlu ve ¢tytihelniku je 27.

Kazdému trojuhelniku lze opsat kruznici.

Ne e ®

Eukleiduv paty postulat (viz str. [21]).

Pozndmka. Jak bylo uvedeno vyse, objeveni ekvivalence uvedenych vét
s axiomem R je vysledkem snah o odvozeni R z ostatnich axiomu. Vice
o historii téchto pokusu najde zajemce napiiklad v [13] a [17].



20

KAPITOLA 1. AXIOMATICKA VYSTAVBA GEOMETRIE



Kapitola 2

Eukleidovska geometrie

FEukleidovskou geometrii rozumime geometrickou teorii roviny a trojroz-
mérnych téles zaloZzenou na soustavé objektu a axiomu formulovanych Fu-
kleidem (kolem roku 300 pf. n. 1.) spolu s dalsimi poznatky povazovanymi
za ziejmé na zakladé zkuSenosti. Jak uz bylo uvedeno na str. [7], uréujicim
dilem pro eukleidovskou geometrii jsou Eukleidovy Zdklady o 13 knihach
[5], [4].

Eukleides celou geometrii odvodil ze 14 axiomai, z nichz 5 nazval postuldty
(tj. zékladni lohy, dle Servita wékoly prvotné), [13] [17].

Eukleidovy postulaty (dle [5], 4]):
1. Dva dané (ruzné) body spojit tseckou.
2. Danou usecku na jedné i druhé strané libovolné prodlouzit.

3. Vytvorit kruznici s danym stfedem a prochézejici danym bodem (ruznym
od stredu).

4. Vsechny pravé uhly jsou shodné.

5. Dvé primky v roviné, které protinaji jinou piimku této roviny a tvori
s ni po jedné strané vnitini thly, jejichz soucet je mensi dvou pravych,
se vzdy protinaji a to po té strané, kde je soucet mensi.

Eukleidovska geometrie je geometrii roviny (planimetrie) a trojrozmérné-
ho prostoru (stereometrie) jak ji zndme ze zakladni a sttedni skoly. Je to
nejstarsi disciplina matematiky, je stara pres 2000 let. Po vétsinu své exis-
tence, konkrétné do 2. poloviny 19. stoleti, se jednalo o jedinou geometriz,
bez privlastku eukleidovskd. Ten zacal byt pouzivan az pro odliSeni od
neeukleidovskych geometrii.
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ijlné soustava axiomu eukleidovské geometrie byla zformulovana az na
konci 19. stoleti némeckym matematikem Davidem Hilbertem, viz kap. [1.2],
[IUSDR].

Moderni verzi eukleidovské geometrie je teorie Fukleidovskych viceroz-
meérnych prostor.

2.1 Eukleidovské konstrukce

Konstrukce uskutec¢nované podle prvnich tii Eukleidovych postulatu jsou
znamé jako eukleidovské konstrukce, téz konstrukce kruzitkem a pravitkem
(bez meétitka) (anglicky Compass and straightedge constructions).

Ne kazdou geometrickou tilohu lze fesit pomoci téchto konstrukei. Uvedme
si t1i nejznaméjsi klasické problémy, které nelze tesit eukleidovsky.

Kvadratura kruhu

Nalezeni strany a ¢tverce, jehoz obsah bude stejny jako obsah daného kruhu
o poloméru r. Uvazujme polomér daného kruhu » = 1. Potom pro hledané
a plati

a=+/T.

Nemoznost eukleidovské konstrukce tsecky této délky, tj. teseni kvadratury
kruhu, vyplynula az z dukazu transcendentnosti ¢isla 7, ktery podal Fer-
dinand von Lindemann v roce 1882.

UKOL: Jednodusst analogii kvadratury kruhu je kavadratura obdélniku,
tj. nalezeni strany ctverce, jehoz obsah je shodny s obsahem daného
obdélniku. Reste!

Zdvojent krychle

Nalezeni délky = hrany krychle, jejiz objem je dvakrat vétsi nez objem
dané krychle s hranou a. Uvazujme a = 1. Potom

r =2

Posloupnosti nemalého poctu kroku lze dokéazat (sporem), ze nelze euklei-
dovsky sestrojit usecku délky /2.

Problém zdvojeni krychle je casto interpretovan jako Deélsky problém,
tykajici se otazky zdvojnasobeni objemu krychlového oltare.


https://en.wikipedia.org/wiki/David_Hilbert
https://en.wikipedia.org/wiki/Euclidean_space
https://en.wikipedia.org/wiki/Euclidean_space
https://en.wikipedia.org/wiki/Compass-and-straightedge_construction
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https://en.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_von_Lindemann
https://en.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_von_Lindemann
https://en.wikipedia.org/wiki/Doubling_the_cube
https://mathworld.wolfram.com/CubeDuplication.html
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Trisekce uhlu

Rozdéleni daného ihlu na tii stejné velké 1hly. Oznacime-li si uvazovany
uhel 6, chceme dokazat nemoznost eukleidovské konstrukce ihlu g. Pro
algebraickou reprezentaci problému pouzijeme vyjadieni cosf ve tvaru

0
cosO = 4cos® = — 3cos —.
3 3

Potom pro cos # = g zkoumame fteSitelnost kubického polynomu
423 — 32— g=0.

7 poznatku o Tesitelnosti kubickych polynomu pritom vyplyva, ze otazka
eukleidovské konstruovatelnosti jejich feseni je ekvivalentni s existenci je-
jich raciondlnich kofenu. Pokud kubicky polynom s racionalnimi koefi-
cienty neméd racionalni kotfeny, zadny z jeho kofentu neni eukleidovsky
sestrojitelny. Protoze se jedna o obecnou vlastnost eukleidovské kon-
struovatelnosti tretiny tuhlu, ktera by musela platit pro vsechny uhly bez
vyjimky, staci najit jediny konkrétni iihel #, jehoz tretinu prokazatelné ne-
jde sestrojit. Tim by byla dokézana obecna nemoznost trisekce. Dosadime
tedy 8 = 60°, tj. cosf = % a zabyvame se polynomem

823 —62—1=0.

Nemoznost vytesit tyto ulohy pouze uzitim kruzitka a pravitka byla
dokazana az v 19. stoleti, po vytvoreni nalezitého matematického aparatu.
Nemoznost eukleidovské konstrukce zdvojeni krychle a trisekce uhlu dokéazal
Pierre Wantzel v roce 1837.

UKOL: Jednodussi analogii trisekce uhlu je trisekce usecky. Pokuste se
resit eukleidovsky!

2.2 Mascheroniovy konstrukce

Mascheroniovy konstrukce, téz Mohr—Mascheroniovy konstrukce jsou kon-
strukce vykonavané pouze kruzitkem.

Lorenzo Mascheroni, a zhruba 100 let pred nim, ovSsem nepovsimnut, Georg
Mohr, dokazal v roce 1797 vétu, ktera tvrdi, ze vSechny konstrukce, které


https://en.wikipedia.org/wiki/Angle_trisection
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lze provadét pravitkem a kruzitkem (tj. eukleidovské konstrukce), lze
vykonat pouze kruZitkem.

UKOL: Je déna kruznice k(S;r); déle je dina dvéma body A, B (body
nelezi na kruznici) jeji secna p, kterd neprochézi stredem S. Sestrojte
pruseciky primky p s kruznici k, aniz pritom pouzijete pravitka.



Kapitola 3

Neeukleidovské geometrie

Eukleiduv paty postulat se vétsinou nazyva postuldt o rovnobézkdich, viz
str. [I8. Od ostatnich postulatu a axiomu se lisi tim, ze ho nelze experi-
mentélné ovérit. Tyka se totiz nekonecnych piimek a existence /neexistence
jejich pruseciku leziciho kdesi mimo pozorovatelovo zorné pole. Vyvstava
tak otazka, zda tento postulat nelze odvodit z ostatnich. Cela staleti
se matematici pokouseli tuto moznost odvozeni 5. postulatu dokazat.
Netspésnost téchto snah dala vzniknout problému rovnobézZek. Nebylo
jasné, zda pokusy selhavaji proto, ze diukaz neni mozny, nebo proto, ze
sice mozny je, ale pro jeho provedeni je treba néjakého dosud neznamého
obratu.

Snahy o dokazani 5. postulatu pomoci ostatnich axiomu a postulatu
vedly ke vzniku tzv. mneeukleidovskych geometrii. Zaslouzili se o to Carl
Friedrich Gauss (1777-1855), Janos Bolyai (1802-1860) a Nikolaj Ivanovic
Lobacevsky (1793-1856), pozdéji pak Bernhard Riemann| (1826-1866).

Pripomenme si 5. Eukleiduv postulat ve formé, v jaké je uveden na str. 19,

Necht p je libovolna piimka, A libovolny bod, ktery na ni nelezi.
Potom bodem A prochazi nejvyse jedna rovnobézka s primkou p.

Z uvedené formulace je patrné, ze pro geometrie neeukleidovské, tj. zalozené
na neplatnosti 5. postulatu v uvedeném znéni, se nabizeji dvé moznosti,
jak 5. postulat nahradit, kazda odpovidajici jinému typu neeukleidovské
geometrie.

Nahradime-li 5. Eukleidiv postuldt tvrzenim: Necht p je libovolna
prfimka, A libovolny bod, ktery na ni nelezi. Potom bodem A
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prochazeji alespon dvé primky, které s primkou p nemaji spolecny
prusecik, dostavame hyperbolickou geometrii.

Nahradime-li 5. Eukleidiv postuldt tvrzenim: Necht p je libovolna
primka, A libovolny bod, ktery na ni nelezi. Potom kazda primka
prochazejici bodem A ma s pirimkou p spoleény prusecik, dostavame
eliptickou geometrii.

Privlastky hyperbolickd, parabolickd a eliptickd pro tti mozné typy geome-
trie pouzil poprvé v roce 1871 Felix Klein. Pritom jako parabolickou oznacil
Eukleidovskou geometrii. Duvody, proc¢ tfem moznym geometriim priradil
tyto nazvy zde nebudeme rozebirat. Je to ponékud komplikované. Sou-
visi to s invariantnosti jistych geometrickych vlastnosti danych geometrii.
Ptitazeni ndzvu je ovlivnéno znaménkem kfivosti piislusné plochy. [7]

3.1 Lobacevského geometrie [[USDnonR] (hyperbolicka geome-
trie)

Téz hyperbolicka geometrie. Lobacevsky (stejné jako Bolyai a zfejmé i Gauss,
ktery z nich byl prvni, ale své objevy nezverejnil) pouzil pro dikaz 5. pos-
tuldtu metodu nepfimého dikazu (tj. uplatnéni principu o vylouceném
tretim). Vzal vSechny véty, které se daji dokazat bez 5. postuldtu (tj. véty
tvotici absolutni geometrii, viz str. a k nim pridal negaci 5. postulatu:
Existuje alespon jedna dvojice neprotinajicich se primek v rovine, které
protinaji tutéz primku a tvori s ni po jedné jeji strane vnitrni whly, jejichz
soucet je mensi dvou pravych. Pritom doufal, Zze dojde ke sporu, coz se ale
nestalo. Jeho systém tvrzeni byl bezesporny, vytvoril tak novou, neeuk-
leidovskou geometrii, Lobacevského necukleidovskou geometrii. Poprvé ji
verejné predstavil pii prednasce v roce 1826, formou publikace pak v roce
1829, [13]. Bolyai objevil tuto geometrii nezavisle na Lobacevském a pub-
likoval ji v roce 1832 (literarni formou je historie vzniku neeukleidovské
geometrie pekné popséna v [17]). Pro dalsi pouziti vyuzijeme néasledujici
formulaci negace 5. postulatu:

L: Existuji primka p a bod D, ktery na ni nelezi, takové, Ze alespon dvé
ruzné primky jdouci bodem D neprotinaji primku p.



https://en.wikipedia.org/wiki/Felix_Klein
https://en.wikipedia.org/wiki/Curvature
https://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbolic_geometry
https://cs.wikipedia.org/wiki/Z%C3%A1kon_o_vylou%C4%8Den%C3%AD_t%C5%99et%C3%ADho
https://cs.wikipedia.org/wiki/Z%C3%A1kon_o_vylou%C4%8Den%C3%AD_t%C5%99et%C3%ADho

3.1. LOBACEVSKEHO GEOMETRIE 27

Vybrané vlastnosti Lobacevského geometrie

— Soucet vnitinich uhli v trojihelniku je mensi nez 7 :
a+ B+ <.

— Shoduji-li se dva trojuhelniky v 1hlech, jsou shodné.
— Cim je mens{ soucet 1hli trojihelnika, tim je vétsi jeho obsah.

— Cfm mensi je obsah trojihelnika, tim je soucet ihla blizsi k .

Lobacevského formule

pro vztah «a = II(x) mezi dhlem soubéznosti « a vzdalenosti x.

Figure 3.1: Vztah mezi ihlem soubéznosti « a délkou x usecky AB

Uvazujme soubézku b s primkou a jdouci bodem A, ktery je ve vzdalenosti
x od a, viz Obr. 3.1} Potom plati formule

tg(%ﬂ(w)) —et

kde o = II(x) vyjadiuje zavislost iihlu soubéznosti o na = a k je libovolna
konstanta. Potom je zfejmé, ze plati

lin (1)) = .

7 toho vyplyva, ze v dostatetné malé ¢asti Lobacevského roviny lze uzivat
euklidovské geometrie, aniz se dopustime podstatnych chyb, [11].

Modely Lobacevského (hyperbolické) geometrie

Vedle vytvoreni logicky konzistentniho systému geometrickych vét je dulezité
vytvorit také model takovéto geometrie. Uvedeme si dva jednoduché mod-
ely rovinné, oba kruhové, a jeden model prostorovy.
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Poincarého kruhovy model

Modelem roviny je jednotkovy kruh, bez hrani¢ni kruznice, viz Obr. a
B.3. Bodem je vnitini bod kruhu. Piimkou je kruhovy oblouk, bez krajnich
bodt, pattici kruznici ortogonalné protinajici hranici modelu.

Figure 3.2: Poincarého model; piimky a bod

Poincarého model zachovava velikost uhlu, tj. 1hel mezi jeho primkami
odpovida ihlu (ve smyslu eukleidovské geometrie) mezi prislusnymi oblouky
(tj. mezi te¢nami oblouku v jejich spole¢ném dodé). Rikdme, ze Poincarého

Figure 3.3: Poincarého model; piimky b, ¢ jsou soubézkami piimky a
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model je konformni. S pomoci tohoto modelu tak snadno a velmi nazorné
ukazeme, ze soucet vnitinich ihlu “hyperbolického trojihelniku” je mensi
nez m, viz GeoGebra: Poincarého model.

Kleinuv model

Na Obr. predstaveny Kleinuv model (Kleinuv kruhovy (diskovij) model
je, stejné jako predchozi Poincarého model, rovinnou variantou obecnéjsiho
Beltramiho—Kleinova modelu). Modelem roviny je kruh, piimkou je jeho

Figure 3.4: Kleinuv model Lobacevského (hyperbolické) geometrie

tétiva. Z Obr. je ztejmé, ze bodem lezicim mimo danou primku muze
byt vedeno nekonec¢né mnoho primek, které s ni nemaji nic spole¢ného. Uz
timto jednoduchym modelem je potvrzeno, ze 5. postuldt nelze odvodit
z ostatnich. Kdyby tomu tak bylo, musel by v Kleinové modelu platit.

Kleinav (téz Beltramiho—Kleinuv) model byl pfedstaven jiz v kapitole [1.2]
Pripomenme si zde zavedeni neeukleidovské vzdalenosti uvedené na str. (16|

Zavedeni neeukleidovské vzdalenosti v Beltramiho—Kleinové mod-
elu

Vzdélenost bodu B od bodu A (viz Obr. definujeme vyrazem
|In (UV BA)|, (3.1)

kde U, V jsou krajni body tétivy, na které lezi body A, B, a (UV BA) je dvo-
jpomér bodu U, V, B, A. Je ztejmé, ze pokud se bod B blizi hranici kruhu,
jeho vzdalenost od A se blizi nekoneé¢nu. Pouzitim logaritmu dvojpoméru
misto pouhého dvojpomeéru je zajisténa moznost sc¢itani vzdalenosti. Uva-
zujme body A, C, B dle Obr. 3.5 Potom pro pfislusné dvojpomeéry plati
(UVCA)-(UVBC) = (UVBA), zatimco pro jejich logaritmy plati

In(UVCA)+In(UVBC) =In(UVBA),

coz koersponduje s nasi predstavou o moznosti séitani vzdalenosti. Ab-
solutni hodnota zase zaruci nezavislost vzdalenosti dvou bodu na jejich

poiadi, protoze, kdyz (UVAB) = (UVBA)™' = (VUAB)™! = (VUBA),
potom

\In (UVAB)| = | In (UVBA)| = | In (VUAB)| = | In (VUBA)|.


https://www.geogebra.org/m/qtv889a9
https://en.wikipedia.org/wiki/Beltrami%E2%80%93Klein_model
https://en.wikipedia.org/wiki/Beltrami%E2%80%93Klein_model
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Pro takto definovanou vzdalenost bodu, je potom délka tsecky UV vlastné
nekonec¢na. Dobfte tak hraje roli primky.

Figure 3.5: Vzdalenost bodu v Kleinové (Beltramiho—Kleinové) modelu

Hyperbolicky paraboloid

Dalsim moznym modelem Lobacevského (hyperbolické) geometrie je plocha
hyperbolického paraboloidu (svym tvarem pripominajici sedlo), viz Obr.[3.6|
Nejkratsi spojnici dvou bodu na plose je tzv. |geodetickd cara (viz téz
“Geodesics on an ellipsoid”)), kterd se u ploch ruznych od roviny lisi od
usecky. V dusledku toho ma trojihelnik tvofeny tfemi body na hyperbol-
ickém paraboloidu soucet vnitinich uhlu mensi nez 180°. Naproti tomu

Figure 3.6: Hyperbolicky paraboloid

u trojuhelniku na kulové plose (pfedstavte si napf. rovnoramenny troj-
thelnik se zékladnou na rovniku a s hlavnim vrcholem v severnim pélu) je
soucet uhlu vétsi nez 180°. Kulova plocha je tak modelem dalsi neeuklei-
dovské geometrie, tzv. Riemannovy (eliptické) geometrie.

3.2 Riemannova geometrie (elipticka geometrie)

Téz elipticka geometrie. Bernhard Riemann (1826-1866) formuloval v roce
1854 teorii obecné metrické geometrie, ktera zahrnovala kromé eukleidovské
geometrie a nedavno objevené hyperbolické (Bolyai—Lobacevského) geome-
trie jesté novou eliptickou geometrii, pozdéji téz nazyvanou Riemannova
geometrie.

Figure 3.7: Povrch koule jako model Riemannovy eliptické geometrie

Typickou vlastnosti této geometrie je skutecnost, ze soucet vnitinich uhla
v trojuhelniku je vétsi nez 7 :

a+fB+y>7

Modelem Riemannovy geometrie je pak povrch koule (sféry).


https://mathworld.wolfram.com/HyperbolicParaboloid.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Geodesic
https://en.wikipedia.org/wiki/Geodesics_on_an_ellipsoid
https://en.wikipedia.org/wiki/Elliptic_geometry
https://en.wikipedia.org/wiki/Elliptic_geometry
https://cs.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann

Kapitola 4

Urceni polohy bodu

4.1 Afinni a kartézské souradnice

Afinni soustava souradnic (téz nazyvana repér) ¢ v afinnim bodovém pros-
toru A, je mnozina obsahujici jeden bod, pocdtek soustavy soutadnic (oz-

Figure 4.1: |Afinni soustava soutadnic ¢ = {P, uy, us, us}

na¢me ho P) a n linedrné nezavislych vektoru, tvoricich bazi vektorového
prostoru V,,, ktery je zaméfenim prostoru A, (oznac¢me je ui, usg,. .., uy),
viz Obr. [.1], symbolicky zapiseme takto:

© =4{P;ui,u, ..., upy}
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https://mathworld.wolfram.com/AffineCoordinates.html
https://www.geogebra.org/m/pr3swdgk
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Abychom soustavu souradnic, napiiklad v trojrozmérném prostoru, jejiz
pitklad je na Obr. 4.1 mohli nazvat afinnfl] staci, aby spliiovala jediny
pozadavek, aby vektory i, us, i3 nelezely v jedné roviné. Ekvivalentni
podminkou je pozadavek, aby v jedné roviné nelezel bod P spolu s kon-
covymi body vektoru iy, Uy, 3 (tyto body ovem nejsou v obrazku popsany).

Afinni soustavu souradnic nazyvame:

— kosouhlou, pokud alespon dvé jeji soutadnicové osy (tj. jejich smérové
vektory) nejsou navzajem kolmé, viz Obr. [4.1]

— pravothlou (ortogondlni), pokud kazdé dveé jeji osy (tj. jejich smérové
vektory) jsou navzajem kolmé,

— kartézskou (ortonormdlni), pokud kazdé dvé jeji osy jsou navzajem
kolmé (tj. jsou ortogondlni) a zaroven jsou jednotky na vsech téchto
osach stejné.

Ve skolni matematice pracujeme s kartézskou soustavou souradnic. Je po-
jmenovana po francouzském matematikovi a filosofovi René Descartouvi,
ktery se systematickym zavedenim metody prace se souradnicemi bodu
v prostoru zaslouzil o vznik analytické geometrie (tj. analytické metody
v geometrii).

Soufadnice bodu Alay, as], Ala1, as, az] viz Obr. 4.2

Figure 4.2: Soutradnice bodu A v roviné (vlevo) a v trojrozmérném prostoru (vpravo)

1Zavedeni pojmu afinni do geometrie je pFipisovdno §vycarskému matematikovi |Leonardu Eulerovi. Afinni zobrazeni
muzeme struéné charakterizovat jako zobrazeni, které pfimku zobrazuje opét na pfimku nebo na bod, a které stied dvo-
jice bodu—vzoru zobrazi zase na stfed odpovidajici dvojice bodu—obrazu (pfesnéji feceno, zachovavd deélici pomér, viz
(Hasek: PLA 2020), str. 15). Afinni geometrii potom rozumime geometrii, kterd zkoumd takové vlastnosti geometrickych
dtvaru, které se neméni pii jejich afinnich zobrazenich.


https://en.wikipedia.org/wiki/Ren%C3%A9_Descartes
https://en.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
http://home.pf.jcu.cz/~hasek/PLA/Planimetrie_studijni_text_2020.pdf
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4.2 Polarni a sférické souradnice

Existuji i jiné soustavy souradnic, nez jsou kartézské nebo kosouhlé. Jaké
znate?

Polarni souradnice

Poldrn{ soufadnice (r, ¢) bodu X v roviné si zavedeme dle Obr.[4.3] Poldrn{
soustava soutadnic je urcena polem P a poldarni osou p. Obrazek nabizi
jednoduchy prechod od polarnich souradnic X = (r,¢) k souradnicim
kartézskym X = [x;y]. Pokud ztotoznime pdl P s pocatkem kartézské
soustavy soutradnic a polarni osu p s kladnou poloosou z, 1ze pro bod X
psat:

T =T-Cosyp, (4.1)

Yy =1 -sine.

X[x; vl

y=rsingp

P T =TCosp p

Figure 4.3: Polarni souradnice

Priklad 4.1. Napiste parametrické rovnice kruznice se stfedem v pocatku
soustavy souradnic a s polomérem r = 5. Napiste rovnici této kruznice
v polarnich souradnicich.

Sférické souradnice

Polarni souradnice muzeme chépat jako rovinnou analogii trojrozmérnych
sférickych souradnic, viz Obr. 4.4,  Mohou tak slouzit jako jednodussi


https://www.geogebra.org/m/prh5kx9h
https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_coordinate_system
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*

Figure 4.4: [Sférické soutadnice (r, p,w)

predstupen pro pochopeni sférickych souradnic a vyznam rovnic pro je-
jich prevedeni na kartézské soutadnice, viz (4.3), (4.4), (4.5)).

Priklad 4.2. Vyuzijte princip sférickych soutadnic k odvozeni paramet-
rickych rovnic kulové plochy a k jejimu zobrazeni v GeoGebre.

Reseni: Pouzijeme sférické soufadnice (7, p,w) zavedené dle Obr. |4.4|, které

se mirné lisi od jejich zavedenéjstho pojeti (misto naseho ihlu w se pouziva
0 = /2 — w),viz Wikipedia: Spherical Coordinate System.

Potom pro parametrické rovnice kulové plochy plati:

x(r, p,w) =T+ COSW - COS Y, (4.3)
y(r,o,w) =17 - cosw - sin ¢,

z(r,p,w) =r-sinw; r>0,p € (0;7),w € (0,27). (4.5

Po zavedeni posuvniku pro hodnoty r a po zadani prikazu Plocha(r-cosw-
cosy, r-cosw-siny, r-sinw, @, 0, ™, w, 0, 27) ziskdme graf kulové
plochy zachyceny na Obr. 4.5 Ménime-li posuvnikem hodnotu r, méni se
velikost (polomeér) kulové plochy.

Vedle sférickych soufadnic muzeme jako dalsi piiklad systému soutadnic


https://www.geogebra.org/m/w3k9afhv
https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_coordinate_system
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Figure 4.5: Kulova plocha

pouzivaného k popisu trojrozmérného prostoru uvést cylindrické souradnice,
viz Wikipedia: Cylindrical Coordinate System.

4.3 Délici pomeér

Délicim pomérem rozumime c¢islo, které jednoznacné udava polohu bodu
na pfimce vzhledem ke dvéma pevné danym bodum této piimky.

Figure 4.6: Tt kolinearni body

Definice 4.1 (Délici pomér). Necht A, B,C; A # B, C # B, jsou tii
body lezici na pfimce (tj. tii kolinedrni body). Délicim pomérem bodu C
vzhledem k bodum A, B rozumime realné ¢islo A, které zapisujeme (ABC),
a pro jehoz absolutni hodnotu plati

_ |AC]

~|BCT’
pritom pro bod C' lezici vné tsecky AB je (ABC) > 0 a pro bod C lezici
uvniti AB je (ABC) < 0. Pro C' = A je ziejmé (ABC) = 0.

[(ABC) (4.6)


https://www.geogebra.org/m/eqcvkcrk
https://en.wikipedia.org/wiki/Cylindrical_coordinate_system
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Pozndmka. Uvedena definice zavadi délici pomér pomoci podilu vzdélenosti
bodu C' od danych bodu A, B. Protoze vzdalenosti jsou kladné, nepiinasi
jejich podil zadnou informaci o znaménku délictho poméru, kterému pak
musi byt vénovana zvlastni ¢ast definice. Tomu se vyhneme, pokud po-

uzijeme k zavedeni pojmu délici pomér odpovidajici vektory definované
piislusnou trojici bodu, viz Obr 4.7

Figure 4.7: Délici pomér bodu C vzhledem k bodum A, B

Definice 4.2 (Délici pomér; alternativni definice). Necht A, B, C; A # B,
C' # B, jsou tfi body lezici na pfimce (tj. tii kolinedrni body). Potom
¢islo A definované rovnici

C—A=\C-B) (4.7)

znacime (ABC) a nazyvame délicim pomérem bodu C' vzhledem k bodim
A, B.

Pozndmka. Ve vztahu (4.7) je obsazena kompletni informace o ¢isle A,
tj. o jeho absolutni hodnoté i o znaménku. Pro snazsi zapamatovani
si muzeme (4.7 pfepsat do tvaru

_C-A

- C-B

ktery sice neni formalné spravné, ale jasné koresponduje se vztahem (4.6)).
Smysl ziskd az dosazenim soufadnic bodi A = [ay;a9], B = [b1;be], C =
[Cl; CQ] .

A

1 — a1 Co — G2

A\ =

c1— b 02—52'

Priklad 4.3. Urcete délici pomér (ABS) stiedu S tusecky AB vzhledem k
jejim krajnim bodum A, B.

Priklad 4.4. Pro body A, B,C plati (ABC) = \. Zapiste pomoci A délici
poméry (BAC), (CBA),(ACB),(CAB) a (BCA).
Reseni: Vztah (.7) pro (ABC) = ) piepiseme do tvaru A = AB-+(1—\)C.

1 1
Odtud po vydéleni A dostaneme B = XA + (1 — X)C Odtud je zfejmé,
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1
ze (BAC) = —. Poznamenejme jesté, ze ke stejnému vysledku vede také

C—-B 1 1
oA g = Analogicky odvodime
vyjadieni dalsich délicich poméru v ramci dané trojice bodu: (CBA) =

A a(BCA):l—;

toto odvozeni: (BAC) =

1—=A

Priklad 4.5. V roviné jsou dany dva pevné body A, B. Urcete mnozinu
vSech bodu X této roviny, pro které plati
|AX]|

2Lk
|BX|

kde k je realna konstanta.

Resent: Hledanou mnozinou je kruznice, které je znama jako Apolloniova
kruznice. Nalezeni jeji rovnice si usnadnime vhodnym umisténim bodu A,
B vzhledem k souradnicovym osam. Konkrétné je umistime na osu x tak,
ze A = [—a,0] a B = [a,0], kde a € R. Potom ma vySetfovand mnozina
bodu X = [z, y] rovnici

a(k2+1)\° 5 4a’k?
TR ) TV T e

ktera skutecné odpovida kruznici.

Néhled feseni piikladu v programu GeoGebra vidime na Obr. [4.8
Prislusny applet je dostupny na adrese www.geogebra.org/m/xt9ettcr

Poznamka. S aplikaci déliciho pomeéru se setkame asi ve vSech programech
dynamické geometrie. Jedna se o to, ze pokud umistime na primku danou
dvéma body, ozna¢me je A, B, treti bod, oznacme ho C', prii jakékoliv
zméné vzajemné vzdalenosti bodu A, B se méni vzdalenost tfetiho bodu
C' vuéi nim tak, aby délici pomér (ABC') byl pordd stejny. Vyzkousejte
v programech GeoGebra a Desmos.

Poznamka. V GeoGebfe je implementovana funkce DeliciPomer(A,B,C).
Délici pomér bodu C' vzhledem k bodum A, B, ktery zapisujeme ve tvaru
(ABC) s jeji pomoci vypocitame zaddanim piikazu DeliciPomer(C,B,A).
Vyzkousejte!


https://www.geogebra.org/m/xt9ettcr
https://www.geogebra.org/m/qpzfbawy
https://www.desmos.com/geometry/f5qts5mnvd
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2 Apolloniova kruinice - GeoGebra

AL OO &N = b Q=

| Xe=(xy) - i e
- X := (x,y)

5 rl: Vzdal (A, X)? = K Vzdal (B,X)? = 0

@ 2 5
— rl: —8x"—8y“+20x—8=0
3

A=(-1,0) B=(1,0)

=
n
w

Figure 4.8: Mnozina bodu X v roviné, pro které plati |AX| = k|BX|; feseno v programu GeoGebra
4.4 Barycentrické souradnice

Vyse uvedené skutecnosti nds mohou privést k moznosti vyjadreni polohy
bodu nezavisle na volbé soustavy soutfadnic. Bod C' muzeme, pfi zvolenych
bodech A, B, zapsat takto:

1 A
=T34 1T

Jedn4 se o pifklad tzv. barycentrickych! soufadnic.

B.

Barycentrické souradnice vzhledem ke dvéma bodtm
Bod X lezi na piimce AB pravé tehdy, kdyz existuji dvé ¢éisla o, 8 € R
takova, ze plati

X=aA+pB, a+p=1. (4.8)

Tato c¢isla nazyvame barycentrickymi souradnicemi bodu X vzhledem
k bodim A, B. Rovnice X = aA + 6B, kde a + 8 = 1 se nazyva bodova
rovnice piimky.

Jak je uvedeno v poznamce, barycentrum znamenda hmotny stred. Dtivodem
pouziti tohoto slova je skutec¢nost, ze barycentrické souradnice bodu vzh-

v

ledem k jinym bodum v prostoru maji analogii v urceni souradnic téziste

! Barus znamend, fecky tézky. Slovem barycentrum se oznaduje hmotny stied soustavy téles, vétsinou kosmickych. Pouzit

m1 X +maY mi mo Y, kde mi n m2 1

dvou téles plati: T' =
mi1 + mo mi1 + ma m1 + m2 mi+me  mi+me



https://www.geogebra.org/m/xt9ettcr
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vzhledem k hmotnym bodum v prostoru. Ilustrujme si to na ptikladu

v v

v v

umisténych na ose x takto: Hmotnost m; je umisténa v bodé X;[z1], hmot-
nost my v bodé Xs[zs].

_ _T[XT] _ X
0 ' Xx v 'Xz[xzc.] 3

Reseni: Viz Obr. . Pro zachovani stability soustavy musi platit mo-
mentova véta, tj. souc¢et momentu sil pusobicich na soustavu je roven nule.
Konkrétné, uvazujeme-li jako stfed otaceni pocatek soustavy souradnic na
ose x, plati

mixy + moxy = (mq + ma)xr.

Po upravé dostavame

mi1x1 + Mako my me
T = = x|+ X9. (49)
mi + ms my + msy mi + mo
Pro vyrazy mﬁlmg’ mﬁ% z 4.9 evidentné plati

mi m2

+ =1,
my+ms My + mo

odpovidaji tak definici barycentrickych souradnic dané vztahem [4.8]

Pozndmka. Analogicky se souradnicemi vzhledem ke dvéma bodtiim muzeme
zavést barycentrické souradnice bodu X také vzhledem ke tfem, ¢tyfem,
obecné pak k£ bodum. Provedte pro k = 3, 4.

Priklad 4.7. Napiste barycentrické souradnice stredu usecky AB vzhledem
k jejim krajnim bodum.
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v

vzhledem k jeho vrcholtm.

Barycentrické souradnice vzhledem ke tfem bodtm

Definici barycentrickych soutadnic bodu P vzhledem k boduim A, B, C' vy-
hovuji poméry obsahu trojihelniku tvorenych vzdy jednou stranou trojuhelniku
a bodem P, viz barevné trojihelniky na Obr.4.10|, a obsahu celého trojihelniku

C

P=(0.2) A+(0.32) B+(0.47) C

Figure 4.10: Barycentrické soufadnice bodu P vzhledem k A, B, C ur¢ené pomoci obsahu dil¢ich
trojuhelniku s vrcholem P; provedeno v programu GeoGebra, applet viz www.geogebra.org/m/n9shewzb

ABC'. Pokud je bod P vné trojuhelniku, je obsah trojihelniku, jehoz stra-
nou bod P “opustil” trojihelnik ABC, zaporny. Jedna se o tzv, orien-
tovany obsah, ktery pocitame pomoci determinantu. Oznacime-li obsahy
trojuhelniku s vrcholem P na d stranami a,b, ¢ trojuhelniku ABC' pos-
tupné S,, Sy, S. a obsah trojuhelniku ABC' S, lze bod P zapsat pomoci
barycentrickych soutadnic vzhledem k A, B, C' takto

CSe . S, S
P="gA+ B +C (4.10)

Priklad 4.9. Vyse uvedené poznatky o souvislosti prislusnych obsaht s barycen-
trickymi soufadnicemi bodu P vzhledem k A, B, C' se mohou stat zdrojem
pro ustaveni jednoduché metody ovéreni toho, zda dany bod nélezi danému
trojuhelniku. Tuto metodu popiste. Potom vymyslete konkrétni piiklad,

na kterém ovérite a prokazete jeji funkcnost.


https://www.geogebra.org/m/n9shewzb

Kapitola 5

Projektivni geometrie

Pohledy zachycené na Obr. [5.1lmaji spole¢ny jev, ktery je ndm dobre zndm,
realné rovnobézné linie se sbihaji do jednoho bodu.

e A avgp

Figure 5.1: Rovnobézné linie staveb a koleji se v nasem pohledu sbihaji do jednoho bodu

Nahlizime-li na tento jev z hlediska geometrie, jednd se o promitnuti bodu
Us, v nekonecnu (nazyvame ho nevlastni bod), kterym je v nasich pred-
stavach prusecik rovnobézek, do skutecného bodu U v nasem zorném poli
(viastni bod) ve sttedovém promitdni se stfedem v nasem oku. Tomuto
obrazu nevlastniho bodu tikdme ubéznik, viz bod U na Obr. [5.2]

Pozorovany jev muzeme struc¢né popsat tak, ze ptislusné rovnobézky se
promitaji do ruznobézek. (se spoleénym bodem U). To, ze se rovnobézky
mohou ve stfedovém promitani zobrazit jako ruznobézky je dolozeno dy-
namickym modelem v GeoGebfe, jehoz néhled je na Obr.[5.3 Je ziejmé, ze
toto zobrazeni vykazuje urcité geometrické vlastnosti, které je treba znat
pro jeho vérohodnou interpretaci rovinnym obrazkem. Kli¢ovou roli hraji

41
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RANAw Tavgp

Figure 5.2: Bod v nekone¢nu se v nasem pohledu promita do skuteéného bodu, @bézniku

vSude tam, kde je tfeba zobrazovat realné svét kolem nas, tj. kromé ge-
ometrie napi. v umeéni, architektufe apod. Studium téchto vlastnosti dalo

T

Figure 5.3: Obrazem rovnobézek AB, C'D ve stiredovém promitani daném stredem S a prumétnou 7 jsou

ruznobézky A'B’, C'D’ |

zaklad vzniku projektivni geometrie.



https://www.geogebra.org/m/ajtb2jk6
https://www.geogebra.org/m/ajtb2jk6
https://www.britannica.com/science/projective-geometry
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5.1 Projektivni rozsifeni F, prostoru E,

Jak je patrné z vysSe uvedeného, prvnim “nedostatkem” eukleidovského
prostoru (uvazujme zde obecny prostor F,, nasledné se omezime na rovinu
E»), na ktery pii zkouméani projektivnich vlastnosti narazime, je absence
reprezentace bodu v nekonecnu. V naSem piikladu se jednalo o prusecik
rovnobézek, jehoz realny obraz jsme schopni identifikovat. Témito body,
kterym tikame nevlastni body, proto musime eukleidovsky prostor doplnit.
Hovotime o projektivnim rozsirenim eukleidovského prostoru E,. Vysledny
prostor znaéime E,. Takovéto rozsifeni eukleidovského prostoru ndm pod-
statné zjednodusuje popis a zkoumani nékterych geometrickych vztahu.
Vyuziva se tieba pti vykladu perspektivy, zavadéni kolineace nebo pii zk-
oumani kuzelosecek a kvadrik.

5.2 Projektivni rozsireni F5 roviny F,

Pi{mka je uréena bud dvéma body, nebo bodem a smérem (smérovym vek-
torem), viz Obr. [5.4] Dvé piimky v roviné, které nejsou totozné, maji bud
jeden spolecny bod, nebo nemaji zadny spolecny bod, ale maji spolecny

SMer.

Figure 5.4: Pifmka je urcena bud dvéma body, nebo bodem a smérem (smérovym vektorem).

Kdybychom smeéry ztotoznili s body, mohli bychom vyse uvedend tvrzeni
nahradit témito jednodussimi:

Primka je urcena dvéma body. Dvé primky v rovine maji vidy alespon jeden
spolecny bod.

Regenim je doplnéni roviny o tzv. nevlastni body N, tj. body v nekonecénu,
které si muzeme predstavovat jako sméry vSech primek roviny. Dusledkem
zavedeni téchto nevlastnich bodu do eukleidovské roviny je jeji doplnéni
také o tzv. nevlastni primku n.,, kterd je z nevlastnich bodu slozena.

Prvotni predstava o nevlastnim bodu piimky je takova, ze je to bod této
primky, ktery lezi v nekonec¢nu. Proto je logické, ze nevlastni bod primky
ztotoZnujeme s jejim smérem.
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Definice 5.1 (Smér). Je-li ¢ libovolny nenulovy vektor, potom mnozinu
v8ech vektoru ki, k € R nazyvame smérem, znac¢ime (). Libovolny vektor
daného sméru pak nazyvame reprezentantem tohoto sméru.

Potom muzeme projektivné rozsitreny prostor Es chapat jako sjednoceni eu-
kleidovského prostoru Es s mnozinou vsech sméru (V) (kde V3 je zamérenim
E»), tj. s mnozinou vsech nevlastnich bodi No;

Ey = EyU Ny = Ey U (V3).

Bodem prostoru Ey tak je jak bod, jak vyznam tohoto pojmu chdpeme
v eukleidovské geometrii (tj. wvlastni bod), tak i smér (tj. nevlastni bod).

Pozndamka. Kazda vlastni pfimka mé pravé jeden nevlastni bod (smér).

5.3 Homogenni souradnice v F»

Je otézka, jak reprezentovat body projektivné rozsiieného prostoru Fs.
Tato reprezentace by meéla byt na jedné strané jednotna, na druhé strané
by v§ak méla dovolovat rozlisovat mezi body vlastnimi (tj. body puvodniho
eukleidovského prostoru E») a nevlastnimi (tj. sméry zaméreni V5 ptivodniho
eukleidovského prostoru Es).

Tento na prvni pohled obtizny kol elegantné tesi zavedeni tzv. ho-
mogennich souradnic. Homogenni souradnice v F» jsou vysledkem projek-
tivniho rozsiteni, to jest ztotoznéni vlastnich i nevlastnich bodu prostoru
Ey se sméry (V3) prostoru Es. Soutadnice vektoru z Vi, ktery ukazuje
na konkrétni bod prostoru E, potom nazyvame aritmetickym zdstupcem
tohoto bodu.

Figure 5.5: Myslenka zavedeni homogennich soutadnic.

Myslenka zavedeni homogennich souradnic je zalozena na tom, ze celou
projektivné rozsiienou eukleidovskou rovinu Fy umistime do eukleidovského
trojrozmérného prostoru Fs3, vhodné v ném zvolime pevny bod () a vsechny
body prostoru Ej ztotoznime se sméry pohledii z tohoto bodu, tj. s vektory
z vektorového prostoru V3.
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Mozné teseni je zachyceno na Obr. 5.5 Eukleidovsky prostor Fs je
znazornén modrou (spodni) rovinou, ta tedy predstavuje mnozinu vlastnich
bodi. Nevlastnim bodum, tj. smérum piimek z FE5, potom odpovidaji
vektory rovnobézné s touto rovinou. Pro zjednoduSeni naSich predstav
volime umisténi vSech téchto vektoru v bodé (). Nevlastni body potom
vypliuji ¢ervenou (horni) rovinu.

Zvolime-li kartézskou soustavu souradnic “hostitelského” prostoru FEj
tak, aby jeji pocatek splyval s bodem @, osy x, y lezely v roviné rovnobézné
s Iy a osa z byla orientovana tak, ze jeji prusecik s rovinou Fy ma souradnici
1, jak vidime na Obr. 5.5 je ziejmé, ze kazdy vlastni bod X ma v této
soustavé soutadnice X = (x,y, 1), kde x, y jsou kartézské souradnice bodu
X v roviné Fs, zatimco nevlastni bod U ma soutfadnice U = (uy, us, 0), kde
U1, us jsou kartézské souradnice vektoru u prislusného sméru z V5, ktery je
zaméfenim Fs. Tak se nam podarilo dosdhnout vytceného cile.

Uvedeny postup neni samoziejmé jediny. Neni napf. nutné, aby treti
soutadnice vlastniho bodu byla 1. Protoze ndm jde o smér “pohledu”
z bodu () do daného bodu, neni nezbytné, aby vektor tohoto sméru v pii-
slusném bodé koncil. Podstatné je, aby timto bodem prochéazela primka to-
hoto sméru. Obecné tak muze byt tfeti souradnici vlastniho bodu jakékoliv
nenulové ¢islo.

Pokud vsak vSechny souradnice timto nenulovym c¢islem vydélime, do-
staneme vysSe uvedeny specialni pripad homogennich souradnic, ktery také
odpovida situaci na Obr. 5.5, Hovotime o tzv. afinnich homogennich
souradnicich. Ty nam zpusobem svého zavedeni umoznuji v pripadé vlast-
nich bodl piejit k afinnim (nebo pifmo kartézskym) soufadnicim v E,,.
V pripadé nevlastnich bodu pak k souradnicim pfislusnych smérovych
vektorit ve V,. Pro zjednoduseni vsak budeme i pro tento typ soutradnic

~ e~/

(Afinni) homogenni souradnice vlastniho bodu X € Ey:

hi h
X = (h1, hy, h3) = <h_;1;’h_z7 1> = (21, 2,1).

(Afinni) homogenni souradnice nevlastniho bodu (sméru) Z € Ey:

/= <Zl, 22,0>.
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Potom (1, x2) jsou afinni (nebo rovnou kartézské) souradnice bodu X v F,
zatimco (21, z2) jsou afinni (nebo rovnou kartézské) souradnice smérového
vektoru Z' ve V.

5.4 Rovnice pifmky v E,

V B existuji rizné zpiisoby vyjadieni piimky, kterd je v E, ddna obecnou
rovnici ax + by + ¢ = 0. Uvazujeme-li homogenni soutradnice jejiho libo-
x
volného bodu X ve tvaru X = (z,y,2) = <—, Q, 1>, jeji obecna rovnice je
z' z
ve tvaru
ar + by + cz = 0.
Je-li primka dana dvéma body A, B s homogennimi soufadnicemi A =
(a1, a9, a3), B = (b1, by, b3), muzeme ji zadat pomoci rovnice
X=a-A+p3-B,
ktera vyjadiuje jeji obecny bod X jako linearni kombinaci bodu (smért)
A, B. K vyjadieni téhoz lze vyuzit i determinant. Rovnice piimky dané
body A, B ma potom tvar
x Yy 2z
a; Qs ag | — 0.
by by b3

Priklad 5.1. V roviné Fs je dana piimka 2x+5y+7 = 0. Vypoctéte (afinni)
homogenni souradnice jejitho nevlastniho bodu.

Priklad 5.2. V roviné FEy jsou ddny body A = (0,3,2), B = (2,8,2).
NapiSte rovnici piimky AB.

Priklad 5.3. V roviné Ey je A = (1,2,0), B = (1,1,—1),C = (0,1,0), D =
(1,0, —3). Urcete soufadnice pruseciku piimek AB a C'D.

5.5 Rovnice kuzeloseéky v E

Kuzeloseéka s algebraickou rovnici ve tvaru az?+2bzy+cy?+2dz+2ey+f =
0 ma v Ey homogenni rovnici

az® + 2bzy + cy® + 2dxz + 2eyz + f22 = 0.
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Priklad 5.4. V roviné E» je ddna kuzelosecka 22 +y?+2xy —6x —4y+2 = 0.
Vypoctéte jeji nevlastni body v Es.

5.6 Projektivni prostor dimenze n

Myslenku projektivniho rozsiteni roviny muzeme zobecnit na prostor di-
menze n. Vysledny prostor nazyvame projektivni prostor P, a lze ho ztotoznit
s mnozinou smeéru (V,,41):

Pn - En - <Vn+1>

(Afinni) homogenni soutadnice: X = (21, ..., Tp, Tpi1)-

Priklad 5.5. Napiste rovnici roviny, kterd prochazi body A = (2,—1,1,2), B =
(—1,0,0,1),C = (-3,2,2,3).

Priklad 5.6. V prostoru As urcete prusec¢ik P pifmky AB s rovinou CDE;

A = (0,1,0,1),B = (-1,1,2,0),C = (0,0,0,1),D = (1,2,0,1), E =
(0,2,-5,1).
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5.7 Cviceni: Projektivni rozsireni prostoru

1. V roviné je dana primka 2x—3y+7 = 0. Napiste jeji rovnici v piislusnych
afinnich homogennich souradnicich a vypoctéte jeji nevlastni bod U.

2. V prostoru Ej je piimka popsdna v afinnich homogennich soufadnicich
rovnicemi
2561 + 3$2 — 41}3 + 5£U4 = 0,

Txy — 4x9 + 43 — 4y = 0.
Vypoctéte jeji nevlastni bod U.

3. Napiste rovnici roviny, kterd v prostoru Ps prochazi body A = (2, —1,1, 2),
B=1(-1,0,0,1),C = (~3,2,2,3).

4. Kazda shodnost muze byt v homogennich souradnicich vyjadiena jednou
matici. Pokuste se najit prislusné matice.

5. Uréete obrazy bodu A = [2,5],B = [—1,0] v rotaci R(S,a); S =
[1,2], & = w/3. Pouzijte matici v homogennich soufadnicich.

6. V prostoru Ej urcete prisecik P pifmky AB s rovinou CDE.
A=1(0,1,0,1), B=(-1,1,2,0), C =(0,0,0,1), D =(2,0,1,1), £ =
(0,2,-5,1).

7. Rovnice kuzelosecek prepiste do homogennich souradnic a urcete jejich
nevlastni body.

a) —22 +2zy + 3y —2x +4y +1 =0,

b) 2% + 4xy + 4y* — dx — 8y + 3 = 0,

c¢) x? — bxy + 6y* — 22+ 1 = 0.

8. V projektivnim prostoru P, najdéte spoleény bod M rovin

r, — To + 223 + x4 — 3By =
2r1 + ro + 4x3 + 3x4 — 10z;5

— 65(?2 + 2333 + 3334 + Iy
2¢1 + 102y — 23 — 4y — 625 =

i1l
oo oo



Kapitola 6

Vybrané vlastnosti a véty
projektivni geometrie

6.1 Desarguesova véta

Nasledujici vétu o perspektivé dvou trojuihelniki, znamou jako Desar-
guesova veta, formuloval na zakladé hlubsiho studia teorie perspektivy
francouzsky matematik a architekt Girard Desargues (1593-1662). Jedné
se o jeden z nejranéjsich poznatku projektivni geometrie. Desargues je tak
povazovan za jednoho ze zakladatelu této geometrické discipliny. System-
atické studium projektivnich vlastnosti, presnéji vlastnosti invariantnich
vuci projektiont transformaci, zacalo na prelomu 18. a 19. stoleti. Podileli
se na ném J. V. Poncelet, von Staudt, M. Chasles a dalsi.

P \\

\

/
@)

Figure 6.1: Desarguesova véta


https://en.wikipedia.org/wiki/Desargues%27s_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Desargues%27s_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Girard_Desargues
https://en.wikipedia.org/wiki/Jean-Victor_Poncelet
https://en.wikipedia.org/wiki/Karl_Georg_Christian_von_Staudt
https://en.wikipedia.org/wiki/Michel_Chasles
https://www.geogebra.org/m/atdw2jgc
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Veéta 6.1 (Desarguesova véta o trojihelnicih). Jestlize pro dva trojihelniky
v roviné plati, ze pfimky spojujici jejich sobé odpovidajici vrcholy maji
spole¢ny jeden bod, potom se dvojice primek, které jsou vzdy prodlouzenimi
sobé odpovidajicich stran téchto trojihelniku, protinaji ve tfech kolinearnich

bodech (viz Obr. [D.9).

Proof. Vétu uvadime bez dukazu. Pro jeji pochopeni a akceptaci je vsak
postacujici sestrojeni 3D analogie.

Figure 6.2: Desarguesova véta ve 3D; fez jehlanu rovinou

Figure 6.3: Desarguesova véta ve stfedové kolineaci

Pozndmka. Plati i obracena véta k vyse uvedené vété 6.1 “LeZi-lv tri
pruseciky prodlouzeni sobé odpovidajicich stran dvojice trojuhelniki v primce,
protinaji se primky spojujici jejich sobé odpovidajici vrcholy v jednom bodé.”
Pozndmka. Vztah mezi dvojici trojuhelniku popsany Desarguesovou vétou
zname ze stredové kolineace, viz Obr. [6.3]

6.2 Dvojpomeér jako afinni invariant

Pro kazdé geometrické zobrazeni jsou typické urcité vlastnosti, které se
pri ném zachovavaji. Hovorime o tzv. invariantech daného geometrického
zobrazeni. Pro shodné zobrazeni je to napi. vzdalenost bodu, pro podobné
zobrazeni pomér vzdalenosti bodu, pro afinni zobrazeni je to délici pomeér.


https://www.geogebra.org/m/vertkaan
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Ptirozené nas proto zajima projektivni invariant, tj. vlastnost, kterd se
zachovdvd napt. pri stredovém promitdni mezi dvéma ruznobéZnymi rov-
imami v trojrozmérném prostoru, nebo mezi dvéema riznobézinymi primkams
v roviné. Jak je patrné z Obr. [6.4], délici pomér jim byt nemuze. Je jim ale
podil délicich pomeéri, tzv. dvojpomér. Sdéleni toho, ze projektivnim invari-
antem je dvojpomeér je spolu s dukazem tohoto tvrzeni predmétem Pappovy
véty o projektivni invariantnosti dvojpomeéru, viz véta na str. [64]

Figure 6.4: Stfedové promitdni mezi dvéma ruznobéznymi pfimkami (rovinami) na rozdil od rovnobézného
nezachovévd délici pomér (sledujte, jak se zobrazuje bod Z, stied tsecky XY).

Dvojpomérem (ABC D) ¢étyt ruznych kolinedarnich bodu rozumime pomér
delicich poméru (ABC)/(ABD) (viz nésledujici definice [6.1). Pro po-
drobnéjsi studium otazek invariantu geometrickych zobrazeni, zvlasté pak
dvojpomeéru, lze doporucit [9].

Vyse uvedené ivahy o invariantech muzeme shrnout takto:
e vzdilenost — metricky (eukleidovsky) invariant,
e délici pomér — afinni invariant,

e dvojpomeér — projektivni invariant.

Definice 6.1 (Dvojpomér). Necht A, B,C, D jsou &tyfi navzdjem rizné
(ABC)
(ABD)
(v tomto poradi) a znac¢ime § = (ABCD).

body pifmky. Cislo § = nazyvame dvojpomérem bodu A, B,C, D

Pozndamka. Zapisem (ABC'), resp. (ABD), rozumime délici pomér bodu
C, resp. D, vzhledem k bodum A, B.

Priklad 6.1. Na primce p jsou dany body A, B. Sestrojte na primce p bod
C' tak, aby délici pomér (ABC') = X byl roven danému ¢islu.

a) A =3, b) A= 1, c) A= —2.

Priklad 6.2. Urcete hodnoty délicich poméru (ABCy,), (ABxC), (A BC),
kde A, Bs, Cx jsou nevlastni body.


https://en.wikipedia.org/wiki/Cross-ratio
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Reseni: (ABCy) =1, (AByC) =0, (AxBC = 0).

Priklad 6.3. Jak vidime na Obr.[6.5], na ptimce p jsou ve stejnych vzdalenostech
postupné umistény body A, B, C, D. Urcete hodnotu dvojpoméru (ABCD).

Figure 6.5: Urcete hodnotu dvojpoméru (ABCD).

Véta 6.2. Dvojpomér ¢tyt bodiu se nezméni, vyménime-li vzajemné dva
z nich a zaroven jesté oba zbyvajici, t.j. plati (ABCD) = (BADC) =
(CDAB) = (DCBA).

Proof. Dokéazeme piimo, rozepsanim dle definice [6.1] O

Veéeta 6.3. Vyménime-li posledni dva body mezi sebou, zméni se hodnota

1
dvojpoméru v hodnotu prevracenou, t.j. plati (ABCD) = m
Proof. Dokazeme piimo, rozepsanim dle definice [6.1] ]

6.2.1 Harmonicka ¢tverice

Definice 6.2 (Harmonicka ¢tverice). Je-li (ABC D) = —1, fikame, ze body
A, B,C, D tvori harmonickou ¢tverici bodu, nebo ze body C, D jsou har-
monicky sdruzeny vzhledem k bodium A, B, nebo ze body C, D oddéluji
harmonicky body A, B.

Priklad 6.4. Jsou-li na piimce dany body A, B, C, sestrojte bod D tak, aby
A, B,C, D tvorily harmonickou ¢tverici.

Reseni: Jedna z moznych konstrukci harmonické ctverice, zalozend na
podobnosti trojuhelniki, je zobrazena na Obr. [6.6, Vyjdeme z ni pii

Figure 6.6: Jedna z moznych konstrukci harmonické ¢tvetice

hledani postupu konstrukce, ktery by byl projektivné invariantni (nemél
by byt zalozen na rovnobéznosti).


https://en.wikipedia.org/wiki/Projective_harmonic_conjugate
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Konstrukei nejprve modifikujeme (viz Obr. tak, ze dvojicemi bodu
A, F' a B, E vedeme primky, jejichz prusec¢ikem G nésledné vedeme rovno-
bézku n s primkami k,[. Prusecikem piimek n a p je potom hledany bod

Figure 6.7: Dalsi z moznych konstrukei harmonické ¢tvetice

D.

Nyni zbyva nahradit nevlastni prusecik ptimek k,[,n vlastnim bodem
(). Vysledkem je konstrukce na Obr. [6.8] kterd je ekvivalentni s puvodni
a pritom pri ni nemusime vyuzivat rovnobéznost. Postup této konstrukce
je takovy, ze bodem C' vedeme libovolnou pitmku m, na ni zvolime dva
ruzné body E, I’ a vedeme jimi piimky &k = AE an = BF, jejichz prusecik
nazveme (). Bod D je potom urcen jako prusecik piimek p a [ = QG, kde
GG je prusecikem piimek AF a BE.

Figure 6.8: Jednoduchd konstrukce harmonické ¢tvetice

Body A, B, F, E na Obr. (viz téz Obr. tvori tzv. uplny ctyrroh.
Takto nazyvame skupinu ¢tyf bodu v roviné, z nichz zadné tii nelezi v jedné
pifmce. Body A, B, F, E potom nazyvame vrcholy uplného ¢tyirohu. Sest
primek, které tyto vrcholy spojuji, nazyvame stranami upiného ctyrrohu.
Tyto strany se protinaji jesté v dalsich trech bodech G, C, @), jimz fikame
diagonalni vrcholy uplného ctyrrohu; trojuhelnik jimi uréeny se nazyva di-
agonalni trojuhelnik a jeho strany diagondinimi stranama uplného ctyrrohu.
Nalezend jednoduché konstrukce harmonické ctverice potom odrazi har-
monickou vlastnost iplného ¢tyirohu, ktera je formulovana v nésledujici
véte, vice viz [0].

Véta 6.4. Na kazdé strané uplného ¢tyrrohu tvori oba jeho vrcholy a dvojice
bodi, z nichz jeden je diagonélni vrchol a druhy je incidentni s jeho proté;jsi
diagonalni stranou, dvé dvojice bodu, které se harmonicky oddéluji.

Figure 6.9: Uplny étyiroh A, B, F,E a diagonalni trojuhelnik AGCQ.
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Pozndmka. Tvrzeni, ze body A, B,C, D (viz Obr. a se harmonicky
oddeéluji znamena, ze pro dvojpomeér téchto bodu v uvedeném poradi plati
(ABCD) = —1.

Priklad 6.5. V P, jsou dany body A = (1,2,3), B = (3,2,1),C = (1,1,1).
Dokazte, ze lezi na piimce a vypoctéte bod D tak aby (ABCD) = —1.

Priklad 6.6. Stted usecky AB je harmonicky sdruzen s nevlastnim bodem
piimky, uréené body A, B, vzhledem k bodum A, B. Dokazte.

6.3 Pappova véta a jeji dasledky

Pappos z Alexandrie (7290-7350), fecky matematik a astronom. Pod o-
znacenim Pappova véta je uvadéno vice veét. Proto je treba uvést, o jaké
z téchto vét hovorime. Zde se budeme vénovat Pappove vété o invariancs
dvojgpomeéru pri promitani. Prestoze je dvojpomér invariantni vici rov-
nobéznému i stredovému promitani, omezime se zde pouze na stiedové
promitani. Vuéi rovnobéznému promitani je invariantni i délici pomeér.
Pozdéji uvedeme jesté Pappovu véetu o Sestiuhelniku.

Véta 6.5 (Pappova véta o invarianci dvojpoméru). Jestlize jsou A’ B,
C', D' rovnobézné nebo stfedové pruméty ¢ty navzajem ruznych bodu
A, B,C, D piimky p na piimku p’ # p, potom (A'B'C'D") = (ABCD).

Proof. Jak bylo jiz fe¢eno, omezime se pouze na stiedové promitani. Dukaz
invariance dvojpomeéru vuci rovnobéznému promitani prenechavame laska-
vému ¢tenari.

Figure 6.10: Pappova véta.

Diukaz naznac¢ime pro konfiguraci bodu A, B,C, D dle Obr. [6.10, Diskusi
obecné platnosti prenechame ¢tenaii pro samostatnou praci.

Nebudeme dokazovat piimo rovnost (ABCD) = (A’B'C'D’). Dokézeme,
ze hodnota dvojpoméru ¢tyr bodu na piimce p, resp. p/, zdvisi pouze na
uhlech, které sviraji piimky spojujici tyto body se sttedem S (thly «, 3,7, §
na Obr. [6.10)). Protoze tak nezdvisi na umisténi piimky p, je pii zachovani
velikosti uvedenych uhlua pro vSechny jeji polohy tento dvojpomér stejny.


https://en.wikipedia.org/wiki/Pappus_of_Alexandria
https://www.youtube.com/watch?v=JJbh0iJ1Agc
https://www.youtube.com/watch?v=JJbh0iJ1Agc
https://en.wikipedia.org/wiki/Pappus%27s_hexagon_theorem
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Pro dvojpomér (ABC D) plati

(ABC)
ABCD) = 1
(ABCD) = G, (61)
kde uvedené délici poméry muzeme vzhledem k Obr. zapsat takto
|AC| |AD|
ABC) = — ABD) = ——. 6.2

Nyni provedeme ekvivalentni tipravy téchto rovnosti (6.2)) tak, aby se v nich
objevily vztahy pro vypocet obsahtu vybranych trojihelniku, které tvori
body A, B, C, D, S na Obr. (konkrétné se jedna o AACS, ABCS, ABDS
a ACDS):

_AC] _ 3| ACv _ Saacs
|BC| %|BC‘U SABcs

_|AD| _ §|ADlv Saaps
|BD| %|BD’U SABDS
(6.3)
kde v je spolectnd vyska téchto trojuhelniku, tj. kolmé vzdalenost bodu S
od primky p.

(ABC)

(ABD)

Nyni vyjadiime kazdy z uvedenych obsahtu trojuhelniku za pouziti jinych
zakladen a vysek

1 , 1 .
Spacs = §|AS||SC| sino,  Sapes = §\BSHSC| sinf,  (6.4)

1 1
SAADS = §|ASHSD\ siny, Sapps = i\BSHSD| sin 0. (6.5)
a dosadime do vztahu (/6.3)

1 AS||SC] sin o _ |AS|sina

Spacs
ABC) = = = 6.6
( ) Sapes  3|BS||SC|sinB  |BS|sinf’ (6.6)
Snaps  3lAS||SD[siny  |AS|siny
ABD) = = = 6.7
( ) Sapps  3|BS||SD|sind  |BS|sind’ (6.7)
zjednodusené tvary pak do (/6.8))
|AS| sin «
 |BS[sin 3
(ABCD) = arm (6.8)

|BS|sin g



56 KAPITOLA 6. VYBRANE VLASTNOSTI A VETY PROJEKTIVNI GEOMETRIE

abychom po zjednoduseni dostali vztah

sin o sin O

(ABCD) = (6.9)

sin 3 sin~y’
ze kterého vyplyva nezavislost hodnoty dvojpoméru (ABCD) na volbé
primky p. Je tedy

(ABCD) = (A'B'C'D"). (6.10)

]

Pappovu vétu muzeme formulovat i jednodussim zpusobem.

Veéta 6.6 (Pappova véta o invarianci dvojpoméru IT). Dvojpomér se promitanim
nemeni.
Poznamka. Pappova véta o invarianci dvojpomeéru plati i v pripadé, ze je
jeden z uvazovanych bodu nevlastni. Napiiklad pro Dy, (viz Obr. [6.11))
plati

(ABCD«) = (ABC). (6.11)
Postup dukazu tohoto vztahu je analogicky s dukazem véty [6.5. Jak
ukazuje Obr. [6.11], body A, B,C, D, kde D4, je nevlastni, lezi na primce

p. Je v8ak tfeba mit na paméti, ze pro jinou piimku, napi. p’ dle Obr.[6.11],
mohou byt vSechny ¢étyii body A’, B',C’, D' vlastni.

Figure 6.11: Pappova véta pro nevlastni bod.

Skutec¢nost uvedenou v posledni pozndmce muzeme vyhodné vyuzit pfi
feSeni nasledujiciho prikladu.

Priklad 6.7. Na primce p jsou dany tii ruzné body A, B, C. Sestrojte bod
D tak, aby (ABCD) = p, kde p je dané ¢islo.

Resend: Viz Obr.|6.12, Vyjdeme z toho, ze plati (ABCD) = (A'B'C'D’ ) =
(A’B'C"). Nejprve sestrojime (libovolnou) piimku p’ prochézejici bodem
C' = (', na ni potom zvolime body A’, B’ tak, aby platilo (A'B'C") =
w. Jako prusecik piimek AA’, BB’ dostaneme stied S, kterym vedeme

rovnobézku s p’. Jejim prusecikem s p je hledany bod D.
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Figure 6.12: Konstrukce daného dvojpoméru.

6.3.1 Dvojpomér ctyr primek

Z vyse uvedeného dukazu Pappovy véty (Véty vyplyva, ze pravdivost
jejtho tvrzeni zavisi pouze na zachovani velikosti tthlu mezi promitacimi
piimkami a, b, ¢, d, viz Obr.[6.10} Misto dvojpoméru ¢tvetice bodu A, B, C, D
lezicich na jedné primce p tak muzeme klidné uvazovat dvojpomeér ctvefice
piimek a, b, ¢, d prochézejicich jednim bodem S, viz Obr. [6.13] Zaménili
jsme tedy body za primky a primky za body, a dostali jsme opét smysluplny
vztah. To je projevem tzv. principu duality v projektivni roviné, kterému
se vénujeme v nasledujici kapitole [6.4]

Figure 6.13: Dvojpomeér ¢tyf piimek.

Pro dvojpomeér ¢tyt piimek a, b, c,d z Obr. a ziejmé plati

sin v sin 0

(abed) = (ABOD) = (6.12)

sin Bsin~y
Priklad 6.8. Urcete hodnotu (abzy), jsou-li a,b dvé ruznobézné piimky a
x,y osy soumeérnosti uhlu, které ptimky a, b sviraji.

Resend: Viz Obr. [6.14, Je ziejmé, ze plati (abry) = —1.

Figure 6.14: Dvojpomér dvou ruznobézek a os jejich uhla.

Analogicky s dvojpomérem ¢tyt pirimek zavedeme dvojpomér ¢ty nevlastnich
bodu a dvojpomér ¢tyt rovin.

6.3.2 Dvojpomér ¢tyr nevlastnich boda

(A BooCoo D) = (abcd).
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6.3.3 Dvojpomér ¢tyr rovin

(afvd) = (abed).
Viz Obr. [6.15

Figure 6.15: Dvojpomér ¢tyt rovin.

6.4 Princip duality v projektivni roviné

7, kazdé véty v rovinné projektivni geometrii dostaneme novou spravnou
vetu, kdyz v ni prislusné pojmy nahradime pojmy s nimi dualnimi, napiiklad
slovo bod nahradime slovem piimka a slovo pfimka nahradime slovem
bod, pricemz incidenci zachovame. Kompletni prehled vzajemné dudalnich
pojmu a tvrzeni nabizi nasledujici tabulka [6.1 Vzdjemnymi zdménami
uvedenych pojmu vznikaji dvojice navzajem dudlnich vét.

bod pfimka

lezi na prochazi

ptimka spojujici dva body prusecik dvou piimek
piimky prochazejici jednim bodem body lezici na jedné piimce
Ctyiroh CtyTstran

pol poléara

mnozina bodu dané vlastnosti obélka

tecna bod dotyku

Table 6.1: Vzajemné dudlni pojmy, [2]

6.4.1 Ukazka dvojice navzajem dualnich vét:
Véta 1: Dvéma ruznymi body prochazi jedind ptimka.
Veéta 2: Dvé ruzné primky se protinaji v jediném bodé.

Poznamka. Dualizovat nelze vzdalenost a uhel.

6.4.2 Princip duality v praxi

Uplatnéni principu duality ilustruji také dveé nasledujici vzajemné dualni
definice — definice tplného ¢tyirohu (viz Obr. [6.16) a definice uplného
ctyrstranu.
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Definice 6.3 ([jplny ¢tyfroh). Skupina ¢tyt bodu A, B,C, D v roving,

z nichz zadné tii nelezi v jedné piimce, se nazyva uplny ctyfroh A,

B, C, D. Body A, B,C, D se nazyvaji jeho vrcholy. Sest piimek, z nichz

kazda je incidentni se dvéma z téchto vrcholi, nazyvame stranami tplného

¢tyirohu A, B, C, D. Tyto strany se protinaji jesté v dalsich tfech bodech

P,Q, R, jimz fikame diagonalni vrcholy tuplného ¢tyirohu; trojuhelnik

jimi urcéeny se nazyva diagonalni trojuihelnik a jeho strany diagonalnimi
stranami uplného ¢tyirohu A, B, C, D.

Definice 6.4 ([/Jpln}’/ ¢tyfstran). Skupina ¢tyf piimek a, b, ¢, d v roving, z
nichz zadné tfi neprochéazeji tymz bodem, se nazyva iplny ¢tyrstran a, b,
¢, d. Pifimky a, b, ¢, d se nazyvaji jeho strany. Sest bodi, z nichz kazdy je
incidentni se dvéma z téchto stran, nazyvame vrcholy tuplného ¢tyrstranu
a,b,c,d. Tyto vrcholy lze spojit jesté dalsimi tfemi primkami p, q,r, jimz
fikdme diagonalni strany; trojuhelnik jimi uréeny se nazyva diagonalni
trojuhelnik a jeho vrcholy pak diagonalnimi vrcholy tiplného ¢tytstranu
a,b,c,d.

Véta 6.7. Na kazdé strané uplného Ctyirohu tvoii oba jeho vrcholy (viz
Obr. [6.16, body A, B) a par bodu, z nichz jeden je diagondlni vrchol a
druhy je incidentn{ s jeho protéjsi diagondlni stranou (viz Obr. [6.16], body
P’, P"), dvé dvojice bodu, jez se navzajem oddéluji harmonicky.

Figure 6.16: Uplny ¢tyiroh.

Proof. Uvazujme nejprve stiredové promitani se stredem R, potom se stbedem
(). Dostaneme

(DCPP") = (ABPP'), (DCPP")=(BAPP), (6.13)

odkud plyne
1

(ABPPﬁz(BAPPS:ZZEFFW

(6.14)
.

(ABPP')?* = 1. (6.15)
Protoze body P a P’ jsou oddéleny bodem B, musi byt dvojpomér (ABPP’)
zaporny. Vysledkem odmocnéni (6.15)) je tedy rovnost

(ABPP') = —1. (6.16)
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Tim je véta dokazana. ]

Véta nam dovoluje konstruovat harmonickou ¢tvefici jednoduse po-
moci uplného ctyirohu, jak jsme uvedli jiz na str. 63|
6.5 Cviceni: Pappova véta a princip duality
1. K véte [6.7 vyslovte vétu dudlni a tu dokazte.

2. Dvé protéjsi strany uplného ¢tyrrohu jsou harmonicky sdruzeny vzhle-
dem k pfislusnym diagonalnim stranam. Dokazte.

3. Ke konstrukci harmonické ¢tverice bodu (doplnit D, zname-li A, B, C)
vymyslete konstrukei dualni, tj. konstrukci harmonické ¢tverice primek.



Kapitola 7

Afinni zobrazeni

Shodna zobrazeni a stejnolehlost, geometricka zobrazeni, ktera zname ze
zakladni a stfedni skoly, patii do skupiny afinnich zobrazeni, viz nize uve-
dend Def. [7.1]. V této kapitole se kréitce sezndmime s nékterymi obecnymi
vlastnostmi afinnich zobrazeni. Ptedevsim stoji za zminku, Ze obecné se
afinni zobrazeni muze uskutecnovat jak v ramci jednoho prostoru, tak
i mezi dvéma ruznymi afinnimi bodovymi prostory, jejichz dimenze se ne-
museji shodovat. Prikladem takového afinniho zobrazeni z prostoru As do
prostoru As je rovnobézné promitani (z trojrozmérného prostoru do roviny)

na Obr. [7.1l

Figure 7.1: Rovnobézny prumét ¢tyisténu do roviny; zobrazeni z As do Ao

Jak uz bylo feceno, ve skolni praxi se setkdvame prevazné s afinnim zo-

61
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brazenim, které se uskutecnuje v ramci jednoho afinniho bodového prostoru
(vétsinou se jednd o rovinu, tj. o eukleidovsky prostor Es, nebo o tro-
jrozmérny prostor, tj. eukleidovsky prostor Es). Je-li takové afinni zo-
brazeni afinniho bodového prostoru na sebe vzdjemné jednoznacné, nazy-
vame ho afinni transformace daného bodového prostoru, zkracené afinita.
Mezi tyto afinity patii praveé shodnosti v roviné a stejnolehlost, které se
vyucuji v matematice na zakladni a stfedni skole.

Definice 7.1 (Afinni zobrazeni). Zobrazeni f afinniho prostoru A do
afinniho prostoru A’ se nazyva afinni, jestlize ma tuto vlastnost: Lezi-1i tii
navzajem ruzné body B,C, D z prostoru A na primce, pak jejich obrazy
f(B), f(C), f(D) bud splyvaji, nebo jsou navzajem rizné, lez na jedné
primce a jejich délici pomeér se rovna odpovidajicimu délicimu poméru jejich
vzoru, tj.:

(f(B), f(C); f(D)) = (B,C; D).

Pozndamka. Misto oznaceni f(B), f(C), f(D) obrazu bodu B, C, D, které
je pouzito v definici, vét§inou piseme jednodussi B',C’', D',

Afinni zobrazeni se tyka bodu patiicich do afinnich bodovych prostoru.
Z, definice afinniho bodového prostoru vime, ze existuje tzky vztah mezi
timto bodovym prostorem a prostorem vektorovym, ktery nazyvame jeho
zamérenim. Kazdymi dvéma body bodového prostoru je urcen vektor
z prislusného zaméreni. Neni tedy ni¢im prekvapivym, ze spolu se zave-
denim afinniho zobrazeni na bodech z afinnitho bodového prostoru vznika
zaroven zobrazeni definované na vektorech ze zamétreni tohoto prostoru.

Definice 7.2 (Asociovany homomorfismugzobrazeni f). Uvazujme
afinni zobrazeni f prostoru A do prostoru A’, napi. f: FEy — Es. Potom
asociovanym (tj. jednoznacné prirazenym) homomorfismem afinniho
zobrazeni f rozumime linedrni zobrazeni ¢, které zobrazuje zaméreni V'
prostoru A do zaméreni V' prostoru A’ takto:

T=Y — X = glil) = (V) — f(X), (1)
kde X,Y jsou body z A, © € V; f(X), f(Y) body z A’, p(u) € V.

L Zobrazeni o vektorového prostoru V. do vektorového prostoru V' se nazyjvd homomorfismus (téZ linedrni zobrazent),
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Figure 7.2: Asociovany homomorfismus ¢ afinniho zobrazeni f

Role asociovaného homomorfismu ¢ afinniho zobrazeni f je patrna z Obr.[7.2]
Afinni zobrazeni f se uskutecnuje mezi body, tj. zobrazuje body X,Y po
radé na body f(X), f(Y). Homomorfismus ¢ asociovany s f potom ope-
ruje na vektorech piislusejicich dvojicim téchto bodu, tj. vektor v =Y — X
zobrazuje na vektor p(#0) = f(Y) — f(X).

7.1 Rovnice afinniho zobrazeni z A, do A,,

Zde jsou uvedeny pouze finalni podoby ruznych forem reprezentace afinniho
zobrazeni, kompletni odvozeni vSech rovnic najde ¢tenar v piiloze [E] od

strany [193]

Pro vztah mezi soutadnicemi vzoru X = [z1,29,...,2,] a jeho obrazu
! __ / / / 4
X' = [2],xh,... 2 ] plati
n
/
T, = E a;;T; + b;, (72)
J=1

kde a;;,b; € R, i =1,2,....,m, j = 1,2,...,n. Jinymi formami zépisu (7.2)
jsou:

(1) soustava rovnic

!
Ty = anTi + ay9x9 + ... + A1nTy, + bl
!
Ty = a2171 + agpro + ... + a9,T, + bg
/
T, = Ap1%1 + QpaT2 + ... + QppTy + by,

(i) maticovy zapis této soustavy

S _ _ _ _ _ _
Xy aip ai2 -+ QAip 1 by
/
T a1 @z -+ A2, T2 by
2| = . . : + , (7.3)
! b
L, Am1 Am2 - Amn Ln n

jestlize pro viechna 4,7 € V, k € T (misto obecného télesa T miZeme uvaZovat R) plati:
(1) i+ ) = (i) + (7)),
@) (ki) = kp(a).
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(iii) pfipadné maticova rovnice
X'=A-X+B. (7.4)

7.2 Rovnice homomorfismu asociovaného s afinnim zobrazenim

Zde je uvedena pouze finalni podoba algebraické reprezentace asociovaného

homomorfismu, kompletni odvozeni predstavené podoby téchto rovnic na-
jde ¢tendr v piiloze [E], od strany [194]

Rovnice homomorfismu asociovaného s afinnim zobrazenim ([7.2)):

n
u;, = Zaijuj, i=1,..,m. (7.5)

j=1
Jednd se tedy o soustavu rovnic analogickou s (7.2)), v niz akordt v jed-
notlivych rovnicich chybi ¢leny b;. Zajima nas vyjadreni asociovaného ho-
momorfismu maticovou rovnici analogickou s . (7.4)). Vyjdeme z Obr. [7.2]
akorat misto f(X), f(Y) budeme pro jednoduchost pouzivat X', Y’. Dle

(7.4) plati

X' =A-X+B, Y=A-Y+B. (7.6)
Protoze X, Y, X', Y’ v ([7.6) jsou matice o jednom sloupci, viz (7.3, vzni-
knou jako jejich rozdily sloupcové vektory. Proto misto 4,4 uvazujeme
vektory k nim transponované @’ , @'’. Plat

=Y -X, ad'=Y -X, (7.7)

i"T=Y - X'=A-Y4+B-A-X-B=A-(Y-X)=A-d". (7.8)

Vysledkem tuprav je potom hledana maticova rovnice asociovaného homo-
morfismu

@t =A-al. (7.9)

Priklad 7.1. Afinni zobrazeni f je dano rovnici

= B 1)

Urcete souradnice obrazu bodu K = [4,1] v zobrazeni f a souradnice
obrazu vektoru m = (=9, 12) v homomorfismu ¢ asociovaném s f.
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7.3 Veéta o urcenosti afinniho zobrazeni

Afinn{ zobrazeni pfifazuje bodu prostoru A, body prostoru A . Zajima
nas, kolik dvojic bodu ve vztahu vzor—obraz je tteba minimalné uvést, aby
tim bylo afinni zobrazeni uréeno jednoznacné. Tedy, abychom pfi znalosti
téchto dvojic mohli najit obraz jakéhokoliv dalsiho bodu z A,,. Napriklad
pro jednoznacné urceni shodnosti v roviné musime znat alespon tii dvojice
bodu ve vztahu vzor-obraz, coz nam tika tzv. wvéta o urcenosti shodnosti
v roviné. Ta je specidlnim pripadem véty o urcenosti afinniho zobrazent,
kterou si zde uvadime.

Zde je véta uvedena bez dukazu. Ten, spolu s nékolika priklady, najde
¢tenafl v piiloze [E], na strané [195]

Véta 7.1 (O urcenosti afinniho zobrazeni). Méjme dva afinni bodové
prostory A,, A',,. Necht My, My, M>, ..., M,, je n + 1 linedrné nezévislych
bodu v A,, M{, Mi,...,M] n + 1 libovolné zvolenych bodu v A’,,. Pak
existuje pravé jedno afinni zobrazeni f prostoru A, do A',,, které prirazuje
bodim M; body M; tak, ze

M| = f(M;); 5=0,1,...n.
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Priklad 7.2. Zjistéte, zda existuje afinni zobrazeni f : A, — Aj, pfi
kterém se body B[1, 0], C[0, 1], D[2, p] zobrazi po fadé na body B[2,1, —1],
C"[3,2,0], D'[1,0,2].

Ra%m[vpﬂwnanHMAQMMnm
(%11) 1rl:al1l1+bl=2; r2:a21+b2=1; r3:a31+b3=-1; r4:al2+b1=3;

r5:a22+b2=2; r6:a32+b3=0; r7:2*all+p*al2+bl=1;
r8:2*%a2l+p*a22+b2=0; r9:2*xa31l+p*a32+b3=2;

(%0l) bl+all =2
(%02) b2+ a2l =1
(%03) b3+ a3l = —1
(%04) bl +al2=3
(%05) b2 + a22 = 2

(%06) b3+ a32 =0

(%07) al2p+bl+42all =1
(%08) a22p+b2+42a21 =0
(%09) a32p+ b3+ 2a3l =2

(%110) res:solve([rl1,r2,r3,r4,r5,r6,r7,r8,r9],
[all,al12,a21,a22,a31,a32,b1,b2,b3]) [1];

—3
(%010) [all = —1,a12 = 0,021 = —1,a22 = 0,a31 ::-—Z)+_1,a32 -
p
4 4
L hl=3b2=2b3= ]
p+1 p+1

(%111) ev([xl=all*x+al2*y+bl,yl=a21*x+a22*y+b2,
z1=a31*x+a32*y+b3] ,res);
4y  (p—3) 4
p+1 p+1 p+1

(%011) [z1 =3 —z,yl =2 — 2,21 =

]
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7.4 Skladani afinnich zobrazeni

Necht f; je afinnf zobrazeni prostoru A do A’, f, afinni zobrazeni prostoru
A" do A”. Jestlize kazdému bodu X € A je v f pritazen bod f1(X) € A" a
bodu f1(X) pritazen bod fo[f1(X)] € A”, tikdme, ze zobrazeni f prirazujici
bodu X bod f5[f1(X)] vzniklo slozenim zobrazeni fi a fy. Zapisujeme f =
fa- fi, [ = fafi nebo [ = fo(f1(X)).

Véta 7.2. Slozenim dvou afinnich zobrazeni f;, fo vznikne afinni zobrazeni
f. Zobrazeni ¢ asociované k f vznikne slozenim zobrazeni 1, o asocio-
vanych po tadé k fi, fo.

Priklad 7.3. V prostoru E5 jsou dany dvé stredové soumeérnosti S a Sj.
Urcete zobrazeni Z = S1.95.

Priklad 7.4. V prostoru Ejs je dana stredova soumérnost S a osova soumeérnost

O. Urcete zobrazeni Z; = SO a Zy = OS.

Priklad 7.5. V prostoru Es je dano posunuti 7" a stfedova soumérnost S.
Urcete zobrazeni 71 =TS a Zy = ST.

7.5 Afinni grupa v A,

Véta 7.3 (Inverzni zobrazeni). Uvazujme afinni zobrazeni f afinntho pros-
toru A, na afinni prostor A/ . Necht je toto zobrazen{ navic prosté (pros-
tory A,, A] maji stejnou dimenzi, tj. m = n). Pak k zobrazeni f existuje
zobrazeni inverzni !, které je rovnéz afinnim zobrazenim.

Proof. Jsou-li B',C", D' tii kolinedrni body v prostoru A’ a plati (B’,C’, D')
A, uvazujme vzory B, C bodu B’, C' pti zobrazeni f a na jimi uréené piimce
BC zvolme bod D tak, ze délici pomér (B,C, D) = A. Pak bod f(D) lezi
na piimce B'C' = f(B)f(C) a plati (B',C’, f(D)) = \. Protoze také
(B',C",D") =\, je f(D)=D"a délici pomeér (B',C',D") = (B,C,D). O

Jak vime, pojmem afinita se rozumi vzajemné jednoznacné zobrazeni pros-

toru A, na sebe, tj. specidlni ptipad afinniho zobrazeni, kdy prostory A,
/

a A’ splynou.
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Véta 7.4. VSechny afinity prostoru A, tvori pii obvyklém skladani grupu,
tzv. afinni grupu prostoru A,,.

Proof. Slozenim dvou afinit prostoru A, vznikne opét afinita prostoru A,,.
K afinité f existuje inverzn{ afinita f~! (viz Véta|7.3). Neutralnim prvkem
je potom identita. H

7.6 Souvislost mezi skladanim afinnich zobrazeni a nasobenim
matic

Pro zjednoduseni budme uvazovat pouze linedrni zobrazeni. To jsou afinni
transformace s nulovym vektorem posunuti, tj. v rovnicich (E.15) maji
by = by = 0.
Priklad 7.6. Jsou dana linearni zobrazeni f, g :
f.x’_ab:c |2 A B| |z
: y/ - c d y ) g: y/ - C D Y :

Urcete matici M slozeného zobrazeni

x x

- f =M - .
7] [ y ] [ y ]

Resend: Uvazujme situaci zndzornénou na Obr.. Bod X|z,y| je afini-

Figure 7.3: Skladani afinit f a g v roviné

tou f zobrazen na bod Xi[xy,y1], ten je pak afinitou g zobrazen na bod
X'[z',y]. Tuto skutetnost muzeme zapsat rovnicemi

cane 5] we[7]-[2 1)

odkud po dosazeni za [ il
1

of ~+ || | A B a b x
xebx [Z1-[AB (22 2]
Sklddani afinit zndzornéné Obr.[7.3] ale muzeme zapsat i pomoci rovnic.
Plati

] z prvni rovnice do druhé dostavame

= b /:A B
T ar + by X1i>X’: x/ Ty + U1

f
X = X ; :
L = cx + dy y = Cxy + Dy
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Potom po dosazeni za x1 a y; z prvni soustavy rovnic do druhé dostaneme

¥ = A(ax +by) + B(ecx+dy) = (Aa+ Be)x + (Ab+ Bd)y

g-f /.
AT A y = Clar+by) + D(cx+dy) = (Ca+ Dc)x + (Cb+ Dd)y’

po prepsani do maticového tvaru

x’}:[Aa—ch Ab+Bd}{x]

g-f /.
X = A [ ! Ca+ Dc Cb+ Dd Y

) (7.11)

Z porovnani (E.40) a (E.41)) je zfejmé, ze pro matici M slozené afinity
g - [ plati:

c Dl |ed Ca+ De Cb+ Dd (7.12)

vvvvv

M:{A B]_[a b]:[Aa—l—Bc Ab+Bd]‘

Piiklad 7.7. Reseni pifkladu vyuzijte ke zduvodnéni skutecnosti, ze
skladani afinit v roviné neni komutativni. Zobecnéte na F,,.

7.7 Cviceni: Afinni zobrazeni

1. Urcete rovnici afinntho zobrazeni f : Ay — A, pii kterém se body [2, 1],
3,2], [0, 1] zobrazi po fadé na body [2], [4], [10].

2. Pro jaké hodnoty parametru p, g existuje afinni zobrazeni f : Ay — A,
pii kterém se body [2, 1], [-2, 3], [4, 0] zobrazi po fadé na body [p, 3], [0, ¢,
[1,1].
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Kapitola 8

Afinita

Afinita je struény nazev pro afinni transformaci prostoru, tj. pripad afinniho
zobrazeni, kdy prostory A, a A splynou v jeden prostor A,. Jedna se tak
0 vzdjemné jednoznacné afinni zobrazeni bodového prostoru A, na sebe.

Poznamka. Vzajemné jednoznacnym zobrazenim rozumime zobrazeni, které
je zaroven prosté a na mnozinu.

Afinita ma stejné analytické vyjadieni jako obecné afinni zobrazeni, viz

(7.2)), (7.3) nebo (7.4). Vzhledem k tomu, Ze se jednd o vzdjemné jed-

noznacné zobrazeni, je akorat matice afinity ctvercova a regularni. Afinitu
tak lze zapsat maticovou rovnici
X' =A-X+ B, (8.1)
kde A je reguldrni ¢tvercovd matice n—tého fadu a X, B a X’ jsou matice
typu (n,1). Jako piiklady si uvedme afinity prostoru A, a As.
Kazdé afinni zobrazeni f afinni roviny As do sebe je vzhledem k libovolné
zvolené linedrni soustavé souradnic ddano rovnicemi:
f . I/ = anr + a1y + bl

/

, 8.2
Yy = anr + axpy + b (8.2)

které muzeme zapsat jednou maticovou rovnici ve tvaru

)= e B ) 3

Kazdé afinni zobrazeni f v prostoru A3 muzeme zapsat soustavou rovnic

. /o
g: r; = anry + appre + aizry + by
/
Ty = A2171 + a9r9 + a93T3 + bg, (84)
Ty = anxry + anry + asrs + by
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nebo jednou maticovou rovnici

/
x aj1 a2 a3 1 by
. / _
g To| = |Q21 G22 Q23| - | T2 + b2 . (85)
/
L3 asp azz as3 X3 b3

Priklad 8.1. Zduvodnéte, pro¢ ze skutecnosti, ze afinita je vzajemné jed-
nozna¢nym zobrazenim, vyplyva, ze jeji matice je regularni.

8.1 Afinita v roviné

Definice 8.1. Vzijemneé jednoznacné afinni zobrazeni afinniho prostoru Fs
na sebe nazyvame afinitou prostoru Fy nebo afinni transformaci prostoru
Es.

Pozndmka. Mnozina afinit v roviné spolu s operaci skladani geometrickych
zobrazeni tvori grupu, tzv. afinni grupu roviny. Obecné formulaci této
skutecnosti je vénovana vétal[E.7 na str. 203

8.2 Rovnice afinity v roviné

Kazdé afinni zobrazeni f v roviné Ey, které bodu X = [z, y] pfitazuje obraz
X' =1[2,y], je mozné zapsat rovnicemi

f:a2 = anx + any + b

8.6
Yy = anr + axny + b (8.6)

a naopak, kazdé zobrazeni v roviné, které je dano soustavou rovnic ([E.14)),
je afinitou v roviné. Soustavu ([E.14]) muzeme zapsat také pomoci matic

2]l ] ) 67
Ty as1 a92 ) b?

Potom tekneme, ze afinitou je kazdé zobrazeni, které lze zapsat maticovou
rovnici

X' = A-X + B,
/
kdeX,:[i,l],X:[xll,A:[all 0,12] aB:[bl:|
2

as1 Q22
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Kompletni odvozeni vySe uvedenych vztaht je uvedeno v piiloze [ na

strané 197

8.3 Veéta o urcenosti afinity v roviné

Veéta 8.1 (O urcenosti afinity v roving). Necht K, L, M a K’ L', M’ jsou dvé
skupiny nekolinearnich bodu v roviné. Pak existuje jedina afinita f této
roviny, kterd body K, L, M zobrazuje v daném poradi na body K’ L', M'.

Véta je zde uvedena bez dukazu. Ten najde ¢tendi v piiloze [E] na strané
199l Vyznam véty je ilustrovan nésledujicim Obr. [8.1]

M -7 ,
) _ 7 ,
-
// /
X~ /
» /
-
- /
e /
-
/
- H ,
-
-~ /
-
~ /
~
- /
e /
- M o X
- ) /
-
° /
e o H
P K /
g /
/ '
/ L
p °
/
°o| ,
°
K

Figure 8.1: [Véta o urcenosti afinity v roviné

Priklad 8.2. Urcete afinitu v roviné As, ve které pii dané soustave souradné
se bod B = [0, 0] zobrazuje do bodu B’ = [1,0], bod C' = [1,0] do bodu
¢’ =[0,1] a bod D = [0, 1] do bodu D' = |0, 0].
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8.4 Modul afinity

Protoze afinita prostoru A, je zobrazeni vzdjemné jednoznacéné, pro deter-
minant afinity dané rovnicemi (E.38)) plati

a1 aiz2 ... Qin
a21 A922 ... Q9pn

§ = £ 0.
ap1 Ap2 ... Qpp

Tento determinant se nazyva modulem afinity. Da se ukéazat, Ze modul
afinity nezavisi na volbé baze uvazovaného prostoru.

Zde se zamétrime pouze na vlastnost modulu afinity, ktera je metricka, tj.
zavisla na existenci skalarniho souc¢inu. Proto se v dalsim omezime ve svych
uvahach na eukleidovské prostory, presnéji na E3 a FEs.

Priklad 8.3. Urcete afinitu v As, je-li obrazem bodu B = [6; —2] bod B’ =
[1; 1], obrazem vektoru @ = (2;1) vektor @' = (4;2) a vektoru v = (—1;2)
vektor v/ = (—3;6). Porovnejte obsahy trojihelnika BC'D a B'C'D’, kde
C=B+u, D=B+vaC' =B +ud,D =B +7.

Souvislost modulu afinity s mirou uplatnénou v danych prostorech na dané
utvary popisuje nasledujici véta.

Véta 8.2. Necht f je afinita v prostoru F3 (resp. Fs), kterd m4 modul
d. Necht U je méfitelny dtvar v E3 (resp. Es), ktery mé objem V' (resp.
obsah V). Necht obrazem ttvaru U v afinité f je ttvar U’, ktery m4 objem
V' (resp. obsah V). Potom plati

V' =5]- V. (8.8)

Proof. Mira méfitelnych utvaru v FEs (resp. FEs) je definovdna pomoci
rovnobéznosténu (resp. rovnobézniki). Proto se v diukazu omezime na
afinni zobrazen{ rovnobéznosténii v E5 a rovnobéznikii v Es. Necht v Fjs
je rovnobéznostén urcen trojici nezavislych vektoru u, v, w, které maji ve
zvolené bazi souradnice @ = (uy, ug, ug), v = (v1,v9,v3), W = (wy, wa, w3).
Obrazy téchto vektoru v zobrazeni ¢ asociovaném k afinité f oznacme

i = V), V' = (), & = () a jejich soutadnice @' = (u, uh, u),



8.5. AFINITA PRIMA A NEPRIMA, EKVIAFINITA

—

i

_ P _
U= (U17U27U3)7 w =
vztahu (E.39)
3
/_ .. . /
U; = E :a”uj, U;
j=1

Objem V' zobrazeného rovnobéznosténu U’ uréime zndmym vztahem smiseného
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(wh, wh, wy). V afinité f a zobrazeni ¢ plati dle

3

3
E iV, W; = A Wi; 1=
J=1

J=1

soucinu, stejné tak objem V rovnobéznosténu U:

1,2,3.  (8.9)

Vi=| v vl vl V=|uv vy v (8.10)
w) wh ws wp wp w3
Dosazenim dostaneme
3 3 3
D Gujly, ) Ggjlly, ) A3ju;
J=1 J=1 J=1
3 3 3
!/
Vi=| 2o ayvy, )0 agvy, ) agv; |, (8.11)
J=1 J=1 J=1
3 3 3
2 Wy, Y Agjwy, ) asjw;
j=1 j=1 j=1
coz lze zapsat soucinem
aix a2 ai3 Uy u2 ug
V/ = | Q21 Q99 Q93 V1 Uy Vs (812)
asr az2 ass wyp w2 ws
a tedy
Vi=4§-V. (8.13)
Pokud je 6 < 0, pak lze znaménko minus vytknout, tj. V' = —§ - (=V).

Ve druhém determinantu pak zaménime poradi sousednich Fadku, napf.
prviniho a druhého. Pro obsahy vzoru a obrazu mértitelného utvaru v Fs
ziejme staci, uvazime-li obsah V' libovolné zvoleného rovnobéznika urceného

linearné nezavislymi body M, N, P a jeho obrazu v dané afinité urceného
body M’', N', P’. ]

8.5 Afinita prima a neprima, ekviafinita

Definice 8.2. Je-li modul afinity kladny, nazyva se afinita primd. Afinita
se zapornym modulem se nazyva neprimd. Afinita, jejiz modul se rovna
v absolutni hodnoté jedné, se nazyva ekviafinni afinita, struéné ekviafinita.
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Poznamka. Je ziejmé, ze slozenim dvou ekviafinit vznikne zase ekviafinita.
Protoze ostatni vlastnosti se “dédi” z grupy afinit v daném prostoru (po-
hybujeme se v roviné), je mozné tici, ze ekviafinity tvoti grupu, hovorime
o grupé ekviafinit.

Priklad 8.4. Urcete rovnice a modul afinity f : EF3 — FEj3, v niz se body
K[0,0,0], L[1,4,0], M[-1,0,6], N[4,5, 8] zobrazi na body K'[1,1,1], L'[-2,9, 6],
M'[0,—-5,12], N'[0,3,26]. Rozhodnéte, zda se jednd o afinitu pifmou ¢i
nepiimou a zda je to ekviafinita.

Reseni v programu wxMaxima:

(%i25) rl:bl=1; r2:b2=1; r3:b3=1; rd:all+4d*al2+bl=-2;
r5:a21+4%a22+b2=9; r6:a31+4*a32+b3=6; r7:-all+6*al3+bl1=0;
r8:-a21+6*%a23+b2=-5; r9:-a31+6*xa33+b3=12;
r10:4*%al11+5*%al12+8%al13+b1=0; ri11:4*a21+5*%a22+8*%a23+b2=3;
r12:4*%a31+5%a32+8*%a33+b3=26;

bl =1

b2 =1

b3 =1

bl +4al2 +all = -2
%029) b2 +4a22 4+ a21 =9
%030) b3 +4a32+ a3l =6

(%025)
( )
( )
(%0028)
(%0029)
(%0030)
(%031) b1 +6al3 —all =0
(%0032)
(%0033)
(%0034)
(%0035)
( )

%026
%027
%028

%032) b2 +6a23 — a2l = —5

%033) b3 +6a33 — a3l =12

%034) bl +8al3 +5al2+4all =0
%035) b2 + 8a23 + 5a22 + 4a21 = 3
%036) b3 +8a33 +5a32 +4a3l =26

(%137) res:solve([rl,r2,r3,r4,r5,r6,r7,r8,r9,r10,r11,r12],
[al1l,al12,a13,a21,a22,a23,a31,a32,a33,b1,b2,b3]) [1];

(%037) [all = 1,al12 = —1,a13 = 0,421 = 0,022 = 2,a23 = —1,a31 =

1,a32 =1,a33 =2,b1 = 1,02 = 1,03 = 1]

(%138) ev([xl=all*x+al2xy+al3*z+bl,yl=a21*x+a22*y+a23*z+b2,
z1=a31*x+a32*y+a33*z+b3] ,res) ;

(%038) [zl=—y+x+1lyl=——2+2y+1,21=22+y+x+ 1]
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(%140) A:ev(matrix([all,al2,a13], [a21,a22,a23],[a31,a32,a33]) ,res);

1 =1 0
(%040) {0 2 -1

1 1 2
(%142) determinant(A);

(%042) 6

8.6 Cviceni: Afinita

1. Uvedte maticové zdpisy nasledujicich transformaci:

a) stredova soumérnost se sttedem v pocatku,

b) stfedova soumeérnost se stredem v bodé [5, 10],

¢) osova soumérnost podle souradnicové osy z,

d) stejnolehlost se sttedem v pocatku soustavy soutadnic a s koeficientem
K =2,

e) stejrllolehlost se stfedem v pocatku soustavy souradnic a s koeficientem
5

Vyuzijte applet na GeoGebraTube: www.geogebra.org/m/UcqvE9uT

K =


https://www.geogebra.org/m/UcqvE9uT
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Kapitola 9

Klasifikace afinit

Samodruznymi body a sméry zobrazeni rozumime body a sméry, které se
v zobrazuji samy na sebe. Napiiklad otoc¢eni R(S) mé jediny samodruzny
bod, stted 5, a nemé zadny samodruzny smér. Osova soumérnost O(0) ma
celou primku samodruznych bodu, osu o, a dva samodruzné smeéry, jeden
rovnobézny s osou o, druhy kolmy na o (piimky téchto sméru se zobrazi
na pitmky s nimi rovnobézné nebo totozné, tj. zobrazi se na primky se
stejnymi smérovymi vektory). Stejnolehlost H (S, k) mé jediny samodruzny
bod, stted S, ale ma vSechny sméry samodruzné (tj. kazda piimka se
zobrazi na piimku s ni rovnobéznou).

Samodruzné prvky méa smysl uvazovat jenom v pripadé, ze se uvazovany
bodovy prostor (v ptipadé sméru pak jemu piislusejici vektorovy prostor,
tj. zaméteni) zobrazuje do sebe. Naddle se omezime pouze na afinity (ty
jsou dokonce zobrazenimi uvazovaného prostoru na sebe) .

9.1 Samodruzné body

Samodruznym bodem (afinity) zobrazeni rozumime bod, ktery se zobrazi
sam na sebe, tj. pro jeho souradnice plati X’ = X. Po dosazeni do maticové
rovnice afinity X’ = A - X 4+ B tak dostaneme

X=A-X+B,
po upravé

(I —A) - X =8, (9.1)
kde I je jednotkova matice stejného fadu jako A. Za rovnici (9.1)) se skryva
nehomogenni soustava n rovnic o n neznamych x1, xs, . . ., x,, soutadnicich

hledanych samodruznych bodu. Z teorie TeSitelnosti soustav linearnich

79
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rovnic vime, ze feSenim muze byt jedna, zadna nebo nekoneéné mnoho
usporadanych n—tic [z1, x9, . . ., ], tj. jeden, zadny nebo nekoneéné mnoho
samodruznych bodu. Mnozina feSeni, tj. mmnozina samodruznych bodu
uvazované afinity, ma pritom charakter afinniho bodového podprostoru
(bod, ptimka, rovina, ...).
Vypocet souradnic samodruzného bodu si ilustrujeme na prikladu afinity
v roviné. Pokud do rovnic dosadime 2/ = x a ¢y = y je ziejmé,
ze souradnice samodruznych bodu prislusné afinity jsou reSenim soustavy
rovnic
(1 —an)rr —aprs = b

9.2
—anry + (1 — agn)ry = be. (92)

Priklad 9.1. Urcete samodruzné body afinity dané rovnicemi
¥ = —x+4,

/

y =—y—6.

Reseni: Dosazenim 2’ za x a y' za y do danych rovnic dostaneme soustavu

2x = 4,
2y = —0,
kterd ma jediné reseni [z, y] = [2, —3]. Dan4 afinita ma tedy jediny samodruzny

bod S = [2,—3].
Pozndmka. Protoze AT - A = I, kde I je jednotkova matice, jednd se o
shodnost. V uvahu tak pripada otoceni nebo stiedova soumeérnost. O tom,
které z nich to je, rozhodnou samodruzné sméry.
Priklad 9.2. Urcete samodruzné body afinity dané rovnicemi
I
/

Yy =Y.

Reseni: Dosazenim ' za = a y' za y do danych rovnic dostaneme soustavu
Ox =0,
2y =0,

ktera mé tentokrat nekoneé¢né mnoho teseni. Jsou jimi vSechny usporadané

dvojice ve tvaru [z, 0]; x € R. Jedn4 se tedy o afinitu jejiz vSechny samodruzné
body lezi v pfimce o rovnici y = 0.
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Pozndmka. Protoze opét plati AT - A = I, je to shodnost. V dvahu ted
pripada jedind moznost, osova soumeérnost s osou v souradnicové ose x.

9.2 Samodruzné sméry

Samodruznym smérem rozumime smér, ktery se v (afinnim) zobrazeni zo-
brazi sdm na sebe. Pro vyjadfeni sméru pouzivame vektor, napt. u, rikame
mu reprezentant tohoto sméru (takovym reprezentantem pak muze byt
kazdy jeho nésobek). Ma-li byt smér urc¢eny vektorem « samodruzny,
musi pro vektor o', ktery je obrazem i, platit @' = \ii, kde A € R.

Pozndmka. Smérem rozumime mnozinu vSech vektoru ku; k € R vektoru
U # 0, tj. jednorozmérny vektorovy prostor [u]. Vektor @ nazyvame
reprezentantem tohoto sméru. Pokud chceme zohlednit orientaci, pouzijeme
orientovany smér, tj. mnozinu vsech vektoru ki, kde ale k € (0, c0).

Vime, Ze zobrazeni mezi vektory z vektorového prostoru, ktery je zamérenim
afinniho bodového prostoru, v némz operuje uvazovand afinita (obecné vsak
toto zobrazeni probihd mezi ruznymi zamérenimi ruznych bodovych pros-
tori), zajistuje tzv. asociovany homomorfismus (téZ linedrni zobrazeni),
viz definice [7.2 na str. [7.2".

Po dosazeni do maticové rovnice asociovaného homomorfismu @' = A - 4
tak dostaneme

A= A,

po upravé
(M —A)-u=0, (9.4)

kde I je jednotkova matice stejného radu jako A a vektor « je sloupcovy
(aby bylo definovano nésobeni A - ).

1Zobrazeni ¢ vektorového prostoru V do vektorového prostoru V' se nazyva homomorfismus (linedrnf zobrazeni), jestlize
pro v8echna 4,7 € V, k € T (misto obecného télesa T' muzeme uvazovat R) plati:

1) p@+79) =@+ e(®),
(2)  p(kd) = ke(d).

Uvazujme afinitu f prostoru E,. Potom asociovanym (tj. jednoznacné prifazenym) homomorfismem afinity f rozumime
linearni zobrazeni ¢, které zobrazuje zaméreni V;, prostoru Ej,, do sebe takto:

i=Y - X = o(@) = f(Y) - f(X), (9.3)

kde X,Y a f(X), f(Y) jsou body z Ea, i, (@) € Va.
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9.2.1 Charakteristicka rovnice, vlastni ¢islo, vlastni vektor

Za rovnici se skryva homogenni soustava n rovnic o n neznamych
U1, Us, . . ., Uy, souradnicich reprezentanta hledaného samodruzného sméru.
Z teorie fesitelnosti homogennich soustav linearnich rovnic vime, Ze feSenim
muze byt bud jenom nulovy vektor &, hovoifme o trividlnim feseni, nebo
je feSenim nekoneéné mnoho vektoru, které tvoii vektorovy podprostor.
Nenulové vektory z tohoto prostoru feseni nazyvame netrividlni feseni.
Protoze nulovy vektor neurcuje zadny smeér, zajimaji nas pri vySettovani
samodruznych sméru pouze netrividln{ fesen{ homogenni soustavy (9.4).
Homogenni soustava linedrnich rovnic méa i netrivialni feseni (trividlni ma
vzdycky) pravé tehdy, kdyz je matice soustavy singularni, tj. jeji determi-
nant je roven nule. Afinita X’ = A - X + B m4 proto samodruzné sméry
praveé tehdy, kdyz

Al — A| = 0. (9.5)

Rovnici fikdme charakteristickd rovnice ptislusného homomorfismu
@. Jedna se o algebraickou rovnici n—tého stupné pro neznamou A\. Kazdé
¢islo A, které je reSenim této charakteristické rovnice, pak nazyvame vlastni
¢islo homomorfismu ¢. Kazdy vektor u, pro ktery plati @' = (@) = A,
nazyvame vlastnim vektorem homomorfismu ¢ (pfislusnou hodnotu A pak
nazyvame vlastni ¢islo homomorfismu ¢, odpovidajici vektoru «). Misto
vlastni vektor a vlastni ¢islo se také pouzivaji terminy charakteristicky
vektor a charakteristické ¢islo.

Vypocet samodruznych sméru si ilustrujeme na piikladu afinity v roviné.
Asociovany homomorfismus ¢ afinity f je v tomto ptipadé déan soustavou

A
@Y up = apur +  ajpue
/
Uy = QA21U1 + G22U2,

maticové pak

coz lze zapsat ve tvaru
p: U =A-1. (9.6)

Samodruzny smér afinity (tj. vektory téchto smért, pro které plati @' = i)
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jsou potom netrividlnim fesenim homogenni soustavy rovnic

(A —an)u; —apug = 0

9.7
—ao1U1 + ()\ - CLQQ)’LLQ = 0. ( )

Homogenni soustava n linearnich rovnic o n neznamych ma netrivialni

feSeni prave tehdy, kdyz je determinant soustavy roven nule. Soustava
(9.6) m& tedy nekonetné mnoho feseni préave tehdy, kdyz plati rovnost

A—an  —ap
=0. 9.8
—az A —ap ( )

Postup urceni samodruznych sméru afinity v roviné si nyni budeme ilus-

trovat na zobrazenich pouzitych v piikladech [09.1] a [9.2]

Priklad 9.3. Urcete samodruzné sméry afinity dané rovnicemi

v =—x+4,
y'=-y—6
Resend: Resime homogenni soustavu
(A4 1uy =0,
(A4 1)ug =0,
které prislusi charakteristicka rovnice
(A+1) 0 _0
0 (A+1) ’
po upravé ve tvaru
(A+1)2=0.
Jejim jedinym feSenim je vlastni ¢islo A = —1, které dosadime do prislusné
homogenni soustavy, abychom dostali soustavu rovnic
Ou; = 0,
Oug = 0,

jejimz fesenim je kazdy vektor ¥ = (uy,uz) € R X R.

VysSetirovana afinita ma tedy vSechny sméry samodruzné.
Poznamka. Vzhledem k tomu, Ze z feSeni prikladu[9.1| vime, ze dand afinita
je shodnosti a mé jediny samodruzny bod S = [2, —3], po zjisténi, ze ma
vsechny sméry samodruzné, je mozno ucinit zaveér, ze se jedna o stredovou
soumeérnost se stredem S.
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Priklad 9.4. Urcete samodruzné sméry afinity dané rovnicemi

Reseni: ReSime homogenni soustavu

()\ - 1)U1 = O,
()\ + 1)’LL2 = O,
které prislusi charakteristicka rovnice
(A—=1) 0 0
0 A+1)| 7

po upravé ve tvaru
A=1)(A+1)=0.

Charakteristickd rovnice ma dva kofeny (vlastni ¢isla) A\ = 1,y = —1,
které postupné dosadime do piislusné homogenni soustavy a vypocitame
soufadnice prislusnych vlastnich vektoru daného zobrazeni.

Pro Ay = 1 dostavame soustavu

Ou1 = 0,
2U2 = 0,

jejimz feSenim je kazdy vektor 07 = (u1,0) € R?. Samodruzny smér urceny
témito vektory je rovnobézny s osou z (tj. s osou soumérnosti).
Pro Ay = —1 dostavame soustavu

—2u1 = 0,
OUQ = O,

jejimz feSenim je kazdy vektor 05 = (0,us) € R?. SamodruZny smér urceny
témito vektory je kolmy k ose x (tj. k ose soumérnosti).
Dana afinita ma tedy dva na sebe kolmé samodruzné sméry.

Pozndmka. 7Zjisténi, ze dand afinita ma dva na sebe kolmé samodruzné
smeéry, pritom jeden rovnobézny s primkou samodruznych bodu a druhy
na ni kolmy, je v souladu s poznatkem z feseni prikladu [9.2] ze uvazovana
afinita je osovou soumeérnosti.



9.2. SAMODRUZNE SMERY 85

Priklad 9.5. Zjistéte, zda existuje shodnost Es, pii které se bod K =
[10; 0] zobrazi na pocatek K’ = [0;0] a bod L = [25;20] na bod L' =
[0; 25]. V kladném piipadé napiste rovnice tohoto zobrazeni a najdéte jeho
samodruzné body a sméry.

Reseni: Zatneme tim, ze si ovéifme, zda zadané body spliuji definici
shodného zobrazeni, tj. zda |K'L'| = |K'L|. V ptipadé této ilohy zvladneme
ovéreni provést zpameéti. Vysledkem je, Zze zadani vyhovuje definici shod-
nosti.

Dalsi postup feSeni tlohy si ilustrujeme pomoci zapisu v programu wx-
Maxima

(viz http://andrejv.github.io/wxmaxima /)

(%i1) A:matrix([all,al12],[a21,a22]); B:matrix([bl], [b2]);

all al2
(o) (a21 a22)

(%02) (2;)

Rovnici X' = A - X + B vyjadifme ve tvaru A- X + B— X' = O a
dosadime souradnice danych dvojic bodu K, K’ a L, L'. Potom zapiSeme
podminku pro to, aby bylo afinni zobrazeni shodnosti ve tvaru
AT . A — T = O. (V programu wxMaxima zapieme jenom levé strany
uvedenych rovnic. Jednotkovou matici I druhého stupné zaddme ve wx-
Maximé piikazem ident(2).)

(%13) s1:A.[10,0]+B-[0,0]; s2:A.[25,20]+B-[0,25];
s3:transpose(A) .A-ident (2);

bl +10all
(7e03) (b2 +10 a21)
bl +20al2 + 25all
(eod) <b2 +20a22 + 25421 — 25)
a2’ +all’> -1 a21a22+allal?
(%005) 2 2
a2l a22 +allal2 a22°+ al2°—1

Vsechny prvky vyse uvedenych matic musi byt rovny nule (Proc¢?). Dostaneme
tak soustavu sedmi rovnic pro Sest neznamych aq1, ais, asy, ass, b1, bo.

(%i6) rov:[s1[1,1]1,s1[2,1]1,s82[1,1],82[2,1],83[1,1],s83[1,2],s3[2,2]];
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(%06) [b14+10all,024+10a21,b14+20al12+25all, b2+ 20a22+ 25 a2l —
25,a21% + all? — 1,421 a22 + all al2,a22? + al2* — 1]

Tato soustava ma nasledujici dvé feseni (nejednd se o soustavu linedrnich
rovnic, proto muze mit dvé feseni):

(%17) res:solve(rov, [all,al2,a21,a22,bl1,b2]);

4 4
(%07) [lall = £,a12 = —g,a21 = g,a22 = bl =802 = 6]

4 3 3 4
lall = —=,al2 = = a21l = —,a22 = =, bl = 8,02 = —0]]
5) 5) 5) 5)

Dvéma feSenim odpovidaji dvé ruzné shodnosti. Zjistili jsme tedy, ze ex-
istuji dvé shodnosti, které prevadéji body K, L na body K', L' (Coz se,
vzhledem ke vété o urcenosti shodného (afinniho) zobrazeni dalo Cekat.
Pro¢?). Pokracujeme v feseni tlohy pro kazdou z téchto shodnosti zv1ast.
Pro zapis rovnic uvazovanych shodnosti si nejprve ptripravime matici RovTr,
jejimiz tadky jsou rovnice afinity v obecném tvaru (tato matice neni nutnou
soucasti postupu feseni, jednd se jenom o usnadnéni vizualni prezentace
rovnic v programu).

(%18) RovTr:matrix([xl=all*x+al2*y+bl], [yl=a21*x+a22*y+b2]);

rl =al2y+allxz + bl
(7e08) <y1 = a22y + a2l z + b2>

ReSeni ¢. 1:

(%19) Al:ev(A,res[1]); Bl:ev(B,res[1]);

o (1)
(%010) (:2)

Prislusna shodnost ma rovnice

GO W~

(%111) R1l:ev(RovTr,res[1]);
rl =344 4z _g
11 5 5
o) (4 )
Samodruzny bod je bod, pro ktery plati X’ = X. Pro vypocet souradnic
samodruznych bodu daného zobrazeni tak do rovnice X' = A- X + B (pro
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snazsi zpracovani programem prepsané do tvaru A- X + B — X =0) za X'
dosadime X a fesime odpovidajici soustavu dvou rovnic s neznamymi x, y.

(%112) RovSB1:Al.[x,y]+Bi-[x,y]; solve([RovSB1[1,1],RovSB1[2,1]1], [x,y]);
_3y _z_ g
o) (4,5 5)
(%013) [[zr =5,y = —15]]
Protoze tato soustava ma jediné feseni, ma dana shodnost jediny samodruzny
bod S = [5, —15].
Pro vysetreni samodruznych sméru daného zobrazeni reSime charakteri-

stickou rovnici

(%114) CharMi:A1-%lambdax*ident(2);
CharR1:expand(determinant (CharM1))=0;
solve(CharR1,%lambda) ;

4y 3
(%014) (5 3 é_5)\>

5 )
(%015) AQ—?qu:O
%016 )\:_3@'—4’)\:3%1—4
5 5

Charakteristicka rovnice nema feSeni v oboru realnych ¢isel. Dana shod-
nost tak nemd zadny samodruzny smeér.

Protoze uvazované zobrazeni ma pravé jeden samodruzny bod a nema
zéddny samodruzny smeér, jednd se o otoCeni se sttedem S = [5,—15].

Pozndmka. K uplné identifikaci daného zobrazeni nam zbyva urcit thel
otoceni a. Jak to udélame?

ResSeni ¢. 2:
Postupujeme analogicky s feSenim ¢. 1.

(%117) A2:ev(A,res[2]); B2:ev(B,res[2]);

(%017) (_ﬁ §>

5 5

(%018) _86>

=
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Rovnice zobrazeni
(%119) R2:ev(RovTr,res[2]);

xl=234—-22438
5
(%019) (y1_4y+3x_6)

Samodruzné body:
(%120) RovSB2:A2.[x,y]+B2-[x,y]; solve([RovSB2[1,1],RovSB2[2,1]], [x,y

3y 9z
= — =248
(%020) (_5g N ?%I B 6)

(%o21) ||

Toto zobrazeni tedy nemd zadny samodruzny bod.
Samodruzné smery:

(%122) CharM2:A2-%lambdax*ident(2);
CharR2:expand(determinant (CharM2))=0;
solve(CharR2,%lambda) ;

(%022) (_A o % A)

(%023) A? =
(%024) [\ = 1

(%125) RovSS2:A2. [u,v]-[%lambda*u,’%lambda*v] ;

3v __iﬂ
(%025) ( 5 AU )

I ol
>/ OU‘IH;

= 1]

\v +4v+3u
(%126) RovSS21:ev(RovSS2,%lambda=-1);
solve([RovSS21[1,1],RovSS21[2,1]1], [u,v]);

3v  u
(%026) (92 _:_L35u) solve : dependentequationseliminated : (2)
5 5

(%027) [[u = —3%rl,v = %r1]]

(%128) RovSS22:ev(RovSS2,%lambda=1);
solve([RovSS22[1,1] ,RovSS22[2,1]1], [u,v]);

3v _ du
(%028) ( 2, 9 ) solve : dependentequationseliminated : (2)
5 5



9.3. HOMOTETIE, GRUPA HOMOTETII 89

(%029) [[u = %TQ, v = %r2]]

Zobrazeni mé dva na sebe kolmé samodruzné smeéry « = (—3,1),d = (1, 3).
Jednd se o posunuté zrcadleni, viz str. [[14]

Poznamka. K uplné identifikaci vysledného zobrazeni nam zbyva urcit osu
0 a vektor posunuti . Jak to udéldme?

9.3 Homotetie, grupa homotetii

Definice 9.1 (Homotetie). Kazdé afinni zobrazeni, které ma vsechny sméry
samodruzné, se nazyva homotetické zobrazeni, téz homotetie.

Pozndmka. Pro homotetie se pouziva také oznaceni dilatace.

Kazda homotetie je stejnolehlost, posunuti nebo identita (tj. posunuti
o nulovy vektor). V kapitole vénované stejnolehlosti se dozvime, zZe
mnozina téchto tii shodnosti spolu s operaci sklddani tvori grupu, tzv.
grupu homotetii.

Poznamka. 7 vyse uvedené existence grupy homotetii vyplyva, ze slozenim
dvou zobrazeni z mnoziny homotetii, tj. z mnoziny {stejnolehlost, posunuti, identita},
vznikne opét jedno z téchto zobrazeni.
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Kapitola 10

Shodna zobrazeni v roviné

Definice 10.1. Zobrazeni v roving, které kazdym dvéma bodum X, Y prirazuje
body X', Y’ tak, ze
XY = XY

se nazyva shodné zobrazeni v roviné (téz izometrické zobrazeni).

Pozndmka. Muzeme téz tici, ze shodné zobrazeni zachovava vzdalenost
bodu, tj. pro shodné zobrazeni f: X — f(X) plati:

F(X)f(YV)] = |XY].

Véta 10.1. Kazdé shodné zobrazeni je prosté a afinni.

Dalsi vlastnosti shodnych zobrazeni:
1. Usetka se zobrazif na tsecku.
Poloprimka se zobrazi na poloprimku.
Primka se zobrazi na primku.
Rovnobézky se zobrazi na rovnobézky.

Uhel se zobrazi na thel s nim shodny.

AN el o

Polorovina se zobrazi na polorovinu.

Priklad 10.1. V euklidovské roviné Ej je zvolena kartézska soustava souradnic.
Urcete, pro které hodnoty ¢isel a, b existuje shodné zobrazeni roviny FEo

do sebe, zobrazujici body [0,0], [2,1], [4,a] po fadé na body [1,2], [3, 1],
[5,0]7 Je toto shodné zobrazeni uréeno jednoznacné?

91
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Z teseni predchoziho piikladu vyplyva poznatek, Ze pro jednoznacéné uréeni
shodnosti v roviné nesmi byt piislusné trojice bodu kolinedrni (tj. nesmi
lezet v piimce).

Veéta 10.2 (O urcenosti shodného zobrazeni v roviné 1). Shodné zobrazeni
v roviné je jednoznacné urceno libovolnymi tiemi nekolinedrnimi body
A, B,C a tfemi nekolinearnimi body A’, B’,C’, které jsou po fadeé jejich

obrazy, viz Obr. [10.1f]

N
\ ,
\ ’
+ ’

/
/

Figure 10.1: Véta o urcenosti shodného zobrazeni v roviné

Poznamka. Jiz vime, Ze stejna véta plati pro vSechna afinni zobrazeni
v roviné (viz véta o urcenosti afinniho zobrazeni na str. a véta
o urc¢enosti afinity v roviné na str. [199)).

10.1 Rovnice shodnosti v roviné

Kazdou afinitu f v roviné muzeme zapsat soustavou rovnic

f:a = anx + apy + b

10.1
Yy = anw + anpy + by, (10.1)

kterou prepiSeme uzitim matic do tvaru

o 1 et A R e I

1GeoGebra applet viz https://wuw.geogebra.org/m/RYaKE4Jw



https://www.geogebra.org/m/RYaKE4Jw
https://www.geogebra.org/m/RYaKE4Jw

10.1. ROVNICE SHODNOSTI V ROVINE 93
a strucéné vyjadiime rovnici

f: X'=A-X+B. (10.3)

Jak pozname, Ze afinita (10.1)) je shodnosti?

Je-li tato afinita shodnosti, plati pro vsechny dvojice bodu X [x1, 23], Y [y1, o]
a jejich obrazy X'[x], z5], Y[y, y5] vztah | X'Y'| = | XY|, z néhoz po dosazeni
soufadnic uvedenych bodu dostaneme

VW =22+ =25 = Vo — P+ (-2, (104)

po umocnéni obou stran na druhou

(y) — 21" + (v — 25)% = (y1 — 1) + (g2 — 22)°. (10.5)

Nyni do levé strany ((10.5) dosadime z ((10.1]) (protoze se body X [z1, xs], Y [y1, yo]
zobrazuji v daném potradi na body X'[z}, z}], Y[y}, v5], dosazujeme takto:

/ / . ! !/
Ty = 1171+ a12T2+ b1, 5 = ag w1+ awrs+be; y; = an1yr +ay:+o1, vy, =
a21y1 + a2y + be). Dostaneme rovnost

(a11y1 + a12y2 — a1171 — a12)* + (an1y1 + asoys — a1 + agers)?(10.6)
= (y1 — 1) + (y2 — 22)°,

kterou postupné upravime na tvar obsahujici vyrazy (y; — x1) a (y2 — 2).
Nejprve vytkneme spoleéné koeficienty

[an(y1 — 1) + a12(ys — 2)] + [ao1(y1 — 1) + a(ys — 22)]°  (10.7)

= (11 — 1) + (y2 — 9)%,

potom umocnime zavorky na levé strané a zjednodusime ji na tvar poly-
nomu s proménnymi (y; — x1) a (ya — x2)

(af) + a5)) (y1 — 21)° + 2(a11012 + a21a92) (Y1 — 1) (y2 — 22) + (aTy + agy) (y2 — 2)°
= (y1 — 1) + (y2 — 22)*(10.8)

Nyni diskutujeme, za jakych podminek je v splnéna rovnost levé
strany s pravou stranou (vyuzijeme toho, ze dva polynomy jsou si rovny
pro vSechny hodnoty z pfislusného oboru praveé tehdy, kdyz se rovnaji
koeficienty u sobé odpovidajicich clenu). Zjistime tak, ze rovnost | X'Y’| =
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| XY| nastava pravé tehdy, kdyz jsou pro prvky matice A (tj. koeficienty
soustavy ((10.1])) splnény vztahy

aty +ay =1,

aty + az = 1, (10.9)

ajraz + asiaze = 0,
které lze strucné vyjadrit rovnosti
ap; a9 ap; G2 10
. = ) 10.10
{an Cm] {am a22] [01] ( )
Odpovéd na vyse uvedenou otazku je tedy takové, ze rovnice (10.1) je
rovnici shodnosti, pravé kdyz plati

AT A=E, (10.11)

kde E je jednotkova matice, jinak feceno, kdyz je matice A ortonormalni.

Pozndmky.

1. Plati AT- A = E. Potom je ale AT = A~! a plati tedy i rovnost A- AT =
E.

2. Zobrazeni, pro ktera plati | det A| = 1 nazyvame ekviafinni zobrazeni,

struéné ekviafinity. Je ziejmé, ze kazdéd shodnost je ekviafinita. Plati
toto tvrzeni i obracené? Muzeme Tici, ze kazda ekviafinita je shodnosti?

3. Je treba si uvédomit, ze pii shodném zobrazeni mezi euklidovskymi
Y
prostory ruznych dimenzi neni matice A Ctvercova. Potom vysSe uvedené

uvahy o inverzni matici nemaji smysl a v platnosti zuistava pouze puvodni
podminka AT - A = E.

10.2 Osova soumeérnost

Definice 10.2. Necht je ddna piimka o, kterou nazyvame osa soumérnosti.
Potom pro obraz M’ libovolného bodu M této piimky o plati M’ =
M. Ke kazdému bodu X, ktery nelezi na piimce o, sestrojime obraz X'
nasledujicim zpusobem: Bodem X vedeme kolmici £ na pfimku o a jeji

patu oznacime X,. Na polopiimce opacné k polopiimce XyX sestrojime
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bod X' tak, ze | X'Xy| = |XXy|. Takto definované zobrazeni nazyvame
osova soumérnost s osou o a zna¢ime ho O(o).

Figure 10.2: Definice osové soumérnosti

Poznamky:

1. O bodech X, X’ fikame, ze je to dvojice bodu soumérné sdruzenych
podle osy o.

2. Osova soumérnost je piikladem involutorniho zobrazeni (involuce).

Priklad 10.2. Je dana ptrimka p a body A, B v téze poloroviné s hranicni
primkou p. Najdéte vSechny body X € p takové, ze soucet vzdalenosti
|AX| + |BX]| je minimalnif]

Figure 10.3: Vyuzit{ osové soumeérnosti ke geometrickému feseni prikladu [10.3]

Véta 10.3. Osova soumérnost je shodné zobrazeni.
Samodruzné body a smeéry osové soumeérnosti

Kazda shodnost je unikatni svou kombinaci samodruznych bodu a sméru.
Tato vlastnost se vyuziva ke klasifikaci shodnosti.

Véta 10.4 (Alternativni definice osové soumérnosti). Shodné zobrazeni,
jehoz vsechny samodruzné body vyplni pfimku o, je soumérnost podle osy
0.

Veta 10.5. Jestlize existuji na pifmce dva ruzné samodruzné body, pak
kazdy bod této primky je samodruzny.

Veéta 10.6. Ma-li shodnost aspon tii nekolinedrni samodruzné body, je to
identita.

Véta 10.7. Ma-li shodnost dva riuzné samodruzné body a neni identitou,
pak je osovou soumérnosti.

Véta 10.8. Samodruzné piimky osové soumeérnosti jsou primky kolmé na
0osu soumernosti.

Analytické vyjadieni osové soumérnosti O(o) v roviné

Priklad 10.3. Napiste analytické vyjadieni osové soumeérnosti s osou v
soutadnicové ose z (y).

2Tato tloha je zndma jako Herontiv problém} (Hérén Alexandrijsky, pfibl. 10-70 n.l.)


http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/HeronsProblem.shtml
https://en.wikipedia.org/wiki/Hero_of_Alexandria
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Reseni: Dle obrazku je zfejmé, ze uvedené osové soumérnosti maji
nize uvedena analyticka vyjadreni.

y
xn[xn’ yu] 3 X[X, y]
R +
2 I
|
1 |
|
‘ I , X
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 : 5 6 7
1 :
|
5 |
- | xl Xl, ]
IRERY
-3

Figure 10.4: Odvozeni rovnic osové soumeérnosti s osou v souradnicové ose z (y)

Osovd soumernost s 0sou x: Osovd soumeérnost s osou y:
¥ =ux ¥ =—x
! !
y=-Y y=Y

Ne vzdy je ale mozné osu soumeérnosti takto vyhodné umistit do souradnicové
osy. Proto si odvodime rovnice osové soumérnosti s obecné umisténou osou.

Osova soumérnost podle osy o dané rovnici o:ax + by +c=0

Figure 10.5: Odvozeni rovnic osové soumeérnosti O(o)

Dle obrazku plati

X' — X =2(Xy— X),
XO —X = k:(a,b)

Z druhé rovnosti vyjadiime xg = x + ka,yy = y + kb a dosadime je do
obecné rovnice osy o: a(x+ka)+b(y+kb)+c = 0. Odsud potom vyjadiime
axr + by + ¢

, ktery dosadime do rovnice
a’ + b? Y

parametr k = —

X' — X = 2k(a,b).
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Po tpravé a rozepsani po slozkach dostavame rovnice osové soumeérnosti

O(o):

r=x— ax + by + ¢)

2a (
a? + b2

/

2b
Y :y—a2—+b2(a;€+by+c)

Priklad 10.4. V eukleidovské roviné je dana soumérnost podle primky p :
3r — 4y + 1 = 0. Napiste rovnice této soumérnosti.

10.3 Otoceni

Definice 10.3. Otoceni neboli rotace je zobrazeni urcené stredem S a
orientovanym thlem velikosti ¢, které bodu S pritazuje tyz bod S a libo-
volnému bodu X # S piirazuje bod X' tak, ze | X'S| = | X S| a orientovany
thel X SX’ m4 velikost ¢. Zobrazeni znacime R(S, ), bod S se nazyva
stfed otocCeni a orientovany uhel velikosti ¢ je thel otoceni.

Figure 10.6: Otoceni R(S, o)

Shodnost, ktera neni ani identitou ani osovou soumérnosti, méa nejvyse
jeden samodruzny bod

Véta 10.9 (Alternativni definice otoceni). Shodnost s pravé jednim samodruznym
bodem S je otocenim; bod S je stied otoceni.

Piiklad 10.5. Odvodte analytické vyjadieni otoceni se stredem v pocatku
soutradnicové soustavy o uhel a. Potom ukazte, ze toto zobrazeni ma jediny
samodruzny bod - stfed otoceni.

Resend: Postupujeme podle obréazku [10.7
Figure 10.7: Otoceni R([0,0], @)

Rovnice otoceni o thel a kolem pocatku jsou

/ .
T =TrCOSx —ysinuw

Yy = xsina + ycos a
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Véta 10.10. Slozenim dvou osovych soumérnosti s ruznobéznymi osami
vznikne otoceni, jehoz stiedem je prusecik téchto os.

Véta 10.11. Kazdé otoceni lze slozit ze dvou osovych soumeérnosti, jejichz
osy jsou ruznobézky prochéazejici stredem otoceni. Jednu z téchto os lze
volit libovolné tak, ze prochazi sttedem otoceni. Druha je touto volbou
urcena jednoznacné.

Veta 10.12. Otoceni se sttedem S a uhlem velikosti a0 prevadi piimku p v
piimku p’ ruznobéznou s p; pritom dva vrcholové thly, které p a p’ tvoii,
maji velikost a.

Analytické vyjadieni otoceni (rotace) R(S,a) v roviné

Soufadnice stredu: S = [s1, $9]

' = (x —s1)cosa — (y — s)sina + s1

Y = (z—s1)sina+ (y — sg) cosa + $9

Po tpravé dostaneme:

/ . .
T =TCOSx —YsSIna + S — S COSQ + So SN«

[ . .
Yy =xsina+ ycosa + Sg — §1SIN — S COS

Priklad 10.6. Afinni zobrazeni euklidovské roviny na sebe zobrazuje vrchol
A trojuhelniku ABC na bod B, bod B na bod C' a bod C na bod A. Muze
to byt zobrazeni shodné? Jestlize ano, napiste jeho rovnice vzhledem k
vhodné zvolené kartézské soustavé soutradnic.

10.4 Stredova soumeérnost
Definice 10.4. Stredova soumeérnost se stitedem S je shodné zobrazeni,

které bodu S prirazuje tyz bod S a libovolnému bodu X # S prifazuje
bod X’ tak, ze bod S je stfedem usecky X X'. Zobrazeni znacime S(S).

Figure 10.8: Stfedovd soumérnost S(.5)
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Pozndmka. Sttedovou soumeérnost muzeme chapat téz jako specialni pripad
rotace R(S, a) pro a =7, tj. S(5) = R(5, 7).

Vlastnosti stiredové soumérnosti:

1) Lze ji rozlozit na dvé osové soumérnosti, jejichz osy jsou navzajem kolmé
a prochazeji stfedem soumérnosti S; jedna z os je volitelna.

2) Vznikne slozenim libovolnych dvou osovych soumérnosti, jejichz osy jsou
k sobé kolmé (stted soumérnosti S odpovida pruseciku téchto os).

3) Je jednoznacné urcena svym stiedem
4) Je to involutorni zobrazeni (téz involuce).
5) Stredova soumérnost je primd shodnost.

6) Stfedova soumérnost ma jediny samodruzny bod, stied S, a vSechny
smeéry samodruzné.

Veéta 10.13. V soumérnosti podle stiedu S je obrazem kazdé primky primka
s ni rovnobézna. Primka, ktera prochézi sttedem S je samodruzna.

Analytické vyjadieni stfedové soumérnosti S(S) v roviné

Soufadnice sttedu: S = [sq, $9]

= —x+ 25

Y = —y+2s9

Véta 10.14. Kazda shodnost v roviné se da slozit z nejvyse tii osovych
soumernosti.

10.5 Posunuti

Definice 10.5. Orientovanou tseckou AB je dan vektor p'= B . Posunuti
neboli translace je zobrazeni, které kazdému bodu X roviny prirazuje bod

/ ~ s /] = . ! — , <«
X' tak, ze plati XX’ = p’ tj. X' = X + p. Zobrazeni znacime T (p).

Figure 10.9: Posunuti 7 (p)
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Pozndmka. Posunuti (translaci) muzeme definovat téz jako shodnost, ktera
vznikne slozenim dvou osovych soumérnosti s rovnobéznymi a ruznymi
osami. Smér posunuti je potom kolmy na smér téchto os a jeho velikost je
rovna dvojnasobku jejich vzdalenosti.

Véta 10.15. Kazdou translaci lze slozit ze dvou osovych soumérnosti s
rovnobéznymi osami z nichz jednu Ize volit libovolné, kolmo na smeér translace
a druha je touto volbou urcena jednoznacné.

Véta 10.16. Posunuti (translace) nem4 zadny samodruzny bod a zobrazuje
piimku do piimky s ni rovnobézné (tj. mé vSechny sméry samodruzné).
Veéta 10.17. Necht X’ je obraz libovolného (proménného) bodu X v dané
translaci T. Pak vSechny piimky X X’ jsou navzdjem rovnobézné a vSechny
usecky X X’ jsou navzajem shodné.

Analytické vyjadreni posunuti T(p) v roviné

Rovnice posunuti 7 (p), kde p'= (p1, p2):

/

r=x+p

/

Yy =y -+Dp2

Priklad 10.7. Jaké zobrazeni muze byt vysledkem sklddani dvou posunuti?

10.6 Posunuté zrcadleni

Priklad 10.8. Je dana primka p a dva body A, B v téze poloroviné s hrani¢ni
primkou p. Na pfimce p sestrojte usecku XY délky d tak, aby soucet
|AX |+ | XY| + |YB| byl co nejmensi.

Vime, ze kazda shodnost v roviné se da slozit z nejvyse tii osovych soumérnosti.
V pripadech jedné a dvou osovych soumérnosti uz mame jasno - slozenim
jedné osové soumeérnosti muze vzniknout samoziejmeé jenom tato soumeérnost,
slozenim dvou osovych soumérnosti pak lze vytvorit otoc¢eni (ruznobézné
osy), stfedovou somérnost (kolmé osy), posunuti (rovnobézné osy) a iden-
titu (dvé totozné osy). Kazdé z téchto zobrazeni je zaroven unikatni svou
skladbou samodruznych bodu a smeéru

— osova soumeérnost ma primku samodruznych bodu a dva na sebe kolmé
samodruzné smeéry,

— otoceni ma jediny samodruzny bod a zadny samodruzny smeér,
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— stfedova soumérnost ma jediny samodruzny bod a vSechny smeéry samodruzné,
— identita ma vSechny body i sméry samodruzné.

Pokud existuje néjaké dalsi shodné zobrazeni, nemuze mit zadny samodruzny
bod (jinak by to bylo otoceni, stfedovd soumérnost, osova soumérnost
nebo identita). Nasim ukolem je proto vysetfit, zda existuje shodné
zobrazeni bez samodruznych bodiu, které vznikne slozenim tii
osovych soumeérnosti.

Ukéze se, ze takové zobrazeni skutecné existuje. Nazveme ho posunuté
zreadlent (£6z posunutd soumérnost).

Definice 10.6. Je dédna primka o. Zobrazeni slozené z posunuti ve sméru
primky o a osové soumeérnosti podle osy o se nazyva posunuté zrcadleni
(téz posunutd soumérnost).

Figure 10.10: Posunuté zrcadlen{ Z : X — X’

Veta 10.18. Posunuté zrcadleni se da slozit z osové a stiedové soumeérnosti,
pricemz stied stfedové soumérnosti nelezi na ose osové soumeérnosti.

Véta 10.19. Posunuté zrcadleni nemé samodruzné body.

Priklad 10.9. Necht AB, A'B’ jsou riznobézné a shodné tsecky. Dokaite,
ze existuje posunuté zrcadleni nebo osova soumeérnost, které prevadéji body
A, B po tadé v body A', B'.

Reseni:

Figure 10.11: Posunuté zrcadleni Z : AB — A’B’

Analytické vyjadieni posunutého zrcadleni

Figure 10.12: Posunuté zrcadlen{ Z : X — X’

Posunuté zrcadleni dané osou soumérnosti v ose x a vektorem posunuti

7= (p1,0) (viz Obr. [10.12)

Z: 3 =a+0p,

/

y =—y.
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10.7 Cviceni: Shodnosti v roviné

2. Napiste rovnice soumeérnosti podle ptimky o : 2x — 3y + 1 = 0.

3. Sestrojte trojihelnik ABC)| je-li ddn obvod o = 12¢m a uhly a = 60°,
£ = 45°.

4. Dokazte Vivianiho vétu.

Véta 10.20 (Vivianiho véta). V rovnostranném trojihelniku je hodnota
souctu vzdalenosti libovolného bodu od stran trojuhelniku konstantni, nezavisla
na poloze bodu.

5. Jsou dény dvé ruznobézky p, ¢ a bod A mimo né. Najdéte body B € p,
C € q tak, aby obvod trojihelniku ABC' byl minimé&lni.

6. Reste Fagnantiv problém: Danému ostrothlému trojihelniku vepiste
trojuhelnik o nejmensim obvodu.

7. Sestrojte konvexni ¢tyiihelnik ABCD se stranami dané velikosti, je-li
— AC osou vnitiniho thlu pti vrcholu A.

8. Sestrojte ¢tverec ABCD, je-li ddno a + e = 10cm.

9. Sestrojte obdélnik ABCD, je-li dano e = Tem, a — b = lem.

10. Sestrojte lichobéznik ABC'D (AB||CD), je-li dano b = 3cm, ¢ = 2.5¢m,
d=2.6cm, a — [ = 20°.

11. Mascheroniova konstrukce. Je dédna kruznice k(S;r); dale je dana
dvéma body A, B (body nelezi na kruznici) jeji secna p, kterd neprochazi
sttedem S. Sestrojte pruseciky primky p s kruznici k, aniz pritom pouzijete
pravitka.

12. Dokazte, ze body soumérné sdruzené s prusecikem vysek podle stran
trojuhelnika, lezi na kruznici trojuhelniku opsané.

13. Dokazte nasledujici vétu

Véta 10.21. V kazdém trojihelniku déli osa libovolného vnitiniho tdhlu

protéjsi stranu v pomeéru stran prilehlych.
14. Napiste rovnice osové soumeérnosti, zobrazujici pocatek na bod [1, 5].

15. Je déna piimka p a dvé kruznice k;, ky oddélené primkou p. Sestrojte
rovnostranny trojuhelnik tak, aby na kazdé z kruznic k1, ko byl jeden vrchol
a jedna z vysek lezela na ptimce p.
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16. Jsou dany tfi ruzné primky pi, ps, p3, prochazejici bodem S; na piimce
p1 je dan bod A # S. Sestrojte trojiuhelnik ABC, jehoz osy vnitinich thla
lezi v primkach pq, po, ps.

17. Jsou dany tti primky o1, 09, 03 prochéazejici bodem O. Na o; dan bod
Aj. Sestrojte AABC tak, aby o1, 09, 03 byly osami jeho stran a bod A;
sttedem strany BC.

18. Jsou dany body X, Y a piimka p, ktera je oddéluje. Sestrojte rovnora-
menny trojihelnik ABC, jehoz hlavnim vrcholem je bod C, osou soumérnosti
pifmka p a jehoz ramena maji danou velikost a. Piimka AC necht prochézi
bodem X a piimka BC' bodem Y.

19. Je dédna piimka p a body A, B, lezici ve stejné poloroviné s hrani¢ni
piimkou p. Sestrojte bod X € p tak, aby |/AXp| = 2|/BXp|.

20. Jsou dany body A, B, C' a primka p kolm& k piimce AB tak, ze prochéazi
bodem C a body A, B lezi v téze poloroviné urcené piimkou p. Sestrojte

na piimce p takovy bod X, aby z ného byla vidét tsecka AB pod stejnym
uhlem jako tusecka BC.

21. Obrazy stiedu S kruznice opsané trojihelniku ABC v osovych soumérnostech
podle piimek BC, AC, AB jsou vrcholy trojuhelniku A; B;C4. Dokazte, ze
je tento trojuhelnik shodny s trojihelnikem ABC.

Otoceni

22. Jsou dany dveé shodné usecky AB, C'D. Urcete otoceeni, které zobrazi
AnaCaBnaD. [g

23. Je déna kruznice k(S;r) a bod P # S. Bodem P vedte pifmku, na
které kruznice vytina usecku dané velikosti d.

24. Jsou dany ruzné rovnobézné primky a, b, ¢ a bod A, ktery lezi na piimce
a. Sestrojte vSsechny rovnostranné trojuhelniky ABC, jejichz vrcholy B, C
lezi po fadé na pirimkach b, c.

25. Je déna kruznice k(S;3cm) abod A (|SA| = 1.5¢m). Sestrojte vSechny
tétivy XY kruznice k o délce 5.5¢m, které prochazeji bodem A.

26. Je dana kruznice k(S;r), bod B a usecka délky d (d < 2r). Sestrojte
tétivu XY kruznice k délky d tak, aby byla vidét z bodu B pod thlem 60°.
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27. Jsou dany dvé rovnobézné piimky a,b a mimo né bod C. Sestrojte
rovnostranny trojihelnik ABC' tak, aby jeho vrcholy A, B lezely po tadé
na primkach a, b.

28. Jsou dany kruznice k, ptimka p a bod A lezici vné k. Sestrojte rovnos-
tranny trojuhelnik s vrcholem v bodé A tak, aby zbyvajici vrcholy lezely
na k a na p.

29. Pr1i odvalovani kruznice po ptrimce se body soustavy spojené s kruznici
pohybuji po trajektoriich, kterym se rika cykloidy. RozliSujeme tii typy
cykloid, v zavislosti na tom, zda bod lezi vné, na nebo uvniti kruznice.
Zobrazte tyto krivky pomoci programu GeoGebra.

Stredova soumérnost

30. Je dana kruznice k(O;r) a piimka p, kterda mé od stredu O vzdalenost
v > 0; dale je dan bod S, ktery lezi uvniti poloroviny pO. Sestrojte tsecku
se sttedem S, ktera ma krajni body K, P po fadé na kruznici k a na primce
.

31. Je déna kruznice k(S,r). Bodem P, ktery lezi vné kruznice k, vedte

piimku p, kterd protind kruznici v bodech A, B tak, ze A je stfedem
usecky BP.

32. Je dan thel AV B a bod S jeho vnittku. Sestrojte na rameni VA bod
X anarameni VB bod Y tak, aby bod S byl stredem usecky XY.

33. Je déna tusecka AA; (|AA;| = 5em). Sestrojte vsechny trojihelniky
ABC, pro které je AA; téznici t, a pro které plati: ¢ = 4em, b = 7cm.

34. Je déna tsecka AA; (|AA;| = 5em). Sestrojte vsechny trojihelniky
ABC, pro které je AA; téznici t, a pro které plati: v = 45°, 8 = 60°.

35. Jsou dany dvé kruznice kq, ko, které se protinaji ve dvou bodech @) a
R. Bodem @ vedte ptimku, kterd vytina na obou kruznicich tétivy stejné
délky.

36. Je dan trojuhelnik ABC' a jeho vnitini bod M. Sestrojte vSechny tsecky
XY se sttedem M a s krajnimi body X, ¥ na hranici trojuhelniku.

37. Vepiste danému rovnobézniku ABCD c¢tverec XY UV tak, aby na
kazdé strané rovnobézniku lezel jeden vrchol ¢tverce.
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38. Je dan thel AV B a bod S jeho vnittku. Sestrojte na rameni VA bod
X a na rameni VB bod Y tak, aby XY S byl rovhoramenny pravouhly
trojuhelnik s preponou XY.

39. Je déna usecka AA;; |AA;| = 4.5¢m. Sestrojte vSechny pravouhlé
trojuhelniky ABC' s pravym uhlem pii vrcholu C, v nichz AA; je téznici
t, a t, = 6cm.

Posunuti

40. Jsou dany piimka p a dvé nesoustfedné kruznice ki(S1,71), ko(S2,72).
Vedte ptrimku rovnobéznou s piimkou p tak, aby na ni kruznice kq, ko
vytinaly shodné tétivy.

41. Sestrojte ¢tyrihelnik ABC' D, jehoz tihlopiicky sviraji pravy thel, jsou-
li dany velikosti uhlopticek |AC| = e, |BD| = f a velikosti uhlu |/ABC| =
90°, |/ADC| = 4.

42. Sestrojte lichobéznik, jsou-li dany velikosti jeho stran a, b, ¢, d.

43. Sestrojte ¢tyithelnik ABC D, jsou-li dany velikosti jeho stran |AB| =
a,|BC|=b,|CD| =c¢,|DA| = d a odchylka w piimek AD, BC.

44. Sestrojte rovnobéznik, jsou-li dany délky jeho stran a velikost tithlu jeho
uhlopricek.

45. Sestrojte lichobéznik ABCD, jsou-li dany délky obou jeho zdkladen
a,c a obou jeho uhlopricek e, f.

46. Jsou dany dvé ruznobézky a,b a tsecka délky r. Sestrojte vSechny
kruznice k se sttedem na primce a, polomérem r, které na primce b vytinaji
tétivu délky r.

Posunuté zrcadleni

47. Jsou dany dvé ruznobézky a,b a na nich dva body A # B (A na a, B
na b). Urcete bod X na a a bod Y na b tak, aby platilo |AX| = |BY| a
dale aby:

a) XY ||p, kde p je dand piimka; []

b) XY =d, kde d je predem dand tsecka; []

c) stted tsecky XY lezel na dané piimce q. [1]
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Kapitola 11

Grupa shodnosti eukleidovského
prostoru

Véta 11.1. Kazdou shodnost v roviné lze slozit z nejvyse tif osovych soumérnosti/]

11.1 Skladani shodnych zobrazeni

(a) Ptimou shodnost 1ze rozlozit v sudy pocet osovych soumérnosti, nepiimou
shodnost v lichy pocet osovych soumérnosti.

(b) Slozime-li dvé shodnosti pfimé nebo dvé shodnosti nepiimé, dostaneme
shodnost primou; slozime-li shodnost pfimou a neptimou, vznikne shodnost
nepiima.

11.2 Grupa shodnosti v roviné

Vyse uvedené poznatky nasvédcuji tomu, ze mnozina shodnosti v roviné
spolu s operaci sklddani zobrazeni tvori grupu. Nékteré podmnoziny mnoziny
shodnosti navic tvori spolu s operaci skladani zobrazeni podgrupy.

Priklad 11.1. Ovérte nasledujici tvrzeni:
(a) Vsechny shodnosti v roviné tvoii grupu Gg.
(b) V8echny piimé shodnosti tvori podgrupu G’ grupy Gag.
(¢) Mnozina vsech translaci doplnénd identitou, tvori grupu, ktera je pod-
grupou grupy piimych shodnosti.
(d) Mnozina vsech translaci a stredovych soumérnosti, doplnénd identitou,
tvoi{ podgrupu grupy G'.
Lviz téz str. véta

107
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Priklad 11.2. Trojihelnik ABC' byl preveden otocenim daného smyslu se
stfedem S a thlem velikosti w = 120° v trojihelnik A, B1CY, ktery byl dale
preveden posunutim 7 (A; — As) v trojuhelnik Ay ByCy. Urcéete otoceni,
které prevadi primo AABC v AAyByChs.

Priklad 11.3. Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC'. Najdéte vsechny shod-
nosti, které prevadéji tento trojuhelnik do ného samého. Zkoumejte vlast-
nosti mnoziny téchto shodnosti spolu s operaci skladani shodnosti.

11.3 Kilasifikace shodnosti roviny

Cilem klasifikace shodnosti v roviné (obecné afinnich zobrazeni v prostoru
A,) je ziskat uplny (vycerpavajici) prehled téchto zobrazeni a jejich analyt-
ickych vyjadreni. Postupujeme od obecné podoby rovnice zobrazeni. 7 té
analyzou vSech moznych konfiguraci samodruznych bodu a sméru, které
toto zobrazeni pripousti, dostaneme uplny piehled vsech jeho variant.

Myslenka uplné klasifikace shodnosti: Myslenka klasifikace shodnosti
je dobfe ilustrovana konkrétnimi pfiklady uvedenymi v kapitole [0 Zde
se k ni vracime s uplatnénim obecnéjsiho pohledu. Klasifikace shodnosti
roviny je zalozena na zkouméani moznych samodruznych bodu a smeéru
zobrazeni, které je ddno rovnici (soustavou linedrnich rovnic)

f: X'=A-X+B. (11.1)

Tento postup si nejprve ilustrujeme feSenim nasledujiciho prikladu, poté
provedeme obecnou klasifikaci shodnosti roviny FEs, viz str. [127, a tro-
jrozmérného prostoru Ej, viz str. [132]

Priklad 11.4. Zjistéte, zda existuje shodnost Es, pii které se bod K =
[10; 0] zobrazi na pocatek K’ = [0;0] a bod L = [25;20] na bod L' =
[0;25]. V kladném piipadé napiste rovnice tohoto zobrazeni a najdéte jeho
samodruzné body.

Nez za¢neme aplikovat nize uvedeny postup, stoji za to si u takovychto

uloh ovérit, zda je vubec splnéna definice shodného zobrazeni, tj. zda
|[K'L'| = |K L.

Reseni v programu wrMazima:

Definujeme obecnou podobu matic A, B z rovnice ((11.1]).
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(%130) A:matrix([all,al2],[a21,a22]); b:matrix([bl], [b2]);

all al2
(74030) <a21 a22>

(%031) (2;)

Do rovnice ([11.1)) dosadime dané body a jejich obrazy, dostaneme dvojice
rovnic s1 a s2. Tret{ skupinu rovnic s3 dostaneme z podminky A7-A—J =
0.

(%1i32) s1:A.[10,0]+b-[0,0]; s2:A.[25,20]+b-[0,25];
s3:transpose(A) .A-ident (2);

bl +10all
(7e032) <b2 +10 a21)
bl +20al2 + 25all
(7o033) <b2 +20a22 +25a21 — 25>
(%034) a21? +all®> =1 a2la22+allal2
¢ a21a22 + allal2 a22?+al2® —1
Dohromady tak mame soustavu sedmi rovnic o Sesti naznamych all, al2,

a21, a22, bl, b2.

(%135) rov:[s1[1,1],s1[2,1],s82[1,1],82([2,1],83[1,1],s3[1,2],s3[2,2]];

(%035) [b14+10all,b2+10a21,b1+20al2+25all,b2+ 20 a22+25a21 —
25,a21% + all® — 1,a21 a22 + all al2,a22? + al2* — 1]

Soustavu méa dvé feseni (nejednd se o soustavu linearnich rovnic, proto
muze mit dvé feseni).

(%136) res:solve(rov,[all,al2,a21,a22,bl1,b2]);

4 3 3 4
(%036) [[all = -,al2 = —= 21 = = a22 = -,bl = —8,02 = =6, [all =

2 a12=3 021 =3 a2 = 2 b~ 82— —¢)]

5 5 5) 5
Dvéma feSenim odpovidaji dvé ruzné shodnosti. Zjistili jsme tedy, ze ex-
istuji dvé shodnosti, které prevadéji body K, L na body K’ L' (coz se,
vzhledem ke vété o urcenosti shodného (afinniho) zobrazeni dalo ¢ekat).
Pokracujeme v feseni tlohy pro kazdou z téchto shodnosti zvlast. Ne-

jprve si pripravime matici RovTr pro zapis rovnic uvazovanych shodnosti
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(neni nutnou soucasti postupu feseni, jedna se jenom o usnadnéni vizualni
prezentace rovnic v programu).

(%137) RovTr:matrix([xl=all*x+al2x*y+bl], [yl=a21*x+a22*y+b2]);

(%037) (xl =al2y+allx + bl)

yl = a22y + a2l x + b2

I. Shodnost dan& rovnicemi

4 3y
1=— 273
Ty T s

3 4

Definujeme matice A1, B1 tohoto zobrazeni a zapiSeme jeho rovnice.

(%138) Al:ev(A,res[1]); Bl:ev(b,res[1]);

sioss) (1 77)

) 5

(%039) (:2)

(%140) R1l:ev(RovTr,res[1]);

(%o4o>( e )

Samodruzné body najdeme feSenim rovnice X = A - X + B, pro snazsi
zpracovani programem piepsané do tvaru A- X + B — X = 0.
(%141) RovSB1:Al.[x,y]+B1-[x,y]; solve([RovSB1[1,1],RovSB1[2,1]], [x,y
_3y_z_g
(%042) [[z = 5,y = —15]

Uvazované shodné zobrazeni ma tedy jediny samodruzny bod S = [5, —15].

Pro urceni samodruznych sméru fesime charakteristickou rovnici ho-
momorfismu asociovaného s danym shodnym zobrazenim.
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(%143) CharAl:A1-%lambdaxident(2);
CharR1:expand(determinant (CharA1l))=0;
solve(CharR1,%lambda) ;

4y 3
(Y0043) <5 3 4 5/\>

) )
(%044))\2—%+1:0
— 4 |+ 4
(%045) [A:—BZ5 ,)\:3Z;]

Charakteristickd rovnice nema realné koteny. To znamend, Ze uvazované
shodné zobrazeni nemé samodruzné smery.

Protoze uvazované zobrazeni ma pravé jeden samodruzny bod a nema
zadny samodruzny smeér, jedna se o OTOCENI.

II. Shodnost dana rovnicemi

Definujeme matice A2, B2 tohoto zobrazeni a zapiSeme jeho rovnice.

(%i46) A2:ev(A,res[2]); B2:ev(b,res[2]);
_4 3
5 5
(%047) ( _86)

(%148) R2:ev(RovTr,res[2]);

rl =34 _4r g
) 5

Samodruzné body najdeme feSenim rovnice X = A - X + B, pro snazsi
zpracovani programem piepsané do tvaru A- X + B — X = 0.

(%149) RovSB2:A2. [x,y]+B2-[x,y]; solve([RovSB2[1,1],RovSB2[2,1]], [x,y]);

3 9z
(%049) (?‘y - ?+8>

Y4 3z _
51T %
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(%6050) []

Uvazované shodné zobrazeni tedy nema zadny samodruzny bod.

Pro ur¢eni samodruznych sméri fesime charakteristickou rovnici ho-
momorfismu asociovaného s danym shodnym zobrazenim.

(%151) CharA2:A2-%lambdax*ident(2);
CharR2:expand(determinant (CharA2))=0;
solve(CharR2,%lambda) ;

N4 3
(%0051) ( /\g " iA)
5 5
(%052) A2 =1 =0
(%053) [\ = —1,A = 1]

Charakteristickd rovnice ma dva redlné kofeny (vlastni ¢isla). Kazdému z
nich odpovida jeden vlastni (charakteristicky) vektor urcujici samodruzny
smér. Postupné dosadime ziskana vlastni ¢isla A do soustavy (jeji matice)

(9.7) a tesime.

(%154) RovSS2:A2. [u,v]-[%lambdax*u,%lambdax*v] ;

3v \u — 4u
5 5
(%0054) <—)\ v+ Ly —35“)

(%155) RovSS21:ev(RovSS2,%lambda=-1);
solve([RovSS21[1,1],RovSS21[2,11], [u,v]);

3v L u
(%055) (92 :_35u) solve : dependentequationseliminated : (2)
5 5

(%056) [[u=—3%r3,v = %r3]]

Prvni samodruzny smér je ur¢en vektorem u; = (=3, 1).

(%157) RovSS22:ev(RovSS2,%lambda=1);
solve([RovSS22[1,1] ,RovSS22[2,1]1], [u,v]);

3v _ 9u
(%057) ( 8, 2 ) solve : dependentequationseliminated : (2)
5 5
%ord
(%058) [[u = % v = %rd]]

Druhy samodruzny smér je urcéen vektorem iy = (1, 3).

Protoze uvazované zobrazeni nema zadny samodruzny bod a mé dva (na
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sebe kolmé) samodruzné sméry, jedna se o POSUNUTE ZRCADLENT.

11.4 Klasifikace shodnosti roviny

Z podminky AT - A = E plyne, ze afinni zobrazeni uréené rovnicemi

A a;lr + apy + by

/

Yy = anxr + axny + by,

je shodnosti prave tehdy, kdyz plati nasledujici rovnosti:

2 2 9 2 _
aj; +asy =ajs +a =1

a11a12 + 21092 = Q12011 + G22a91 = 0

Potom je ziejmé, ze existuje thel a € (0°;360°) takovy, Ze lze napsat

aj; — Cosa,
as1 = sinaq,
a1 cosa + agsina = 0,
99 — £COS,
a9 = —esina,kde e = £1.

Hodnota ¢ urcuje, zda se jednd o shodnost ptimou (¢ = 1) nebo nepiimou
(e =—1).
I. Primé shodnosti

Kazdou primou shodnost v roviné muzeme vyjadrit rovnicemi ve tvaru

r] = wpcosa — zgsina + by
xh = xysina 4+ wocosa + by

Samodruzné body

Samodruzné body pirimé shodnosti jsou fesenim soustavy rovnic

r1(1 —cosa) + xosina = by

—rysina 4 x9(1 — cosa) = by. (11.2)
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Nejprve nas bude zajimat ptiméa shodnost v rovine, kterd ma prave je-
den samodruzny bod. Soustava ((11.2)) méa pravé jedno feSeni, pokud je
regularni, tj. pokud pro jeji determinant plati

(1 — cos ), sin «

£ 0.

—sina, (1 —cosa)
Po tpravé dostaneme
2(1 —cosa) # 0,
coz vede k podmince
cosa # 1.
Tak dostavame

1) OTOCENI (ROTACI).

Staci volit pocatek soustavy souradné v onom jediném samodruzném bodé
a dostaneme znamé vyjadreni rotace kolem pocatku o ihel a:

/ .
X7 = X1 CO8Sx — Ty sin«

Ty = 11 8in @ + Ty COS Qv

Samodruzné smeéry

Samodruzné sméry (tj. vektory téchto smért) piimé shodnosti jsou netrividlnim
feSenim soustavy homogennich rovnic

u (A —cosa) +uzsina = 0

—uy sina + ug(A —cosa) = 0. (11.3)

Ta ma netrividlni (tj. nekoneéné mnoho) feSeni pravé tehdy, kdyz je
splnéna charakteristicka rovnice primé shodnosti v roviné

(A — cos ), sin o

—sina, (A—cosa)| 0 (11.4)

Upravou (11.4) dostaneme rovnici

2

(A — cos)? +sin* a = 0,

kterd je splnéna za predpokladu, ze sin @ = 0 a zaroven cosa = 1 = X\ nebo
cosa = —1 = \. Pro cosa = —1 tak dostavame

2) STREDOVOU SOUMERNOST
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s analytickym vyjadienim

x’1 = —x1 + bl

xrh = —1x9 + bo.
Za podminky, ze cosa = 1 dostaneme, pro b; = by = 0,

3) IDENTITU

T = 1
Th = X9
a pro by # 0V by # 0 dostavame
4) POSUNUTI

/
xy = 11 + b
/

$2:Z’2+bg.

II. Neprimé shodnosti

Kazdou nepiimou shodnost v roviné muzeme vyjadrit rovnicemi ve tvaru

¥ = rpcosa + xasina + by
xh = wpsina — xcosa + b

Samodruzné smeéry
K vysetfeni neprimych shodnosti pouzijeme samodruzné smeéry. Resenim
charakteristické rovnice

(A —cosa), —sina

—sina,  (A4cosa) | s (11.5)

dostaneme podminku
A= =+1,

ktera odpovida tomu, ze uvazované zobrazeni m&a dva navzajem kolmé
samodruzné smeéry. Jeden, pro A = 1, se zachovava, druhy, pro A = —1,
se méni v opacny. Volme soustavu souradnou tak, aby osa x méla smér
odpovidajici A = 1. Smér osy y pak zfejmé odpovida A = —1. Potom je
nepiima shodnost popsana rovnicemi

[U’l = r1 + bl
.%"2 = —X9 —+ b2.
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Pokud je b; = 0, ma uvazované zobrazeni primku samodruznych bodiu
a jedna se tedy o

5) OSOVOU SOUMERNOST

= 1
/
Ty = —To + b
Pokud je ale b; # 0, ma pouze samodruznou primku a jedné se o

6) POSUNUTE ZRCADLENT.
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11.5 Cviceni: Shodnosti v roviné

48. Urcete parametr s tak, aby existovala shodnost roviny zobrazujici body
0,0], [3,4] po fadé na body [5,0], [9, s]. Napiste rovnice tohoto zobrazeni
a soufadnice obrazu bodu [5,0]. (2]

3
49. Urcete a, b, ¢ tak, aby rovnice z’ = Zx +oy+1, yY=axr+cy—1
vyjadtrovaly shodnost. 3]

50. Shodné zobrazeni euklidovské roviny do euklidovského prostoru je dano
vzhledem ke kartézskym soustavam souradnic rovnicemi

1 1
a) x’:x—i—Ey—i—l, y’:ax—l—Ey—l, 2l =bx + cy + 3,

1
b) x’:x+by—2,y’:§y+1, 2 =ax+ cy— 3.

Urcete koeficienty a, b, c.

51. Najdéte soutadnice obrazu bodu B = [1, 2] v otoceni v F5 kolem stiedu
S = [3, —4] o thel a = 420°. Napiste rovnice této shodnosti.

52. Urcete p, q tak, aby existovala shodnost zobrazujici body [3, 0], [1, 2], [-1, —1]
po fadé na body [1,4], [p, 2], [2, q]. Najdéte samodruzné body a sméry to-
hoto zobrazeni.

53. Napiste rovnice stfedové soumérnosti v Es podle stiedu S = [—4, 5].

54. Napiste rovnice shodnosti roviny FEjs, ktera vznikne slozenim ti osovych
soumeérnosti s osami o rovnicich: x =0, y =0, x — 2y = 0.

55. Rotace kolem bodu S = [2;1] v Ey zobrazuje bod A = [1; 1] na bod A’

Najdéte souradnice bodu A’, jestlize pro uhel rotace « plati o = %77.

56. Najdéte souradnice stiedu a thel rotace, kterd je ddna rovnicemi: =’ =

S — 2y +1, y’:§x+§y—2.

57. Najdéte rovnice obrazu piimky p v rotaci v Fs kolem stredu S = [—2; 1]
o thel a = ¢, jestlize p:x —y+1=0.
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11.6 Klasifikace shodnosti prostoru E;

Véta 11.2. Kazdé shodné zobrazeni v prostoru Ej lze slozit z nejvyse ¢tyt
rovinovych soumeérnosti.

Neéktera shodna zobrazeni v prostoru:
e Otoceni kolem osy
e Posunuti
e Osova soumeérnost
e Stfedova soumeérnost
e Sroubovy pohyb (torze)

Postup klasifikace shodnosti v trojrozmérném prostoru lze necekané zjednodusit.
Vhodné umisténi soustavy souradnic nam dovoli vyuzivat poznatky z klasi-
fikace shodnosti v rovine.

Kazdé shodné zobrazeni f v prostoru muzeme zapsat soustavou rovnic

f: 2y = anry + aprs + aizzs + b
Th = anT; + anry + axrs + b
/
373 = as1 + 3279 + a33T3 + b3,

kterou lze uzitim matic prepsat do tvaru

/
Xy ailr a2 ai3 x1 b1
. / _
f. Ty = ao21 A92 QA9%3 . ) + b2
/
Mg az1 az2 as3 X3 b3

a pak strucné vyjadrit rovnici

f: X'=A-X+B. (11.6)

Stejné jako v roviné i v prostoru plati, ze ((11.6) je shodnosti pravé tehdy,
kdyz je

AT A=F, (11.7)
Dulezitou skutec¢nosti je, ze charakteristicka rovnice tohoto zobrazeni, ktera
se da strucné zapsat ve tvaru

det (A — \E) = 0, (11.8)
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kde E je jednotkova matice, je algebraickou rovnici tretiho stupné vzh-
ledem k neznamé A. Vzhledem k tomu, ze imagindrni kofeny se vysky-
tuji vzdy ve dvojicich (navzajem komplexné sdruzenych ¢isel), ma alge-
braicka rovnice tietiho stupné vzdy alespon jeden koren realny. V pripadé
rovnice ho ozna¢me \g. Shodnost v E3 m4 tak vzdy alespon jeden
samodruzny smér u; i = Agti. V piipadé shodnosti se zachovava velikost
vektoru, tj. plati ||d'|| = |[|[Aou|| = ||@]|. Potom je zfejmé, ze hodnota Ay
bude 1 nebo —1. Predpokladejme, ze vektor u je jednotkovy a volme sous-
tavu souradnou tak, aby méla osa z smér tohoto vektoru. Pri takto zvolené
soustavé souradné se rovnice shodnosti zjednodusi na tvar

T o= anri + apTs + b
TH = anTi + ¥ + by
SUé = + Tr3 + b3.

Potom je pozadavek, aby byla matice tohoto zobrazeni

a;p ajz 0
as az 0
0 0 =1

ortonormalni, splnén pravé tehdy, kdyz je ortonormalni matice

air a2
(21 Q22
To je ale 1loha, kterou jsme fesili pti klasifikaci shodnosti v roviné. Vime

tedy, ze pfi vhodné volbé os x,y pripadaji v tvahu nasledujici moznosti,
jak muze tato matice vypadat:

10 -1 0 1 0 cosa —sino | Yo sina 2 0
0 1]’ 0 —1]° 0 —1 1|’ sina cosa |’ P “ '
Ke kazdé z téchto matic existuji dvé soustavy rovnic (protoze uvazujeme

+2). Posouzenim mnozin samodruznych bodu piislusnych zobrazeni a
vhodnymi volbami soustavy soufadné se dobereme k vysledné klasifikaci:

1) IDENTITA (b; = by = by = 0) nebo POSUNUTI

r = T + by
.I/Q Ty + bg
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2) SOUMERNOST PODLE ROVINYP| (b; = by = 0) nebo
SOUMERNOST PODLE ROVINY slozend s POSUNUTIM podél této
roviny

x’l = r1 + bl

I'/Q = To + be
/

1%3 — __:E3 _F' b3.

3) SOUMERNOST PODLE OSYP|rovnob&iné se z (b3 = 0) nebo SOUMERNOST
PODLE OSY rovnobézné se z slozend s POSUNUTIM podél této osy

x’l = —I + bl

$/2 = —X9 —+ b2

Ig = r3 + bs.
4) STREDOVA SOUMERNOST

I'/l = —x1 + b1

ZL’IQ = —I9 + be

IC% = —x3 + bg.

5) OTOCENI kolem osy rovnobézné se z (bs = 0) nebo OTOCENT kolem
osy rovnobézné se z slozené s POSUNUTIM podél této osy

T, = xicosa — mzosina + b
rh = mzysina + xpcosa 4+ bo
/

Ty = r3 + bs.

6) OTOCENI kolem osy rovnobézné se z slozené se SOUMERNOSTI
podle roviny kolmé k této ose

Ty, = xicosa — mTesina + by
rh = mzysina + xcosa 4+ bo
/

Ty = —x3 + bs.

%https://www.geogebra.org/m/zxn66pus
Shttps://www.geogebra.org/m/tny2ud2e
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https://www.geogebra.org/m/tny2ud2e
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Pozndmky.

1. Kazda prima shodnost v prostoru se da slozit z otoceni kolem primky
a posunuti podél této piimky. Potom muzeme Ttici, ze kazda dvé shodné
télesa v prostoru muzeme ztotoznit posunutim, oto¢enim nebo Sroubovym
pohybem.

2. Neptima shodnost se dostane z primé pridanim soumeérnosti podle roviny.

11.7 Cviceni: Shodnosti prostoru Ej

58. Ovérte, ze rovnicemi

¥ = lx—gerngrg

3 3 3 3
, 2 1 2 2
A U
, 2 2 1 2
Z = —cx—zy— -2+ <

3 3 3 3

je dano shodné zobrazeni E3 na sebe, najdéte jeho samodruzné body a
smery.

59. Napiste rovnice posunuti v E3, v némz se bod M = [—2,3, 1] zobrazi
na bod M’ = [5,0,—4]. Najdéte souradnice obrazu bodu A = [1,1,1] v
tomto posunuti.

11.7.1 Shodna zobrazeni v prostoru E,

Veta 11.3. Ke kazdé shodnosti f v E,, existuje k soumérnosti podle nadrovin
tak, ze f je jejich slozenim, k < n + 2.
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Kapitola 12

Podobna zobrazeni v rovineé

12.1 Grupa podobnosti eukleidovského prostoru
12.1.1 Podobné zobrazeni

Definice 12.1. Zobrazeni f euklidovského prostoru E do euklidovského
prostoru E’ se nazyvd podobné zobrazeni, jestlize existuje kladné redlné
¢islo k tak, ze pro kazdé dva body X, Y prostoru E a jejich obrazy f(X), f(Y)
z E' plati:

OS] = KXY (12.1)

Cislo k se nazyvé koeficient podobného zobrazenf f.

Poznamka. Podobnosti s koeficientem k # 1 nazyvame vlastni podob-
nosti.

Priklad 12.1. Napiste rovnice pro zobrazeni v roviné, které kazdy utvar
otoc¢i kolem pocatku o tihel a a dvakrat zvétsi, viz Obr. [12.1}

Figure 12.1: Podobné zobrazeni v roviné

Veta 12.1. Kazdé podobné zobrazeni euklidovského prostoru E do eukli-
dovského prostoru E’ Ize slozit ze stejnolehlosti prostoru £ a shodného
zobrazeni F do F'.

Véta 12.2. Kazdé podobné zobrazeni je afinni.
Protoze podobnd zobrazeni jsou afinnimi zobrazenimi, plati pro né také

véta o urcéenosti. Samoziejmé v podobé, kterd koresponduje s definici
podobného zobrazeni.

Veta 12.3 (O uréenosti podobného zobrazeni). Necht jsou Py, P, ..., P,

linedrné nezavislé body n-rozmérného euklidovského prostoru £, a P, P, ..., P}
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body euklidovského prostoru E’. Afinni zobrazeni prostoru E,, do prostoru
FE’, které zobrazuje bod P; na bod P/ pro i = 0,1,...,n je pravé tehdy
podobné, existuje-li ¢islo & > 0 tak, ze pro vSechny dvojice i, 5 =0,1,....n
plati |PPI| = kPP

Poznamka. Body prohlasime ze linedrne nezdvislé tehdy, kdyz jimi urcené
vektory jsou linearné nezavislé.

Priklad 12.2. Formulujte vétu o uréenosti podobného zobrazeni pro rovinu,
tj. eukleidovsky prostor E»/[l]

Priklad 12.3. 'V euklidovské roviné je dan c¢tverec ABCD se stiredem S.
Existuje pravé jedno podobné zobrazeni roviny ¢tverce do sebe, pfi kterém
se body A, B, S zobrazi po tadé na body D, B, C. Rozlozte toto podobné
zobrazeni na stejnolehlost a shodné zobrazeni.

Priklad 12.4. Ukazte, ze kazdé dveé paraboly jsou podobné, tzn. Ze existuje
podobné zobrazeni roviny jedné paraboly na rovinu druhé paraboly, pri
kterém se jedna parabola zobrazi na druhou.

Véta 12.4. Kazda vlastni podobnost ma pravé jeden samodruzny bod.

Proof. Nejprve dokéazeme, ze vlastni podobnost (tj. podobnost s koeficien-
tem k € R — {1}) nemuze mit vice nez jeden samodruzny bod, potom
dokazeme, ze musi mit aspon jeden. Tak nam vyjde, ze musi mit prave
jeden.

(i) Skutecnost, ze vlastni podobnost nemuze mit vice nez jeden samodruzny
bod dokazeme sporem. Necht m4 vlastni podobnost f nejméné dva samodruzné
body K a L; K & K' = K,L 5 I' = L. Potom |K'L/| = |KL|, co7 je ve
sporu s definici vlastni podobnosti (12.1)), kde k # 1. Vlastni{ podobnost
tedy nemuze mit vice nez jeden samodruzny bod.

(ii) Nyni dokazeme, ze vlastni podobnost musi mit aspon jeden samodruzny
bod. Uvazujme podobnost f s rovnici X’ = A- X + B, kde AT - A =
k%1. Jeji samodruzné body jsou potom fesenim soustavy linedrnich rovnic
odpovidajici maticové rovnici (I — A) - X = —B. Kli¢ova pro nas dukaz je
skutecnost, ze determinant matice této soustavy je pro vlastni podobnost
ruzny od nuly, |[I — A| # 0. Pokud by byl roven nule, tj. pokud by platila
rovnost |I — A| = 0, znamenalo by to, Ze feSenim charakteristické rovnice

1Své feseni porovnejte s vétou na str. m
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Al — A| = 0 (viz str. homomorfismu ¢ asociovaného s f je vlastni ¢islo
A = 1. Kdyby tomu tak bylo, existoval by (vlastni) vektor @ = @) — P, pro
jehoz obraz p(u0) = f(Q) — f(P) plati ¢(u) = u. Protoze se zobrazi sam
na sebe, neméni se jeho velikost, tj. |f(P)f(Q)| = |PQ|, coz je ve sporu
s definici vlastni podobnosti (12.1]), kde k # 1. Determinant |/ — A| tedy
nemuze byt roven nule, soustava (I — A)- X = —B je proto reguldrni a ma
praveé jedno feseni. ]
Grupa podobnosti

Mnozina vSech podobnosti eukleidovského prostoru FE, spolu s operaci
skladani tvori grupu - tzv. grupu podobnosti prostoru E,,.

12.2 Podobnosti eukleidovské roviny

Zopakujme si definici podobného zobrazeni v roviné (stru¢né podobnosti):
Zobrazeni f roviny (euklidovského prostoru Es) na sebe se nazgvd podobnou
transformact roviny (téZ podobnosti v roviné), jestlize existuje kladné redlné
¢islo k tak, Ze pro kazdé dva body X,Y roviny a jejich obrazy X', Y plati:

X'Y'| = k| XY].
Cislo k se nazyjvd koeficient podobnosti f.

Poznamky.
1. Kazdé podobné zobrazeni je afinni.
2. Podobnosti s koeficientem k = 1 nazyvame vlastni podobnosti.

Figure 12.2: Kazdou podobnost 1ze rozlozit na stejnolehlost a shodnost

Veta 12.5. Kazdou podobnost v roviné s pomérem podobnosti k 1ze rozlozit
na stejnolehlost H (S, k) a shodnost Z. Pritom stted stejnolehlosti muzeme
volit libovolné a shodnost Z je tim uréena jednoznacné.

Véta 12.6 (O urcenosti podobnosti v roviné). Kazdd podobnost v roviné je
jednoznaé¢né uréena trojihelnikem ABC' a jeho obrazem A'B'C’ takovym,
ze |A'B'| = k|AB|,|B'C'| = k|BC|,|A'C"| = k|AC|, kde k, k > 0, je
koeficient této podobnosti.

Vime, ze kazdé podobné zobrazeni eukleidovské roviny do sebe lze slozit
ze stejnolehlosti a shodnosti.
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1. Stejnolehlost H volime se stiedem v pocatku soustavy soufadnic a s
koeficientem k > 0 :

H: X~ X,

5|
I
i
5

<
I
o

=

2. Shodnost S je bud piim4a nebo nepifma:

S: X=X o =TcosaFysina+p
y = Tsina £ ycosa + q.

Vysledkem slozeni S o H je potom piima nebo nepiima podobnost.

Pirima podobnost Neprima podobnost:
¥ =krcosa — kysina +p ¥ =krcosa+ kysina+p
Yy = kwsina+ kycosa + q. y = kxsina — kycosa + q.

¥ =ax—by+p ¥ =axr+by+p

Yy =bx+ay+q. y =bxr —ay+q.

AT A= (a®>+b%) - I, k= +va®+ b?

Veta 12.7. Kazda vlastni podobnost eukleidovské roviny je bud stejnolehlost,
nebo stejnolehlost sloZend s otocenim kolem stredu stejnolehlosti, nebo ste-
gnolehlost sloZend s osovou soumérnosti, jejiz osa prochéazi stiredem ste-
jnolehlosti.
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12.3 Cviceni: Podobnosti

1. Najdeéte vsechny podobnosti euklidovské roviny, pfi kterych se bod [1, 0]
zobrazi na bod [4, —2] a bod [2,3] na bod [2, —8].  [2]

2. Eulerovymi body se nazyvaji stiedy tisecek spojujicich vrcholy trojuhelniku
s prusecikem jeho vysek.

Dokazte nasledujici tvrzeni:

Stredy stran, paty vysek a Eulerovy body libovolného trojuhelniku lezi na
jedné kruznici. (Tato kruznice se nazyjvd krunice deviti bodu, Eulerova kruznice

nebo Feuerbachova kruznice.)

3. Najdéte podobnost euklidovské roviny, pri které se zobrazi pocatek na
bod [0, 2], bod [1, 1] na pocatek a bod [2, 0] na bod [2, p]. Urcete p a najdéte
samodruzné body a sméry nalezené podobnosti.

4. Najdéte rovnice podobnosti, pii které je pocatek samodruzny a obrazem
bodu [5, —3] je bod [1, 1].

5. Urcete vSechny podobnosti, pro které jsou bod [1,1] a smér vektoru
(1,1) samodruzné.

6. Napiste rovnice vSech podobnosti zobrazujicich body [1,2] a [0, 1] po
fadé na body [3, —1], [4, 2]. RozloZte je na stejnolehlost a shodnost.

7. V roviné je dan ¢tverec ABCD se stiedem S. Urcete obraz bodu C' v
podobnosti, ktera zobrazuje body A, B, S po fadé na body B, D, C. Urcete
samodruzny bod této podobnosti.

8. Sestrojte alespon jeden trojuhelnik ABC, pro ktery plati |AB| : |[AC| =
3:5, a=60° p=1,8cm(polomér kruznice vepsané).

9. Sestrojte kosodélnik ABCD, je-li déno |[/DAB| = «, |/ABD| = e,
|AC| = e.

10. Je déna kruznice k a bod A, ktery je bodem vnéjsi oblasti kruznice k.
Sestrojte vSechny sec¢ny kruznice k, které prochazeji bodem A a pro jejichz
pruseciky X,Y s kruznici plati |AX| = 2|AY|.

11. Je dana kruznice k(S;4cm), jeji tecna t a bod M € k tak, ze |Mt| =
2cm. Sestrojte tsecku XY prochéazejici bodem M tak, aby X € kY €t a
IMX|:|MY|=3:2.
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12. Jsou dany dvé ruznobézky a, b a kruznice k tak, ze P € aNb je bodem
vnittni oblasti kruznice k. Sestrojte vSechny kruznice, které se dotykaji
primek a, b i kruznice k.

13. Dokazte néasledujici véty:

Véta 12.8 (Menelaova véta). Je dén trojuhelnik ABC a piimka p, ktera
neprochazi zadnym z bodu A, B,C, ale protina primky AB, BC,CA v
bodech C’, A’, B'. Potom plati:

(ABC") - (BCA) - (CAB") = 1.
Naopak, plati-li uvedeny vztah, body A’, B’, C’ lezi na piimce.
Véta 12.9 (Pappova véta). Necht jsou A', B', C’, D’ rovnobézné nebo stiedové
prumeéty ¢tyf navzajem ruznych bodu A, B,C,D piimky p na piimku
p'; p' # p. Potom:

(AB'C'D") = (ABCD)

Véta 12.10 (Cevova véta). Necht je dén trojihelnik ABC a bod M, ktery
nelezi na zadné z piimek AB, BC, C' A. Pruseciky ptimek AM, BM,CM s
piimkami BC, C' A, AB (ruzné od bodu A, B, C') ozna¢me postupné A’, B', C".

Potom plati:
(ABC") - (BCA) - (CAB') = —1.

Naopak, plati-li uvedeny vztah, jsou pifmky AA’, BB',C'C’ bud navzijem
rovnobézné nebo se protinaji v jediném bodé.

14. Zobrazeni f euklidovské roviny do euklidovského trojrozmérného pros-
toru je vzhledem k zvolenym kartézskym soustavam souradnic dano rovnicemi:
¥ =2x+ay—1,y =x+by+2, 2 =y+1. Urcete koeficienty a, b tak, aby
bylo zobrazeni f podobné. Jaky je koeficient tohoto podobného zobrazeni
f?

15. Urcete p,q,r tak, aby byla rovnicemi ©/ = = — 2y + 2z + 4, ¢y =
pr+2y+z—2, 2 = qrv+ry+2z—2 dana vzhledem ke kartézské soustave
soutadnic podobnost. Urcete jeji samodruzny bod a samodruzné smeéry.



Kapitola 13

Stejnolehlost

Patii mezi tzv. homotetie, tj. afinni zobrazeni, ktera maji vSechny sméry
samodruzné.

Definice 13.1. Budiz dén bod S a redlné ¢islo x (ruzné od 0 a 1). Ste-
jnolehlost H(S;k) se sttedem S a koeficientem k je zobrazeni, které
kazdému bodu X roviny pritadi bod X' tak, ze

SX' = kSX.

Figure 13.1: Stejnolehlost H(S,x = —1.5)

Pozndmka. Stejnolehlost muzeme definovat i vice popisné: BudiZ ddn bod
S a redlné ¢islo k (ruzné od 0 a 1). Stejnolehlost H(S; k) se stredem S
a koeficientem k je zobrazent, které kazdému bodu X roviny priradi bod X'
timto zpusobem:
1. Pro X =85 je X' = X,
2. Pro X # S je | X'S| = || - | XS],
pro k > 0 lezi X' lezi na poloprimce ST% a
pro k < 0 lezi X' lezi na poloptimce opacné k SX.

Pozndmka. Zobrazen{ inverzni k stejnolehlosti H(S; &) je stejnolehlost H™* <S ;

Zakladni vlastnosti stejnolehlosti H(S, k):
1. Obrazem pfimky je piimka s ni rovnobézna.
2. Obrazem tusecky AB je tsecka A'B’; |A'B'| = |k|- |AB|.

3. Obrazem polopiimky je poloptimka s ni souhlasné (x > 0) nebo nesouh-
lasné (k < 0) rovnobézn4 .
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4. Obrazem uhlu /AV B je dhel /A'V'B'; |/A'V'B'| =|/AV B|.

Priklad 13.1. Jsou dany dva ruzné body A, B a realné ¢islo A # 0, 1.
Najdéte na pitimce AB bod C tak, aby platilo (ABC) = A.

13.1 Analytické vyjadreni stejnolehlosti

Rovnice stejnolehlosti H(S;k): H : X' = kX + (1 — k)S.

Priklad 13.2. Napiste rovnice stejnolehlosti afinni roviny As, ktera zo-
brazuje bod B = [2,0,—1] na bod C' = [0,1,3] a ma koeficient k = —2.
Najdéte souradnice jejiho stredu.

Reseni v programu wrMazima:

(%i1) B:[2,0,-1]1% C:[0,1,3]% S:[s1,s2,s3]%
(%1i4) H:C-S=-2*x(B-S);

(%0d) [—s1,1— 52,3 — s3] =[-2 (2 —s1),252,—2 (—s3 — 1)]
(%15) res:solve(lhs(H)-rhs(H), [s1,s2,s83])[1];
4 1 1
(%05) [81 = g, s2 = g, 83 = g]
(%16) S:ev(S,res);
411
(%06) [ga 57 g]

13.2 Skladani stejnolehlosti

Véta 13.1 (O sklddani stejnolehlosti a translace). Zobrazeni slozené ze ste-
jnolehlosti H(S; k) a translace X’ = X + ¢ je stejnolehlost H'(Q; ), kde
Q=25+ N

1—r
Veéta 13.2 (O skladani stejnolehlosti). Slozenim dvou stejnolehlosti Hy (51, k1),
H(Ss, ko) vznikne
1. IDENTITA, jestlize k1o =1 a S1 = Sy,
2. POSUNUTI, jestlize k1ke =1 a Sy # So,
3. STEJNOLEHLOST H (S, k) s koeficientem k = k1kq, jestlize kiry # 1.
Ptitom, pro S; = 55 je také S = S7 = Ss, pro S; # S lezi bod S na piimce
5195,
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13.3 Stejnolehlost kruznic

Pro dvé kruznice k1(S1;71), ko(S2;72) s ruznymi poloméry existuji pravée
dvé stejnolehlosti, které prevadéji kruznici ky do kruznice ko: Hy(E, 179/11)
a Hao(I, —19/71) (Bod E se nékdy oznacuje jako vnéjsi stied stejnolehlosti,
bod I potom jako vnitini stfed stejnolehlosti.). Jestlize se kruznice dotykaji
v bodé T, je T' = I v ptipadé vnéjsiho dotyku a T' = E v piipadé vnitiniho
dotyku kruznic.

Figure 13.2: Stejnolehlost kruznic

Priklad 13.3. Je dana kruznice k, primka p, ktera je vnéjsi piimkou kruznice
k, a bod A € p. Sestrojte vSechny kruznice, které se dotykaji ptimky p v
bodé A a kruznice k.

Priklad 13.4. Jsou dany dvé ruznobézky a,b a bod M, ktery lezi uvnitt
jednoho jejich tthlu. Sestrojte vSechny kruznice, které prochéazeji bodem
M a dotykaji se primek a, b.

Priklad 13.5. Jsou déany dvé ruznobézky m,n a kruznice k lezici uvnitt
jednoho jejich uhlu. Sestrojte vSechny kruznice, které se dotykaji piimek
m,n 1 kruznice k.

Priklad 13.6. (Eulerova piimka) V trojihelniku ABC oznacme T téziste,

V prusecik vysek a S stfed kruznice trojihelniku opsané. Mame dokézat,

ze bud vSechny tfi body splynou v jediny, nebo jsou navzajem ruzné a lezi
1

na jedné pifmce (Eulerova pifmka) tak, ze plati (S,V;T) = —3.

Eulerova primka
kruznice trojihelniku opsané. Potom bud vsechny tyto ti body splyvaji
v jediny, nebo jsou navzajem ruzné a lezi na spolecné piimce tak, ze plati

(5,0T) = —5 Tuto primku nazyvame Fulerova primka, viz Obr. |13.3,

Figure 13.3: Eulerova piimka

K dukazu vyse uvedeného tvrzeni vyuzijeme stejnolehlost H(T, —=). Z
Obr. je patrné, ze v této stejnolehlosti se AABC zobrazi na AABC}.


https://en.wikipedia.org/wiki/Euler_line
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Figure 13.4: H(T, —%) : NABC — NA1B1Cy
Protoze vyskami (vysky ted chdpeme jako pifmky) AA; B;C} jsou osy stran
puvodniho AABC, muzeme fici, ze vysky trojihelniku ABC' se ve ste-

1
jnolehlosti H (T, —5) zobrazi na osy jeho stran. Potom se ale prusecik

vysek O zobrazi na prusecik os stran (tj. stfed kruznice opsané AABC)
S,. 7 vlastnosti stejnolehlosti plyne, ze ptislusné tri body O, S,,T lezi v

piimce a plati pro né (S,07T) = —3
Konstrukce Eulerovy piimky a jeji souvislost s kruznici deviti bodu (viz

str. |[149) je znazornéna v apletu Fulerova primka. Kruznice deviti bodu.

Priklad 13.7. (Kruznice deviti boda, téz Feuerbachova ¢i Eulerova
kruznice) V trojihelniku ABC oznac¢me V prusecik vysek, S stied kruznice
opsané, C, Ay, By stiedy stran AB, BC, C A. Necht k je kruznice prochézejici
body Ay, By, C}. Dokazte:

1) Na kruznici kg lezi téz paty Ag, By, Cy vysek vy, vy, v, a stiedy tsecek
AV BV, CV.

2) Stred kruznice ky je sttedem usecky SV, pokud S # V; pokud je S =V
splyne stied £y s bodem S.

3) Polomér kruznice kj je roven poloviné poloméru kruznice trojtihelniku
opsané.

Kruznice deviti bodu

V trojuhelniku ABC oznacme O prusecik vysek, S, stied kruznice op-
sané, C, Ay, By stredy stran AB, BC a C'A. Jestlize k4 je kruznice prochéazejici
body Ai, By a (4, potom na ni lezi také paty Ag, By, Cy vysSek v, vy, v a
sttedy tsecek AO, BO,CO. Tato kruznice se nazyva kruznice deviti bodu
(téz Feuerbachova ¢i Eulerova kruznice), viz Obr.

Stred kruznice ky je stredem tsecky S,0, jeji polomér je roven poloviné
poloméru kruznice trojuhelniku ABC opsané.

Figure 13.5: Kruznice deviti bodu

Konstrukce kruznice deviti bodu a jeji souvislost s Eulerovou primkou
(viz str. [148]) je zndzornéna v apletu Eulerova primka. Kruznice deviti
bodu.


http://tube.geogebra.org/student/mzFt25FvS
https://en.wikipedia.org/wiki/Nine-point_circle
http://tube.geogebra.org/student/mzFt25FvS
http://tube.geogebra.org/student/mzFt25FvS
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Priklad 13.8. Plati tato véta: Jsou-li dany dvé rovnobéziné usecky ruznych
délek, existuji prdavée dvé stejnolehlosti, které zobrazi proni disecku na druhou.
Dokazete je vzdy najit?

13.3.1 Mongeova véta

Jsou-li dany tfi rizné kruznice v roviné, vnitini a vnéjsi stiedy ptislusejici
kazdym dvéma z nich jsou dohromady spjaty zajimavymi geometrickymi
vztahy, viz Obr. [13.6] Ty jsou predmétem Mongeovy véty.

Figure 13.6: Mongeova véta o tfech kruznicich v roviné

Véta 13.3 (Mongeova véta). Jsou-li ky, ko, k3 tii kruznice, které maji ruzné
polomeéry a jejichz stredy nelezi v piimce, plati pro vnéjsi a vnitini stedy
stejnolehlosti kazdych dvou z nich néasledujici vztahy:

i) VSechny tii vnéjsi stiedy stejnolehlosti F1o, F13, Eog lezi v piimce.

ii) Kazdé dva vnitini stfedy stejnolehlosti a jeden vnéjsi lezi v piimce.

iii) Ti vnitini stfedy stejnolehlosti I19, I13, o3 nelezi v pifmce.

Proof. V dikazu vyuzijeme tvrzeni véty 7?7 zZe slozenim stejnolehlosti s
ruznymi stfedy vznikne pro kike # 1 stejnolehlost, jejiz stied lezi na
primce urcené stredy téchto stejnolehlosti. Pak uz staci mezi danymi
tfemi kruznicemi najit tii stejnolehlosti takové, ze jedna z nich je slozenim
zbyvajicich dvou. Dynamicky GeoGebra aplet k diukazu je na adrese
https://wuw.geogebra.org/m/osRI9mHs8. ]


https://www.geogebra.org/m/osR9mHs8
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13.4 Cviceni: Stejnolehlost

60. Do pulkruhu s prumérem AB vepiste ¢tverec K LM N tak, aby strana
K L lezela na tsecce AB a dalsi dva vrcholy M, N na dané pulkruznici.

61. Je dana piimka p, kruznice k a bod A. Sestrojte vSechny tsecky XY
tak, aby platilo: X € p, Y € k, A € XY, |[AY| = 3|AX]|.

62. Jsou dany dvé ruznobézky a,b a kruznice k tak, ze a je se¢nou a b je
vnéjsi primkou kruznice k. Sestrojte vSechny kruznice, které se dotykaji
primek a, b i kruznice k.
63. Sestrojte trojiuhelnik ABC)| je-li déno:

a) v, =5bcm, a:b:c=2:3:4,

b) «, 5, v,

c) a, B, te,

d)a:b=3:5v=060°t.= 6cm.

Stejnolehlost — Ulohy na doméci pripravu

64. Urcete p tak, aby existovala stejnolehlost se stredem [3, 2], zobrazujici
bod [1,4] na bod [2, p]. Napiste rovnice této stejnolehlosti. [2]

65. Je dana kruznice k£ a bod M uvnitt této kruznice. Sestrojte vSechny
tétivy kruznice, které jsou bodem M rozdéleny na ¢asti v poméru 2 : 3.

(1]
66. Narysujte libovolny trojuhelnik ABC. Uvnitt strany AC sestrojte bod
X a uvnitf strany BC bod Y tak, aby platilo |[AX| = |XY]| a XY || AB.
(2]



Kapitola 14

Mocnost bodu ke kruznici

14.1 Definice mocnosti bodu ke kruznici

Definice 14.1. Mocnosti bodu M ke kruznici k(S;r) rozumime reélné ¢islo
m, pro které plati:

(1) IMX|-|MY| = |m|, kde X, Y jsou pruseciky kruznice k s jeji libovolnou
secnou prochézejici bodem M.

(2) Je-li M vnéjsim bodem kruznice k, je m > 0.

(3) Je-li M vnitinim bodem kruznice k, je m < 0.

(4) Je-li M € k, je m = 0.

Figure 14.1: Mocnost bodu M ke kruznici k

Véta 14.1. Je dana kruznice k(S;r) a bod M, ktery na ni nelezi. Potom
pro libovolné dvé seény kruznice k, které prochazeji bodem M, jejichz
pruseciky s kruznici k£ oznacime X1, Y7 a X, Y5, plati

[MXq[ - [MY1]| = [MXs] - [MYs].

Veéta 14.2. Necht je ddna kruznice k(S;7) a bod M. Potom pro mocnost
m bodu M ke kruznici k plati

m=d* —r?

kde d = |M S| je vzdélenost bodu M od stfedu kruznice k.

Veta 14.3. Necht M je vnéjsi bod kruznice k(S;r), m jeho mocnost ke
kruznici k. Jestlize T je dotykovy bod teény vedené z bodu M ke kruznici
k, tak plati |MT|*> = m.
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14.2 Chordala a potencni stied

Véta 14.4 (Chordéla dvojice kruznic). Necht jsou ky(St;71), ko(So;72) dvé
nesoustiedné kruznice. Mnozina bodu X, které maji k obéma kruznicim
stejnou mocnost, je primka h L S7S55. Jestlize kruznice k1, ko maji spolecny
bod M, potom piimka h prochazi timto bodem.

Poznamka. Ptimka h, ktera je mnozinou bodu X, majicich stejnou moc-
nost k nesoustiednym kruznicim ki, ks se nazyva chordala (téz potenéni
primka) kruznic ky, ko.

Pozndmka. Bod, ktery ma ke tfem vzdjemné ruznym kruznicim stejnou
mocnost se nazyva potenéni bod (téz potenéni stied).

Figure 14.2: Chordala h kruznic kq, ko, potenéni bod P kruznic kq, ko,

Analytické vyjadieni chordaly

Chordalu kruznic k1 (S1[my, n1],71), ko(S2[mse, nsl, r2) s rovnicemi ky : (x—
mi)?+(y—n1)?=rfaky: (x—m)?+ (y—n2)? = 73 miZeme analyticky
vyjadrit rovnici:

(x — m1)2 + (y — n1)2 - 7“% = (ZC - m2)2 + (y - ?”LQ)Q — 7“% (141)
Priklad 14.1. Sestrojte chorddlu dvou nesoustirednych kruznic ki, ks, které
nemaji spolecny bod.

Priklad 14.2. Urcete analyticky mnozinu vSech bodu roviny, které maji ke
dvéma danym kruznicim stejnou mocnost.

Priklad 14.3. Sestrojte kruznici k, ktera prochazi danymi body A # B a
dotyka se dané primky ¢.
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14.3 Cviceni: Mocnost bodu ke kruznici

67. Je dan thel ZAV B a uvnitf ného bod M. Sestrojte kruznici, ktera
prochézi bodem M a dotyka se ptimek AV, BV.

68. Obdélnik ma velikosti stran a,b. Mame sestrojit
a) libovolny obdélnik stejného obsahu,
b) obdélnik stejného obsahu, jehoz jedna strana ma danou velikost c.

69. Jsou dany dvé nesoustiedné kruznice kq, ko a primka p. Na této primce
urcete bod P tak, aby tec¢ny z ného vedené ke kruznicim k1, ks mély stejnou
délku.

70. Sestrojte kruznici, kterd se dotyka dané kruznice k(S;7) a prochézi
dvéma ruznymi body A, B, které lezi vné dané kruznice k.

71. Je dén lichobéznik ABCD se zakladnami AB, CD, |AB| > |CD|.
Uvniti tsecky AD sestrojte bod P a uvnitt tdsecky BC bod @ tak, aby
platilo zaroven PQ||AB a PC||AQ.

72. Sestrojte lichobéznik ABCD, jsou-li ddny délky jeho ramen |BC| =
4.5¢m, |[DA| = 3cm a velikost 75° thlu, ktery sviraji piimky BC a AD,
plati-li navic |AB||C'D| = |AC*.
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Kapitola 15

Inverze

V této kapitole se nejprve seznamime s inverzi jako takovou, potom se
zaméiime na jeji konkrétni priklady, sférickou inverzi v trojrozmérném
prostoru a kruhovou tnverzi v roviné. Kruhové inverzi se budeme podrobné
vénovat i v pisti kapitole. Otézka inverzi je pojednana v [16] na str. 83-92.

Definice 15.1 (Inverze). Inverze se stiedem S a koeficientem  (k # 0) v
eukleidovském prostoru E, je zobrazeni mnoziny E, — {S} na sebe, které
kazdy bod X zobrazi na bod X' tak, ze

a) pro £ > 0 jsou polopiimky SX,SX’ totozné, pro K < 0 jsou potom
opacné,

I

b) 15X] = 557

Je ziejmé, ze body S, X (vzor) a X' (obraz) jsou kolinedrni. K urceni
inverze staci zadat stred S a dvojici bodu, napt. A, A’, ve vztahu vzor a
obraz.

Pozndmka. Definice inverze je na prvni pohled analogicka s definici ste-
jnolehlosti. Definice téchto dvou zobrazeni v eukleidovském prostoru se lisi

akorat ve vztahu mezi vzdalenostmi |SX'| a |SX|. Zatimco u stejnolehlosti
je |SX'| ptimo umeérna [SX| (tj. |SX'| = k|SX], kde k je koeficient ste-
K

|SX|

jnolehlosti), u inverze je |SX'| nepfimo tmérna [SX| (tj. |SX'| =
kde k je koeficient inverze).

Priklad 15.1. Dokazte, ze zobrazeni v roviné, jehoz princip je naznacen na
Obr. (kruznice k£ mé stfed S a polomér r; body X, X' a S lezi v
piimce p), spliiuje definici inverze.
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Figure 15.1: Inverze v roviné

Reseni: 7 %Odobnosti trojihelniku ASXP ~ ASQX' vyplyva vztah
, r

|SX'| = SX|°

a koeficientem x = r?, kde r je polomér dané kruznice k. Jednd se o

tzv. kruhovou inverzi uréenou kruznici k. Tomuto zobrazeni se budeme

podrobné vénovat v kapitole [16 Tam si také uvedeme jesté jeden mecha-

nismus prifazeni obrazu danému bodu v kruhové inverzi.

Zobrazeni tak splnuje definici inverze dané stredem S

15.1 Sféricka inverze

Nyni uvazujme trojrozmérnou variantu Obr. [15.1], kde misto kruznice k fig-
uruje sféra (kulova plocha) w se sttedem S a polomérem r a misto pfimky p
je déana rovina p prochézejici bodem S, kolmo na spojnici dvou diametralné

protilehlych bodu (pdla) P, Q, viz Obr. [15.2]

Figure 15.2: Inverze v prostoru — Sféricka inverze

Jednd se o tzv. sférickou inverzi urcenou sférou (kulovou plochou) w
se sttedem S a polomérem r. Opét, tak jako v ptipadé rovinné varianty z
piikladu [I5.1], neni obtizné dokézat, ze toto zobrazeni piitazujici bodu X €
p obraz X' € p spliiuje definici [15.1] Postup tohoto piifazeni lze pfitom
popsat pomoci slozeni dvou zobrazeni, z nichz jedno je tzv. stereograficka
projekce a druhé je zobrazeni k této projekci inverzni.

15.2 Stereograficka projekce

Pojednéni o tomto zobrazeni a jeho vlastnostech lze najit napt. v [8]. Zde
je také uvedena informace, Ze se stereografickym prumeétem pracoval jiz
Hipparchos kolem roku 150 pt. n. 1.

Figure 15.3: Stereograficka projekce


https://cs.wikipedia.org/wiki/Hipparchos
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Definice 15.2 (Stereograficka projekce). Stereograficky prumeét kulové plochy
je stfedovym prumétem kulové plochy pro stred promitani S lezici na
kulové plose w a pro prumétnu 7 rovnobéznou s tecnou rovinou kulové

plochy ve stfedu promitani S, viz Obr. [15.3] [§]

Poznamka. Prumeétna 7 se vétsinou voli tak, jak je zndzornéno na Obr.[15.3],
tj. prochazi stredem O kulové plochy kolmo na piimku OS.

Stereografickd projekce ma dveé dulezité vlastnosti:

(1) Kruznice kulové plochy w se promitaji opét do kruznic, viz Obr. (15.4]

Figure 15.4: Obrazem kruznice je opét kruznice

(2) Uhel dvou kiivek kulové plochy w se u jejich obrazii zachovava (zo-
brazeni, kterd zachovéavaji velikost uhlu nazyvame konformni), viz

Obr. [15.5

Figure 15.5: Velikost ihlu se zachovava

15.3 Vybrané vlastnosti sférické inverze

Podivame-li se zpét na Obr. vidime, ze sférickou inverzi lze slozit ze
dvou zobrazeni. Bod X se nejprve zobrazi na bod X; prostrednictvim in-
verzniho zobrazeni ke stereografické projekci z bodu P na rovinu 7, potom
se bod X zobrazi na X’ ve stereografické projekci z bodu @) na rovinu 7.

Inverze je tnvolutorni zobrazeni, to znamena, ze je-li obrazem bodu X
bod X', je obrazem bodu X’ bod X.

Pritom body uvnitt sféry (v ptipadé kruhové inverze pak kruznice) se
zobrazuji vné, a naopak body vné sféry (kruznice) se zobrazuji dovnitf.
Body sféry (kruznice) jsou potom samodruzné.

Snadno ovérime skutecnost, ze priblizuje-le se bod X ke stfedu S inverze,
jeho obraz X' se neomezené vzdaluje. Prirozené se tak nabizi myslenka,
ze obrazem bodu S, ktery je v definici z eukleidovskOho prostoru
vynat, je bod v nekone¢nu. Tuto myslenku precizuje zavedeni tzv. Maobiova
prostoru, viz napt. [16], str. 85 (August Ferdinand Maobius, 1790-1868).


https://en.wikipedia.org/wiki/August_Ferdinand_M%C3%B6bius

142 KAPITOLA 15. INVERZE

Mobiovym prostorem rozumime eukleidovsky prostor E, rozsiteny o tzv.
nevlastn bod (tj. bod v nekone¢nu). Znacime ho M, = E, U {cc}. Tento
nevlastni bod je potom v Md6biové prostoru obrazem stiedu inverze S.



Kapitola 16

Kruhova inverze

Definice 16.1. Kruhova inverze urc¢end kruznici w(S,r) (viz Obr. [16.1)) je
zobrazeni, které kazdému bodu X # S prifadi bod X’ timto zpusobem:
(1) X' e = SX,

(2) [SX]|-|SX'| = r%

Figure 16.1: Kruhové inverze

Z definice vyplyva, ze kruhova inverze je involutorni zobrazeni, tj. obrazem
bodu X’ je bod X.

Otazkou je, jak toto zobrazeni konstrukéné provéstﬂ Na Obr. je je-
den mozny zpusob, zalozeny, jak uz vime, na projekcich z bodu P a (). Ob-
vykle se vsak pouziva jiny zpusob, zalozeny na Eukleidové vété o odvésné.
Nyni se s nim pomoci Obr. seznamime. Jestlize T' je bod dotyku te¢ny

Figure 16.2: Kruhova inverze — konstrukce obrazu bodu X

kruznice w vedené z bodu X, je AXST pravouhly trojihelnik s pfeponou
X S. Potom pro patu Y vysky sestrojené z vrcholu 1" na preponu X.S dle
FEukleidovy véty o odvésne pravouhlého trojuhelniku plati

1SY |- |SX| = r?.

Je tedy zrejmé, ze bod Y je obrazem bodu X v souladu s definici [16.1}
Prislusnou konstrukci proto muzeme pouzit k sestrojeni obrazu bodu v

1P#i rysovéni v GeoGebie tuto otdzku fesit nemusime. Program mé implementovan néstroj Kruhovd inverze. P¥i jeho
pouziti stac¢i zadat bod, ktery chceme zobrazit a urcujici kruznici.
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kruhové inverzi. Pritom je tieba mit na pameéti, ze kruhova inverze je
involutornim zobrazenim. Obrazem bodu Y (vnitini bod kruznice w) je
tedy naopak zase bod X (vnéjsi bod kruznice w). Pro tplnost pfipomenme,
ze body kruznice w jsou samodruzné, zobrazi se samy na sebe, opét v

souladu s definici [16.1].

16.1 Vybrané vlastnosti kruhové inverze

Kruhova inverze je prikladem nelinedrniho zobrazeni, nejedna se o afinni
zobrazeni, piimka se az na specialni piipady nezobrazuje na piimku (piimky,
které neprochéazeji sttedem inverze, se zobrazuji na kruznice).

Z definice inverze je patrné, ze vnitini body urcujici kruznice (sféry) se
zobrazuji na vnéjsi body a naopak.

Inverze je tzv. konformni zobrazeni, tj. zachovava velikost uhlu.

Jak je na tom kruhova inverze se samodruznyms utvary? Samodruznymi
body jsou body urcujici kruznice. Samodruznymi piimkami jsou ptrimky
prochézejici stredem inverze. Samodruzné jsou ty kruznice, které orto-
gonalné protinaji urcujici kruznici.

Nyni si tyto vlastnosti uvedeme formou vét (jejichz dukaz je vsak vétsinou
prenechan ¢tenarfi).

Veéta 16.1. Vnitini body urcujici kruznice se zobrazi na vnéjsi body této
kruznice a naopak, vnéjsi body se zobrazi na vnitini.

Véta 16.2. Jestlize jsou A, B’ obrazy bodu A, B v kruhové inverzi, jejiz
stfed S nelezi na piimce AB (viz Obr. [16.3)), potom |/SAB| = |/SB'A'|.

Figure 16.3: |£/SAB| = |£/SB'A’|

Proof. 7 definice kruhové inverze vyplyva |SA| - |SA| = |SB'| - |SB| = r?,

S _|sB
5B T 154
pii vrcholu S, jsou podle véty sus podobné. ]

Protoze trojihelniky ABS a B’A’S maji spolec¢ny thel

Véta 16.3. Body piimky prochazejici sttedem inverze S se zobrazuji opét
na tuto primku. S vyjimkou stiedu S.
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Véta 16.4. Obrazem pirimky p, kterd neprochazi stfedem inverze S, je
kruznice p’ prochéazejici stifedem S. Kromé bodu S.

Véta 16.5. Obrazem kruznice prochézejici sttedem inverze S (kromé bodu
S) je ptimka, kterda neprochazi sttedem inverze S.

Figure 16.4: Obrazem pifmky p je kruznice p’ a naopak.

Proof. Pti znalosti Thaletovy kruznice lze tuto vétu dokézat jako dusledek

vety [16.2 viz Obr. [16.4] ]
Véta 16.6. Obrazem kruznice, kterd naprochézi stredem inverze S je kruznice.

Figure 16.5: Obrazem kruZnice k, kterd neprochézi stfedem S, je kruznice k' a naopak.

Proof. K dukazu lze vyuzit mocnost bodu ke kruznici, konkrétné mocnosti

bodu S ke kruznicim k a k', viz Obr. [16.5| O

Poznamka. Na Obr. je patrna jedna typickd vesmeés vSak opomijend
vlastnost kruhové inverze, ze obrazem stiedu kruznice k neni stied kruznice
k', viz body O a O’ na obrazku.

Véta 16.7. Nutnou a postacujici podminkou, aby kruznice k se sttedem O,
ruznd od uréujici kruznice w, byla v kruhové inverzi samodruznd je, aby
ortogonalné protinala urcujici kruznici inverze w.

Figure 16.6: Samodruzna kruznice k ortogonalné protind urcujici kruznici w.

Proof. K dikazu opét vyuzijeme mocnost bodu ke kruznici, konkrétné moc-

nost bodu S ke kruznici k, viz Obr. [16.0] ]

Poznamka. Na Obr. opét stoji za pozornost fakt, ze ackoliv se kruznice
k zobrazuje sama na sebe, jeji stred O se zobrazuje na jiny bod O'.
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Véta 16.8. Necht jsou a,b dvé kruznice nebo piimka a kruznice, které se
dotykaji. Potom:

a) Jestlize se dotykaji v bodé T" # S, kde S je stied inverze, potom se
dotykaji i jejich obrazy v bodé T”, ktery je obrazem bodu T

a) Jestlize se dotykaji ve stfedu inverze S, potom jsou jejich obrazem
piimky o’ || &'

Figure 16.7: Zachovani incidence v kruhové inverzi

16.2 Analytické vyjadreni kruhové inverze

Pti odvozeni analytického vyjadieni kruhové inverze se sttedem S a koefi-
cientem x vyjdeme z Obr. [16.8] kde je uvazovana inverze zadana urcujici
kruznici w se stiedem S a polomérem r (vime, Ze plati r*> = k). Vztah
mezi body S, X a X’ muzeme v kazdém okamziku popsat rovnosti

1SX'| =k -|SX]|, (16.1)
ktera sice pripomina stejnolehlost, lisi se vSak od ni tim, ze hodnota k£ neni

konstantni, ale zavisi na X (misto k by asi bylo vhodnéjsi psat k(X)).

Vime prece, ze kruhova inverze je definovana vztahem
K

|1SX'| = 5X| (16.2)
Déme-li vztahy (16.1) a (16.2)) dohromady, dostaneme pro k vztah
K

Nyni staci rovnost ((16.1]) prepsat do tvaru X' —S = k- (X — 5), odkud po
dosazeni z (|16.3) odvodime konecné analytické vyjadireni kruhové inverze.
Pro obraz X’ bodu X v kruhové inverzi se sttedem S a koeficientem & tak
plati

X’:S+ﬁ-(){—5), (16.4)
pripadné
2
r

pro urcujici kruznici w se stiredem S a polomérem r.
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Figure 16.8: Analytické vyjadieni kruhové inverze.

16.3 Cviceni: Kruhova inverze

1. V jaky utvar prevede kruhova inverze kruznici a jeji dvé tecny, které
jsou
a) ruznobézné, b) rovnobézné?

2. Prozkoumejte obrazy téchto dvou utvaru v kruhové inverzi:
a) dvé na sebe kolmé piimky, b) kruznice a primka, kterd prochézi jejim
sttedem.

3. Je déna primka p, kterd protinda danou kruznici £ v bodech K, L a je
dan bod B, lezici mimo pfimku p i kruznici k. Bodem B vedte kruznici,
ktera se dotyka p i k.

4. Sestrojte kruznici prochézejici danymi body A, B a dotykajici se dané
kruznice k; body A, B jsou vnéjsi body kruznice k.

5. Jsou dany tii kruznice kq, ko, k3, které se navzajem protinaji a vSechny
prochézeji bodem O. Sestrojte kruznici k, kterd se dotyka kruznic kq, ko,
ks.

6. Jsou dany tfi kruznice ki, ko, k3, z nichz se kazdé dvé zvenku dotykaji.
Sestrojte kruznici k, dotykajici se danych kruznic.

7. Jsou dény dveé dotykajici se kruznice k1, ks a piimka p. Sestrojte kruznici,
ktera se dotyka kruznic kq, ko a primky p.

8. Jsou dany dvé primky pq, ps a kruznice k, ktera se dotyka primky p;.
Sestrojte kruznici, ktera se dotyka primek p, ps a kruznice k.

9. Jsou dany dveé dotykajici se kruznice k1, ko a primka p. Sestrojte kruznici
se stfedem na primce p, ktera se dotyka kruznic kq, ks.

10. Jsou dany tti kruznice kq, ko, k3, z nichz k; a ko se protinaji v bodech
A, B; ks lezi vné ki i ky. Sestrojte kruznici k, ktera se dotykd kruznic
k1, ko, k3.

11. V roviné je dén trojuhelnik ABC. Najdéte stred kruhové inverze zo-
brazujici bod A na bod B, je-li bod C' samodruzny.
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12. Urcete stied kruhové inverze s koeficientem 2, pii které se bod [1, 0]
zobrazi na bod [2,0].

13. Existuje kruhova inverze, pii niz jsou body [—1, 0], [1,0] samodruzné
a bod [0, 0] se zobrazi na bod [0, 1]7 Pti kladné odpovédi urcete stied této
inverze, koeficient a analytické vyjadreni.

14. Pii kterych kruhovych inverzich se zobrazi bod [0, 1] na bod [0, 9] a bod
2, 0] do vlastniho bodu na ose 7 Urcete vzdy stfed a koeficient inverze.

15. V omezené nakresné je dana piimka ¢ a na ni pristupny bod 7. Dale

je dan neptistupny bod M = pNq; p, q jsou primky. Sestrojte kruznici k,
ktera prochazi bodem M a primky ¢ se dotyka v bodé T.

16. V omezené nakresneé sestrojte stied S kruznice k prochazejici neptistupnymi
body A = xNy,B = uNuv a piistupnym bodem C' (x,y,u,v jsou dané
pristupné piimky).



Appendix A

Stfedové promitani v Es

Stredové promitani patii mezi zobrazeni zvand kolineace. Kolineace je ne-
jobecnéjsim moznym zobrazenim, které zachovava linearitu geometrickych
utvara, [1].

Existuji ruzné druhy kolineaci. Z kurzu deskriptivni geometrie je zndma
stredovd kolineace, viz dodatek [B] str. [175]

Uvazujeme stiedové promitdni v prostoru Es nebo v prostoru Ejz. Ne-
jprve si probereme podobu stfedovych prumeétu zakladnich dtvaru pii stie-
dovém promiténi prostoru E5 do roviny 7 se stiedem S (S & ).

A.1 Zobrazeni bodu

Viz Obr. [A.1] Vlastn{ bod se zobrazi opét na vlastni bod (4 — A’), nebo,
pokud lezi v roviné p prochézejici sttedem S rovnobézné s prumétnou T,
zobrazi se na nevlastni bod (B — B. ). Nevlastni bod (tj. smér piimky
v E3) se zobrazi na vlastnf bod, tzv. béinik (Uy, — U’), nebo, pokud
pitmka lezi v roviné p prochézejici stredem S rovnobézné s prumétnou ,
zobrazi se sam na sebe, tj. opét na nevlastni bod.

Figure A.1: Stiedové priiméty bodu v Es.

A.2 Zobrazeni primky

Viz Obr. [A.2 Pifmka se zobrazi opét na piimku (a — a/, bod P je
samodruzny, nazyvame ho stopnik dané piimky), nebo, pokud je ptimkou
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promitaci, tj. prochazi sttedem S, zobrazi se na bod (¢ — @’). Piimka
lezici v roviné p prochéazejici sttedem S rovnobézné s prumétnou m se po-
tom zobrazi na nevlastni pfimku roviny 7 (u — u.) sdm na sebe, tj. opét
na nevlastni bod.

Figure A.2: Stfedové priiméty pifmky v Es.

Zajimava je otazka, jak vypadaji stredové prumeéty dvou rovnobézek.
Jak dokumentuje Obr. [A.3] stfedovymi pruméty dvou rovnobézek jsou

Figure A.3: Stiedové priiméty rovnobézek v F3 nejsou rovnobézné.

obecné dvé ruznobézky (a — a',b — b;a || b,d't'), jejichz spole¢nym
bodem je 1béznik (bod U’ na Obr. [A.3)), obraz nevlastniho bodu (sméru)

téchto rovnobézek.

A.3 Zobrazeni tsecky

Poznamenejme pouze, ze obrazem usecky ve stredovém promitani nemusi
byt usecka. Jak vidime na Obr. [A.4] tsecka AB v obecné poloze se zo-
brazi na usecku A’'B’, zatimco tsecka DC, kterd je kolmé k prumétné m a
jejiz jeden krajni bod D lezi v roviné p prochazejici stredem S rovnobézneé
s prumétnou 7, se zobrazuje na polopiimku s po¢atecnim bodem D', jejiz
smér je dle orientace uvedené na obrazku urcen nevlastnim obrazem D,

bodu D.

Figure A.4: Stfedové priméty bodu v Es.

A.4 Zobrazeni roviny

Viz Obr. [A.5 Pokud je rovina promitaci, tj. prochazi bodem S, je jejim
stfedovym prumétem piimka, jeji stopa (¢ — p¥). V obecném piipadé je
pak stfedovym prumétem roviny celd prumétna m (o — m). Prusecnici
roviny s prumétnou nazyvame stopou roviny (piimky p® a p? na obrézku).
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Nevlastni primka roviny se promita do tzv. ubézZnice. Ubéznici rovniny «
je piimka u'®.

Figure A.5: Stiedové priiméty roviny v Es.
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Appendix B

Stredova kolineace

B.1 Puvod stredové kolineace

Jak naznacuje Obr. [B.1], stfedova kolineace (se sttedem S), jako vzdjemné
jednoznac¢né zobrazeni Fy na sebe, je vysledkem stiedového primétu (se
stfedem S’) sttedového promiténi (se sttedem S7) mezi dvéma ruznobéznymi
rovinami v prostoru Fjs.

Figure B.1: Vznik stfedové kolineace

Definice B.1 (Stfedova kolineace). Stfedovou kolineaci (téz perspektivni
kolineaci, osovou kolineaci ¢i homologii) rozumime vzajemné jednoznacné
zobrazen{ roviny Ey téchto vlastnosti (viz Obr. [B.2)):

1. Spojnice odpovidajicich si bodu prochézeji pevnym bodem - stifedem
kolineace.

2. Prusecik odpovidajicich si ptimek lezi na pevné piimce - ose kolineace.
3. Incidence se zachovava.

Figure B.2: Zobrazeni bodu ve stiedové kolineaci se stfedem S a s osou o

Pozndamka. Tti kolinedrni body (tj. tii body na piimce) prejdou timto
zobrazenim opét v body kolinearni - proto KOLINEACE.

Pozndmka. Stredova kolineace je urcena:

- osou o (samodruznd piimka)
- sttedem S (samodruzny bod)
- dvojici odpovidajicich si bodu A, A’; S € AA" nebo piimek p, p'; S &
/
b,p.

153



154 APPENDIX B. STREDOVA KOLINEACE

Priklad B.1. Ve stredové kolineaci urcené osou o, stredem S a dvojici bodu
A, A’ sestrojte:

a) obraz bodu X,

b) obraz ptimky p.

Priklad B.2. Ve stredové kolineaci urcené stiedem, osou a jednim parem
odpovidajicich si primek sestrojte:

a) obraz bodu B,

b) obraz ptimky m.

Véta B.1. Stied a kazdy bod osy kolineace jsou jejimi samodruznymi body.

Osa kolineace a kazda piimka prochazejici jejim stiedem jsou samodruzné
primky.

Véta B.2. Kolineace je urcena, je-li dan jeji stted, osa a jeden par odpovidajicich
si bodi nebo primek, jez nejsou incidentni ani se stfedem, ani s osou
kolineace.

Charakteristika kolineace

(SA1AA') = (SBiBB') = A

Priklad B.3. Stredova kolineace je urcena stfedem, osou a dvojici sobé
odpovidajicich bodu. Sestrojte obraz nevlastniho bodu U, piimky p.

Reseni: Viz Obr. [B.3l
Figure B.3: Zobrazeni nevlastniho bodu piimky p ve stiedové kolineaci se stifedem S a s osou o

Ubéznik a ubéznice

e Ubéznik je bod, ktery je v dané kolineaci obrazem nevlastniho bodu

(viz bod U’ na Obr. B.3)).

e Ubéznice je primka, ktera je obrazem nevlastni primky.

Priklad B.4. Ub&znice je rovnobéznd s osou kolineace. Dokazte.

Reseni: Dukaz zalozime na skuteénosti, ze osa kolineace je pifimkou samodruznych
bodu. Protoze ubéznice je obrazem nevlastni piimky, nemuze mit s osou
kolineace jiny spolec¢ny bod nez bod nevlastni.
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Priklad B.5. Sestrojte tibéznici v kolineaci dané sttedem, osou a
a) parem odpovidajicich si bodu,
b) parem odpovidajicich si primek.

Resend: Resenf ad a) viz Obr. [B.4

Figure B.4: Zobrazeni tibéznice v’ ve stiedové kolineaci se stfedem S a s osou o

Priklad B.6. Ve stredové kolineaci najdéte alespon jeden bod V, jehoz
obrazem je nevlastni bod.

Véta B.3. V kolineaci existuji dvé ubeznice (1. a 2. ibéznice nebo ibéznice
a protiubéznice). Vzdalenost stfedu kolineace od jedné z nich je rovna
vzdélenosti osy kolineace od druhé z nich; pfitom bud obé tyto ibéznice
lezi mezi stfedem a osou kolineace, nebo stfed a osa kolineace lezi mezi
témito ibéznicemi.

Véta B.4. Kolineace je urcena stredem, osou a jednou tubéznici.

Priklad B.7. Ve stfedové kolineaci urcené stiedem S, osou o a tbéznici u
sestrojte obraz bodu A.

Veta B.5. Dvojpomeér se kolineaci zachovava.

Priklad B.8. Stred tsecky se kolineaci vétsinou nezachovava. Ukazte.

Priklad B.9. Stredova kolineace je dana stfedem S, osou o a dvojici bodu
B, B.. Najdéte obraz bodu A.

B.2 Kolineace kruznice a kuzelosecky

Kuzelosecce odpovida v kolineaci zase kuzelosecka. Obrazem kruznice v
kolineaci tak muze byt elipsa, parabola nebo hyperbola. Na ¢em to zavisi?

Priklad B.10. Sestrojte elipsu, ktera odpovida kruznici k£ v kolineaci dané
osou, stfedem a uibéznici.
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Pti konstrukci obrazu kuzelosecky v kolineaci vyuzivame nasledujici
vlastnosti:

1. Te¢na kuzelosecky k prejde kolineaci v teénu kuzelosecky k'.

2. Dvojpomeér se kolineaci zachovava.

3. Primkam rovnobéznym s osou kolineace odpovidaji pfimky téhoz sméru.
4. Kuzelosecky k, k' odpovidajici si v kolineaci maji spolecné pruseciky s
osou kolineace a spoleéné tecny vedené k nim ze stredu kolineace.

5. Polarni vlastnosti kuzelosecek:

- Je-li primka p polarou bodu P vzhledem ke kuzelosecce k, pak body
dotyku T3, T, tecen kuzelosecky k z bodu P jsou pruseciky p s k.

- Bod P indukuje na kuzelosecce involuci.

- Dva body, z nichz kazdy lezi na polare toho druhého vzhledem k téze
kuzelosecce, se nazyvaji sdruzené poly.

6. Primér kuzelosecky

- Kazda vlastni primka, jejiz pdl je bod nevlastni.

- Spojnice bodu dotyku dvou rovnobéznych te¢en kuzelosecky (kromé paraboly).
- Spojnice pruseciku dvou tecen kuzelosecky se stredem tsecky uréené body
dotyku téchto tecen s kuzeloseckou.

- Spojnice stfedu dvou rovnobéznych tétiv.

- Kazda piimka prochéazejici sttedem kuzelosecky (stfedové).

7. Stred kuzelosecky

- Pro stredové kuzelosecky (elipsa, hyperbola) je to pdl nevlastni piimky.
Pél nevlastni primky vzhledem k parabole je bod dotyku nevlastni primky
s parabolou.

Priklad B.11. Sestrojte parabolu, ktera odpovida kruznici & v dané kolin-
eacl.

Priklad B.12. Sestrojte hyperbolu, kterd odpovida kruznici k£ v dané ko-
lineaci.

Priklad B.13. Sestrojte kuzelosecku, znate-li tii jeji body a dvé tec¢ny.
Resend: Viz Obr. [B.5

Figure B.5: Konstrukce kuzelosecky (elipsy) z danych 3 boda a 2 tecen

Priklad B.14. St¥edova kolineace v E5 je ddna osou o: y = 0, stfedem
S =< 1,0,a > a dvojici bodu B =< 1,0,b >, B, =< 0,0,0 > . Volte
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hodnoty parametri a,b,r tak, aby obrazem kruznice z? + y?> = r? byla
postupné parabola, hyperbola a elipsa. Sestrojte.
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Appendix C

Osova afinita v roviné

Urceni osové afinity. Charakteristika a rovnice osové afinity. Elace. Zakladni
afinity. Involuce.

C.0.1 Zakladni afinity

Zakladnimi afinitami nazyvame afinity, jejichz vSechny samodruzné body
tvofi nadrovinu prostoru A,. Piiklady zakladnich afinit jsou osova afinita
v Ay, osova soumérnost v Ey nebo rovinova soumérnost v Es.

Zakladni afinita takova, ze piimka spojujici vzor a obraz je rovnobézna
s nadrovinou samodruznych bodi, se nazyva elace.

Figure C.1: Osova afinita v roving, jejiz smér je rovnobézny s jeji osou, jako piiklad elace

Osovéa afinita je urc¢ena osou o, smérem s a charakteristikou x. Smeér
a charakteristika jsou vétsinou zadany dvojici sobé odpovidajicich bodu

A A

Priklad C.1. V osové afinité urcené osou o a dvojici sobé odpovidajicich

bodu A, A’ zobrazte bod X a piimku p.

Resent: Viz Obr.. Pti urceni obrazu bodu a primky vyuzijeme

Vlastnosti osové afinity

(1) Pfimka spojujici sobé odpovidajici body je rovnobézna se smérem afin-
ity.

(2) Sobé odpovidajici primky se protinaji na ose afinity.

(3) Incidence se zachovava.

(4) Osa afinity a piimky rovnobézné se smérem afinity jsou samodruznymi
primkami.
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Figure C.2: Osov4 afinita v roviné,feseni ptikladu

Postupujeme tak, ze sestrojime piimku p = jﬁ a urcime jeji prusecik [
s osou afinity o. Z vlastnosti (2) vyplyvd, ze piimka p’, kterd je obrazem
primky p, také prochazi bodem I. Z vlastnosti (3Lpz>1k plyne, ze p’ prochézi
rovnéz bodem A’. Sestrojime tedy primku p’ = A’f. Obraz bodu X, bod
X', pak urcime podle vlastnosti (1) jako prusecik p’ s primkou jdouci bodem

X rovnobézné s AA’.

Charakteristika osové afinity
Charakteristikou osové afinity x rozumime délici pomér

(A'AA)) = &,

kde body A, A" jsou ve vztahu vzor a obraz a bod A; je prusecik piimky
AA'" s osou afinity o, viz Obr.[C.2] Charakteristika osové afinity je rovna
jejimu modulu, proto se k nazyva také modul osové afinity.

Pozndmka. Osova soumérnost v roviné je zvlastnim piipadem osové afinity,
jejiz smér § je kolmy na osu o (§Lo) a jejiz charakteristika x je rovna —1
(k= —1).

Priklad C.2. Je déna piimka o, trojihelnik ABC' a dvojice bodu X, X’.

Sestrojte obraz trojuhelnika ABC v osové afinité s osou o, v niz je obrazem
bodu X bod X'.

Véta C.1. Rovnobézné piimky a||b se v osové afinité zobrazi opét na rovnobézné
piimky a'||b'.

Proof. Dukaz provedeme sporem. Predpokladame, ze obrazy rovnobéznych
piimek jsou ruznobézky. Dostaneme se do sporu s definici charakteristiky
afinity:. ]

Veéta C.2. Délici pomeér se v osové afinité zachovava, tj. (ABC) = (A'B'C").
Dusledky véty [C.2;
1) Stied usecky se zobrazi zase na stied usecky.

2) Zachovéava se usporadani bodu na piimce.
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Priklad C.3. Je ddna piimka o a trojuhelnik ABC. Sestrojte obraz A'B'C’
trojuhelnika ABC v takové osové afinité s osou o, aby byl trojihelnik
A’'B'C’ rovnostranny.

(Postup konstrukce viz http://tube.geogebra.org/student/mni2IYH1c)

Véta C.3. Necht P je obsah trojthelnika ABC a P’ obsah jeho obrazu

A'B'C" v osové afinité s charakteristikou k. Potom P’ = |k| - P.
Z vyse uvedenych vét [C.1] [C.2] [C.3| plyne, Ze osova afinita ma nasledujici
invarianty.

Invarianty osové afinity
(1) Rovnobéznost primek.

(2) Délici pomer.

(3) Pomeér obsahu obrazcu.

Charakteristika zakladni afinity
Charakteristiku pritazujeme kazdé zakladni afinité, ktera neni elaci. Plati

k= (X'XX)),

kde X7 je prusecik W s nadrovinou samodruznych bodu uvazované zakladni
afinity.
Zakladni afinita jako involuce

Involutorni zobrazeni, téz involuce, je kazdé zobrazeni afinniho bodového
prostoru na sebe, které neni identitou, ale slozeno samo se sebou je identité
rovno.

Zakladni afinita je involuci tehdy, kdyz neni elaci a jeji charakteristika
je rovna —1.

C.0.2 Cviceni — Osova afinita

1. Pomoci vysledku Piikladu dokazte tvrzeni: TézZnice trojuhelnika se
protinaji v jednom bode, ktery je deli v pomeru 1 : 2.

2. Dokazte Vetu [C.3l
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Appendix D

Vybrané véty projektivni geometrie

D.1 Pappova véta o Sestitthelniku

Nasledujici vétu poprvé dokazal Pappos z Alexandrie kolem roku 300 n. 1.
Jeji vyznam pro zaklady projektivni geometrie byl vsak rozpoznan az v 17.
stoleti, [2].

Véta D.1 (Pappova véta o Sestiihelniku). Jestlize A, C, E je trojice ko-

linedrnich bodu lezicich na piimce k a B, D, F' je dalsi trojice kolinearnich

bodu tentokrat lezicich na [, a jestlize se ptimky AB,CD, EF protinaji v

uvedeném poradi postupneé s ptimkami DFE, FA, BC, potom jejich pruseciky
P=ABNDE,Q=CDNFAaR=EFNBC lezi v piimce (viz Obr.[D.1]

piimka p, tzv. Pappova primka).

Proof. Vétu zde uvadime bez dukazu. Pékny dukaz s vyuzitim Menelaovy
véty je publikovén v [2]. O

Figure D.1: Pappova véta o Sestitthelniku

Projektivni charakter véty Spoc¢iva v tom, ze pojedndva ¢isté jenom
o incidenci, bez jakékoliv zavislosti na délkach tsecek a velikostech thlu, i
bez ohledu na uspotrddani bodu (viz Obr. |D.2)).

Figure D.2: Pappova véta o Sestithelniku, jind usporddani vrchola

D.1.1 Sestithelnik

Vyse uvedend véta je deklarovana ve spojeni s Sestitthelnikem. Je
otazkou, s jakym. Jednd se o Sestitthelnik ABCDFEFGH (ze jsou jeho
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vrcholy zpiehazené a nejdou pékné dokola, jak jsme zvykli, to nevadi).
Body P, (), R pak muzeme interpretovat jako pruseciky protilehlych stran
tohoto Sestiihelniku (vice viz napf. https://en.wikipedia.org/wiki/
Pappus’,27s_hexagon_theorem).

Proc¢ nas zajima pravé usporadani Sesti bodu v roviné? Je znamo, ze
kuzelosecka je jednoznacné urc¢ena péti body (viz napt. néstroj KuZelosecka
dand péti body programu GeoGebra)!.

Vezmeme-li libovolnou pétici bodu, vzdycky je jimi urcena néjaka kuzelosecka.
Nabizi se tak otazka, jakou podminkou musi byt spjato sest bodu, aby
vsechny lezely na jedné kuzelosecce. Takovouto podminku, kterou splnuje
Sest bodu lezicich na jedné kuzelosecce, objevil francouzsky matematik a
filozof Blaise Pascal (1623-1662) a uvetejnil ji roku 1640 (objevil ji ve
svych 16 letech!), [6]. Pascalové véte, kterd o této podmince pojdenavé,
se budeme vénovat v nasledujici kapitole [D.2] Zde si nejprve uvedeme
nékteré poznatky a dulezité pojmy souvisejici s organizaci Sesti bodu do
formy Sestithelniku.

Vzhledem k vyse uvedenému je pochopitelné, ze se budeme zabyvat
Sesti body na kuzelosecce (pro nazornost se omezujeme na kruznici nebo
elipsu). Sest bodil na kuzeloseGce, z nichz zadné tii sousedni nelezi v
piimce, muzeme chapat jako vrcholy Sestithelniku, ktery je kuzelosecce
vepsan. UvazZujme jedno takové rozmisteni sesti bodu na dané kuZelosecce.
Pokud budeme body (a jejich poradi jako vrcholt Sestitihelniku) rozlisovat
o¢islovanim 1,2, 3,4, 5,6, je dobré si uvédomit, ze existuje tolik vepsanych
Sestithelniku odpovidajicich dané Sestici bodu, kolik je moznych zptusobu
oc¢islovani (téz muzeme fikat pojmenovdni) téchto bodu, tj. 6! = T720.
Pritom ale vzdy 12 z téchto Sestithelniku mé stejny tvar a liSi se jenom
pojmenovanim vrcholu (ktery z vrcholi ma ¢islo 1 a zda pokracujeme v
zaporném ¢i v kladném smyslu, tj. 6 moznosti o¢islovani vrcholt na jednu
stranu a 6 moznosti o¢islovani vrcholi na druhou stranu). Danym Sesti

bodum na kuzelosecce tak lze prifadit 720/12 = 60 ruznych Sestithelniku.
Dva konkrétni priklady vidime na Obr. [D.3

Figure D.3: Dva pifklady Sestitihelniku vepsaného dané elipse (pro pevné zvolené umisténi 6 bodu)

ITuto skuteénost miizeme zdiivodnit napifklad tim, ze dvé kuzelosecky mohou mit nejvyse ¢tyfi spoleéné body. Pro
jejich odliseni pak potfebujeme o jeden bod navic. Dalsi moznosti je argumentovat po¢tem vstupnich idajia potfebnych pro
vypocet rovnice kuzelosecky, tj. urceni Sesti koeficientii a, b, ¢, d, e, f v rovnici az? + bxy + cy? + dz + ey + f = 0. Vzhledem
k tomu, ze se jednd o homogenni rovnici, vystacime se soufadnicemi péti bodu.


https://en.wikipedia.org/wiki/Pappus%27s_hexagon_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Pappus%27s_hexagon_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Blaise_Pascal
https://en.wikipedia.org/wiki/Pascal%27s_theorem
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U Sestithelniku rozlisujeme dvojice vrcholu sousednich (1-2, 2-3, 3-4, 4-
5, 5-6, 6-1), stridavych (1-3, 2-4, 3-5, 4-6, 5-1, 6-2) a protilehlych (1-4, 2-5,
3-6). Ptimku spojujici dvojici protilehlych vrcholu Sestiihelniku budeme
nazyvat diagondlou (14, 25, 36). Mezi stranami Sestiithelniku nds budou
zajimat protilehlé strany (12-45, 23-56, 34-61). Sestidhelnik mé tedy tii
dvojice protilehlych stran a tfi diagonaly.

Ackoliv tfi sousedni vrcholy nesmi byt kolinearni, pro jiné trojice vrcholu
to mozné je. Vétu tak muzeme preformulovat timto zpusobem: Jestlize
je kazda trojice stridavych vrcholu Sestituhelniku kolinedrni a jestlize se tri
dvogice jeho protilehlych stran protinaji, potom jsou pruseciky teéchto stran

kolinedrnt (viz Obr. [D.4)).

Figure D.4: Pappova véta pro Sestitthelnik 123456
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D.2 Pascalova véta

Jak uz bylo uvedeno, nasledujici vétu formuloval ve svych 16 letech fran-
couzsky matematik a filozof Blaise Pascal, [2, 6].

Véta D.2 (Pascalova véta). Pruseciky protilehlych stran Sestitihelniku vep-
saného kuzelosecce jsou tii body lezici na jedné piimce (tzv. Pascalova
primka) a naopak, 1ézi-1i pruseciky protilehlych stran Sestitthelniku na jedné
primce, je tento Sestithelnik vepsan kuzelosecce.

Proof. Vétu zde uvadime bez dukazu. Dukaz jejiho specidlniho pripadu
pro Sestithelnik vepsany kruznici s vyuzitim Menelaovy véty je publikovan
v [2]. O]

Figure D.5: Pascalova véta

Figure D.6: Pascalova véta

Pozndmka. B. Pascal formuloval vyse uvedenou vétu pro Sestithelnik vep-
sany kruznici. Byl si vSak védom jeji platnosti i pro Sestithelnik vepsany
libovolné kuzelosecce, [2].

Pascalovu vétu muzeme vyuzit pri feseni rozliénych konstrukénich uloh.
Pro ilustraci zde uvedeme dva prtiklady, fadu dalSich konstrukci najde
zéjemce v [0].

Priklad D.1. Je dano pét bodu urcujicich kuzelosecku. Jednim z nich
prochézi primka. Urcete jeji druhy prusecik s piislusnou kuzeloseckou.
Reseni: Zadani i postup Fesen{ ilustruje Obr. . Danymi péti body
jsou body 1,2,3,4,5. Danou pifimkou je ptimka a prochazejici bodem 5.
Hledanym prusecikem je potom bod 6. Konstrukce zalozena na Pascalové
vété (véta je ziejma. Dané body spolu s hledanym chapeme jako vr-
choly Sestithelniku vepsaného kuzelosecce. 7 danych prvku jsme schopni
sestrojit body P a @, tj. i Pascalovu piimku p. Jejim prusecikem R s
primkou 34 potom musi dle Pascalovy véty prochazet piimka 16. Bod 6
tedy urcéime jako prusecik primek a a 1R.

Figure D.7: Pascalova véta

Priklad D.2. Kuzelosecka v roviné je dana péti body. Urcete dalsi jeji body.


https://en.wikipedia.org/wiki/Blaise_Pascal
https://en.wikipedia.org/wiki/Menelaus%27_theorem

D.3. BRIANCHONOVA VETA 167

Reseni: Nékolikrat opakujeme konstrukei z feseni pifkladu [D.1] pro rizné
zvolené primky a.

D.3 Brianchonova véta

Véta, kterou v roce 1806 publikoval francouzsky matematik a chemik C.
J. Brianchon (1783-1864), je dudlni vétou k vete Pascalove, [6].

Véta D.3 (Brianchonova véta). Tt piimky spojujici protilehlé vrcholy Sestitithelniku
opsaného kuzelosecce prochézeji jednim bodem (tzv. Brianchonuv bod)

a obracené, pokud spojnice protilehlych vrcholu Sestitthelniku prochazeji

jednim bodem, je tento Sestitthelnik opsan kuzelosecce (viz Obr. D.§)).

Proof. Vétu uvddime bez dukazu. Dukaz jeji varianty pro kruznic viz [2].

Figure D.8: Brianchonova véta

Uzitim Brianchonovy véty teste néasledujici priklady. Vice podobnych
konstrukénich tloh na vyuziti véty viz [6].
Priklad D.3. Kuzelosecka je dana péti tecnami. Danym bodem na jedné z
nich vedte dalsi te¢nu k této kuzelosecce.

Priklad D.4. Kuzelosecka v roviné je ddna péti tecnami. Sestrojte nékolik
dalsich jejich tecen.

D.4 Desarguesova véta

Nasledujici vétu o perspektive dvou trojuhelniku formuloval na zakladé
hlubsiho studia teorie perspektivy francouzsky architekt G. Desargues (1593—
1662).

Véta D.4 (Desarguesova véta o trojuhelnicih). Jestlize je jeden ze dvou
trojihelniku obrazem druhého ve stiedovém promitani, lezi pruseciky tii
dvojic sobé odpovidajicich stran téchto trojihelniku v jedné ptimce. Naopalk,
lezi-li t1i pruseciky sobé odpovidajicich stran dvojice trojihelniku v primce,
protinaji se piimky spojujici sobé odpovidajici vrcholy v jednom bodé (viz

Obr. .

Proof. Vétu uvadime bez dukazu. ]


https://en.wikipedia.org/wiki/Charles_Julien_Brianchon
https://en.wikipedia.org/wiki/Charles_Julien_Brianchon
https://en.wikipedia.org/wiki/Brianchon%27s_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Desargues%27s_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Girard_Desargues
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Figure D.9: Desarguesova véta

Pozndmka. Vztah mezi dvojici trojuhelniku popsany Desarguesovou vétou
zname ze stredové kolineace.



Appendix E

Afinni zobrazeni z A,, do A,,

E.1 Rovnice afinniho zobrazeni z A, do A,,

Necht afinni bodovy prostor A, je uréen pocatkem P a bazi 1, ..., €,, tzn.
A, = {P;éy,...,€,}. Podobné necht A’,, = {Q;dy,ds,...,d,}. Necht f je
afinni zobrazeni A, do A’,, a ¢ asociované zobrazeni k f tak, ze

i=1
tzn. koeficienty a;; jsou soutadnice vektori ¢(€;) v bazi zaméteni prostoru

A,
F(P)=Q+> bid;, (E.2)
i=1

tzn. pocatek P € A, se zobrazuje do bodu f(P) € A’,,, ktery ma pii
pocatku Q) souradnice b;.

S ohledem na vyse uvedené imluvy nyni uré¢ime vztah mezi souradnicemi
libovolného bodu X € A,, a jeho obrazu f(X) € A’,,. Vyjadieme soutadnice
X, f(X):

X=P+) x;8, (E.3)
7=1

f(X)=Q+ ) aid:. (E.4)
1=1

Zobrazime-li bod X v afinité f, muzeme dle uvedenych vlastnosti zobrazeni
f a ¢ psat:

f(X) = f(P)+ Z%‘@(@?)-

169
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Po dosazeni z (E.1)) a (E.2) dostavame

f(X) = Q +szdl + ijzaijg;’
i—1 =1 =1
po upravé
i=1 \j=1

Porovname-li koeficienty pii d; ve vyjadienich (E.4) a (E.5), dostdvdme

hledané rovnice
n
x;:Zaijxj—l—bi, 1= 1,2,...,771 (E6)
j=1

Jinou formou zapisu (E.6]) je soustava rovnic

/

Ty = a1 + a19T2 + ...+ A1nTy, + bl
/

Ty = a2171 + axpro + ... + 9,1, + b2
/

Ty = Q1+ 2% + ... + Appln + by,

maticovy zapis soustavy

Xy ail a2 -+ QAip x1 b
/

€T a a ceea T b
9 21 292 omn 2 2
! b

L Aml Am2 - Amn Ln n

pripadné maticova rovnice
X' =A-X+B. (E.8)

E.2 Rovnice homomorfismu asociovaného s afinnim zobrazenim

Nyni jesté uréime rovnice asociovaného zobrazeni ¢. Necht vektor uw € V,
se zobrazi do vektoru (@) € V’,,. Pro soutadnice vzoru @ a obrazu ¢(u)
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plati

> i (E9)
j=1

m

o) = Y uid (E.10)

£
I

Na (E.9)) aplikujeme zobrazeni ¢ a upravime dle (E.1]). Dostaneme

n n m
p(i) = ujp(@) =D u; Y ayd;.
j=1 j=1  i=1
Po upravé

(i) =) (Z aij%‘) d;. (E.11)

i=1 \j=1

Srovnanim (E.11) s (E.10) dostaneme hledané rovnice asociovaného zo-
brazeni:

n

u;, = Zaijuj, i=1,..,m. (E.12)
J

E.3 Véta o uréenosti afinniho zobrazeni

Veéta E.1 (O urcenosti afinniho zobrazeni). Méjme dva afinni bodové pros-
tory A, A';n. Necht My, My, M, ..., M, je n+ 1 linedrné nezévislych bodu
v A, M{, M, ..., M n+ 1 libovolné zvolenych bodu v A’,,. Pak existuje
pravé jedno afinni zobrazeni f prostoru A, do A’,,, které piitazuje bodum
M; body M tak, ze

M| = f(M;); 5=0,1,...n.

Proof. Ze Def.[7.2] asociovaného homomorfismu ¢ plyne, ze jeho vztah k
afinnimu zobrazeni f lze vyjadrit vztahem (X — P) = f(X) — f(P),
ktery muzeme psat ve tvaru

f(X) = [(P) + (X = P). (E.13)

Odtud je ziejmé, ze afinni zobrazeni f lze urcit (zadat) jednou dvojici bodu
ve vztahu vzor — obraz, v pripadé (E.13) je to dvojice P — f(P), a asocio-
vanym homomorfismem ¢. Z toho plyne dukaz véty [E. I} Afinni zobrazeni
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je urceno dvojici bodu vzor — obraz M, — M| a asociovanym homo-
morfismem ¢ jednoznaéné uréenym n nezavislymi vektory My — My, My —
My, ..., M, — My a jejich obrazy (které mohou byt zavislé) M| — M/, M —
M, ..., M — Mj. ]

Priklad E.1. Zjistéte, zda existuje afinni zobrazeni f : Ay — As, pfi
kterém se body B[1, 0], C[0, 1], D[2, p] zobrazi po fadé na body B[2,1, —1],
C'[3,2,0], D'[1,0,2].

Reseni v programu wxMaxima:

(%11) 1rl:al11+bl=2; r2:a21+b2=1; r3:a31+b3=-1; r4:al2+b1=3; rb:a22+b2
r6:a32+b3=0; r7:2*xall+p*al2+bl=1; r8:2xa2l+p*xa22+b2=0;
r9:2*%a31+p*a32+b3=2;

(%01) b1 +all =2

(%02) b2 +a21 = 1

(%03) b3+ a3l = —1

(%04) bl +al2=3

(%05) b2 + a22 = 2

(%06) b3+ a32 =0

(%07) al2p+bl+2all =1
(%08) a22p+b2+42a21 =0
(%09) a32p+ b3+ 2a31 =2

(%110) res:solve([rl1,r2,r3,r4,r5,r6,r7,r8,r9],
[all,al12,a21,a22,a31,a32,b1,b2,b3]) [1];

—3
(%010) [all = —1,a12 = 0,a21 = —1,a22 = 0,a31 = —p+1,a32 -
p
4 4
. hl=302=2b3= ]
p+1 p+1

(%i11) ev([xl=all*x+al2*xy+bl,yl=a21*x+a22*y+b2,z1=a31*x+a32*y+b3],res
4 -3 4
(ol1) (11 =3 —wyl =2 — g1 =4 =3 4,
p+1 p+1 p+1
Priklad E.2. Urcete rovnici afinniho zobrazeni f : Ay — A, pii kterém se
body [2, 1], [3,2], [0, 1] zobrazi po fadé na body [2], [0], [8].

Priklad E.3. Urcete rovnice rovnobézného promitani prostoru Az do prumeétny
m C As, vzhledem k pevné linearni soustavé soufadnic prostoru As, je-li
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dana prumétna 7 rovnici 2z1 + 9 — x3 + 2 = 0 a smér promitani je urcen
vektorem § = (2;1;3).

Priklad E.4. Urcete rovnice afinniho zobrazeni f : A3 — As, které bodum
A=1[1,23], B=10,1,1], C =[1,-1,2], D = [3,0, 1] pfitazuje v daném
poradi body A" =[-1,3], B=[0,2], C =10,0], D = [3,1].

E.4 Rovnice afinity v roviné

Kazdé afinni zobrazeni f v roviné Fs, které bodu X = [z, y] pfitazuje obraz
X"=1[2,4], je mozné zapsat rovnicemi

fr2 = anr + apy + b (E.14)
Yy = anr + axny + b '
a naopak, kazdé zobrazeni v roviné, které je dano soustavou rovnic ([E.14]),

je afinitou v roviné. Soustavu ([E.14)) muzeme zapsat také pomoci matic

@ a a x b
I e R B R e (E.15)
Ty as1 a9 T b2
Potom tekneme, ze afinitou je kazdé zobrazeni, které lze zapsat maticovou
rovnici

= A-X+ B,
kde X' — [951]7)(: [f’fl],A: [aﬂ ‘“2] 2 B — [l“].
4 To asr G ba
Odvodime si vyse uvedené analytické vyjadieni (E.14)) afinntho zobrazeni
f roviny na sebe (zkracené afinity v rovingé). Zakladni myslenka tohoto
odvozeni je ilustrovdna Obr. [E.I V roviné A; mame dvé afinni soustavy
soufadnic (repéry), soustavu vzoru a = {P;é}, e} (je urCena pocatkem
P a bazi {€1,é} vektorového zaméteni prostoru As) a soustavu obrazu
w = {Q; d:, d;} (urc¢ena pocatkem () a béazi {d?, ci;} vektorového zaméreni
prostoru Ay). Pritom repér {P;é7, é>} se pusobenim uvazované afinity
f zobrazi na repér {f(P);¢(€1),p(é)}, kde ¢ homomorfismus (linedrni
zobrazeni) asociovany k f. Obrazem bodu X = [z, x5 je bod f(X) = X’
[}, x5]. Vztah mezi soufadnicemi f(X) a X najdeme tak, ze bod f(

vyjadiime Vzhledem k obéma repérim {Q;dy,do} a {f(P); (&), o(&)
(viz Obr. [E.1]) a tato vyjddieni porovname.

—_—
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Figure E.1: Zobrazeni bodu X v afinité f v roviné

Necht f je afinni zobrazeni prostoru A, na sebe a ¢ je homomorfismus
asociovany k f. Potom obrazy ¢(€}), p(€s) vektoru béaze {€}, €} muzeme
vyjadrit rovnicemi

p(é1) = and; + axds, (E.16)

p(€2) = arad; + axds, (E.17)
kde koeficienty a;; jsou souradnice vektort ¢(€1), ¢(€2) vzhledem k bézi
{di1,ds} a pro obraz f(P) poc¢dtku P repéru a muzeme psat

F(P) = Q + bidy + bds, (E.18)

kde [b1, by jsou jeho souradnice vzhledem k repéru w.

Nyni urcime vztah mezi soufadnicemi libovolného bodu X € A, a
jeho obrazu X' = f(X) € As. Nejprve kazdy z téchto bodu zapiseme v
prislusném repéru, bod X v repéru «, bod f(X) pak v repéru w,

X =P+ .1)151 + x2€2, (Elg)

F(X) = Q +21d) + zhdy. (E.20)
Potom, s vyuzitim vlastnosti zobrazeni f a ¢, zapiSeme obraz bodu X ve
tvaru

[(X) = f(P+xi€1+m:263) = f(P)+p(x1€1+1263) = f(P)+x190(€1)+T20(E2).
Po dosazeni z (E.16), (E.17) a (E.18) dostdvame
f(X)=Q+ b1CZ1 + 5252 + 331(&1165 + a2lci2) + 582(&12651 + a22£2)~

Po tdpravé a porovnéni koeficientu pii d; s vyjadienim (E.20) dostavame
hledané rovnice afinity f v roviné

f . 513/1 = a111 + a12T2 + bl,
I'IQ = a91T1 + a9 + ba. (E21)
Nyn{ jesté uréime rovnice asociovaného zobrazeni . Necht vektor @ € V;
se zobrazi do vektoru (@) € V5. Pro soufadnice vzoru 4 a obrazu ¢(u)
plati
U = u1€] + Us€o, (E.22)
(i) = uydy + updy. (E.23)
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Na ([E.22)) aplikujeme zobrazeni ¢ a upravime dle (E.16)) a (E.17]). Dostaneme
90(7«7) = Ulsp(gl) + Uz@(gz) = Ul(anca + G21Ci;) + UQ(auCﬁ + a22d_;)-

Po upravé a srovndni s (E.23|) dostaneme hledané rovnice asociovaného
zobrazeni ¢:

. / R—
@ U = a1y + aous,

U/2 = Q91U + A22U9. (E24)

Soustavu rovnic afinity v roviné (E.21]) muzeme zapsat také pomoci matic,

takto
xll o ail aio 1 bl
x| | as a o + by |’
9 21 Q922 2 2

strucnéji pak ve tvaru
X' =A-X+B.

E.5 Véta o urcenosti afinity v roviné

Véta E.2 (O urcenosti afinity v roving). Necht K, L, M a K', L', M’ jsou
dvé skupiny nekolinedrnich bodu v roviné. Pak existuje jedind afinita f této
roviny, ktera body K, L, M zobrazuje v daném poradi na body K’, L', M.

Proof. Vyuzijeme (E.14)). Afinita f mus{ byt ddna takovymito rovnicemi.
Ukazeme, ze za podminek uvedenych ve vété je tato afinita urcena jed-
noznacneé, tj. existuje jedind Sestice aq1, a1, as1, g9, by, bo, ktera tuto afinitu
specifikuje.
Pro jednotlivé dvojice bodu vzor — obraz dostaneme nasledujici rovnice:
K[kl, kg] — K/[kll, ,2]

airky + ayzks + by = ki, (E.25)

ag1ky + agks + by = k. (E.26)
L[y, ls] — LI}, 1]

arly + als + by = 13, (E.27)

aotly + agly + by = 1. (E.28)

M[my, mg] — M'[m), m}]:
a1 mi + a121M2 + b1 = m’l, (E29)

ag1my + agamsg + by = mb. (E.30)
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Pro znamé souradnice bodu K, L, M, K', L', M’ tak mame soustavu
6 rovnic o 6 neznamych aq1, aio, as1, as, by, by. Zajima nas, za jakych
podminek mé jediné feSeni. Tyto podminky by se mély shodovat s ob-
sahem véty [E.2l Po detailnim prozkoumani rovnic (E.25)—(E.30) je pa-
trné, ze jejich soustava se da rozdélit na dvé vzajemné nezavislé soustavy 3
rovnic o 3 nezndmych: soustavu rovnic (E.25)), (E.27) a (E.29)) o neznamych
a1, 12, by a soustavu rovnic (E.26)), (E.28) a (E.30) o neznamych agq, ass, bo.
Pritom prvni z téchto soustav ma rozsirenou matici

ki ke 1| K
Lol 110 |, (E.31)
my mo 1|m]

druhd mé& potom rozsifenou matici

ki ke 1| K,
Lo 10 | (E.32)
m1 mo 1| mj

Soustavy se tedy shoduji v matici soustavy (lisi se pouze vektory pravych
stran). Aby mély obé soustavy jediné feseni, musi byt determinant této
matice ruzny od nuly, t;.

ki ke 1
li 1o 1]#0. (E.33)
my me 1

Determinant v snadno spocitame eliminaci jednicek na pozicich
(2,3) a (3,3) postupnym odectenim prvniho fddku od druhého a tfetiho
radku a naslednym rozvojem takto upraveného determinantu podle tietiho
sloupce. Dostaneme tak podminku

lh—Fk  ly— ks
E.34
ml—kl mg—kg 7é0, ( 3)
ktera je splnéna prave tehdy, kdyz jsou vektory L — K a M — K nezavislé,
tj. body K, L, M nelezi v piimce.
Ted zbyva dokdzat, ze kdyz body K, L, M nelezi v piimce, ani body
K', L', M' nemohou lezet v piimce. Tentokrit vyuzijeme maticovou rovnici
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afinity X’ = A - X + B. Pro uvedené dvojice bodu plati:

K' =A-K+ B, (E.35)
L'=A-L+B, (E.36)
M'=A-M+B. (E.37)

Dukaz provedeme sporem. Predpokladame, ze K, L, M nelezi v pfimce a
zaroven body K', L', M’ lezi v ptimce. Potom existuje j € R takové, ze
L' — K'=j(M' — K'). Po dosazeni z (E.35)—(E.37) a vyndsobeni obou
stran rovnice zleva matici inverzni k A dostaneme L — K = j(M — K),
coz je spor s predpokladem nekolinearnosti bodu K, L, M. Body K', L', M’
tedy také nemohou lezet v primce.

[]

E.5.1 Afinita prostoru A,

Definice E.1. Vzajemné jednoznaéné afinni zobrazeni afinniho prostoru A4,
na sebe nazyvame afinitou prostoru A, nebo afinni transformaci prostoru

A,

Veta E.3 (O urcenosti). Necht My, My, M, ..., M,, a M}, M, M}, ..., M!
jsou dveé skupiny (n + 1) linedrné nezavislych bodu afinntho prostoru A,,.
Pak existuje jedina afinita f prostoru A, pro kterou

f(Mz) :Mz/7 220,1,,72,

Jestlize v uvedené vété urcime pomoci dvou jmenovanych skupin linearné
nezavislych bodu dvé afinni soufadnicové soustavy prostoru A, pak tyto
soustavy urcuji piislusnou afinitu f uvazovaného prostoru.

Véta E.4. Necht v afinnfm bodovém prostoru A, jsou dény dvé afinni

soufadnicové soustavy A, = {P;él,és,....én}; A, = {Q;dy,do, ..., d,}.

Pak existuje jedina afinita prostoru A,,, pro kterou

a asociované zobrazeni ¢
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E.5.2 Rovnice afinity prostoru A,

Afinitu prostoru A, chapeme jako specialni ptipad afinniho zobrazeni z A,
do A’,,, kde m = n. Potom je tato afinita uréena rovnicemi

n

$; = Zaijxj—l—bi, 1= 1,...,n (E38)
J
zobrazujicimi bod X = (z1,...,x,) do bodu X' = (2, ...,z}). Zobrazeni
asociované .
u;, = Zaijuj, i=1,...,n (E.39)

J

zobrazuje vektor @(uy, ..., u,) do o' (uf, ..., u).

Priklad E.5. Urcete afinitu v roviné As, ve které pti dané soustaveé souradné
se bod B = [0, 0] zobrazuje do bodu B’ = [1,0], bod C' = [1,0] do bodu
¢’ =[0,1] a bod D = [0, 1] do bodu D' = |0, 0].

E.6 Skladani afinnich zobrazeni

Necht f; je afinnf zobrazeni prostoru A do A’, f, afinni zobrazeni prostoru
A" do A”. Jestlize kazdému bodu X € A je v f piitazen bod f1(X) € A’ a
bodu f1(X) pritazen bod fo[f1(X)] € A”, tikdme, ze zobrazeni f ptirazujici
bodu X bod f5[f1(X)] vzniklo slozenim zobrazeni fi a fy. Zapisujeme f =
fa+ f1, = fafi nebo f = fo(f1(X)).

Véta E.5. Slozenim dvou afinnich zobrazeni f, fo vznikne afinni zobrazeni
f. Zobrazeni ¢ asociované k f vznikne slozenim zobrazeni i, o asocio-
vanych po tadé k fi, fo.

Priklad E.6. V prostoru Fsy jsou dany dvé stredové soumeérnosti S a O.
Urcete zobrazeni 7, = SO a Z, = OS.

Priklad E.7. V prostoru E,, je dano posunuti 7' a stiredovd soumérnost S.
Urcete zobrazeni Z; =TS a Zy = ST.

E.6.1 Afinni grupa v A4,

Veéta E.6 (Inverzni zobrazeni). Uvazujme afinni zobrazeni f afinniho pros-
toru A, na afinni prostor A/ . Necht je toto zobrazeni navic prosté (pros-
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tory A,, AL, maji stejnou dimenzi, tj. m = n). Pak k zobrazeni f existuje
zobrazeni inverzni !, které je rovnéz afinnim zobrazenim.

Proof. Jsou-li B',C", D' tii kolinearni body v prostoru A, a plati (B',C", D) =
A, uvazujme vzory B, C bodu B’, C' pri zobrazeni f a na jimi urcéené piimce
BC' zvolme bod D tak, ze délici pomeér (B,C, D) = A. Pak bod f(D) lez
na piimce B'C' = f(B)f(C) a plati (B',C’, f(D)) = A. Protoze také
(B',C",D") =\, je f(D)=D"a délici pomeér (B',C",D") = (B,C,D). O
Jak vime, pojmem afinita se rozumi vzijemné jednoznacné zobrazeni
prostoru A,, na sebe, tj. specialni ptipad afinniho zobrazeni, kdy prostory
A, a Al splynou.
Véta E.7. Vsechny afinity prostoru A,, tvoii pii obvyklém skladani grupu,
tzv. afinni grupu prostoru A,.

Proof. Slozenim dvou afinit prostoru A, vznikne opét afinita prostoru A,,.
K afinité f existuje inverznf afinita f~! (viz VétalE.6). Neutrdlnim prvkem
je potom identita. ]

E.6.2 Souvislost mezi sklddanim afinnich zobrazeni a nasobenim matic

Pro zjednoduseni budme uvazovat pouze linedrni zobrazeni. To jsou afinni
transformace s nulovym vektorem posunuti, tj. v rovnicich (E.15) maji
by = by = 0.
Priklad E.8. Jsou déna linearni zobrazeni f, g :
f_x’_aba: |2 A B| |z
: yl — c d Y ) g: y/ _ C D y :
Urcete matici M slozeného zobrazeni
RN
- f =M - :

g-f [ y y

Reseni: Uvazujme situaci znédzornénou na Obr.[E.2l Bod X|[z,y] je afini-

Figure E.2: Skladédni afinit f a g v roviné

tou f zobrazen na bod Xi[z1,y1], ten je pak afinitou g zobrazen na bod
X'[2',y/]. Tuto skuteénost muzeme zapsat rovnicemi

AR A H e S M F 3
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’ x]_ 7 . 7 7’ 7’
odkud po dosazeni za [ z prvni rovnice do druhé dostavame
N

of ~+ |2 | | A B a b T
e [H1[A 8]0 ] e
Skladani afinit zndzornéné Obr.[E.2] ale muzeme zapsat i pomoci rovnic.
Plati

Ty = ar + by 9 X ¥ = Axy + By
1 :

f
X = X )
1 = cr + dy’ y = Cxy + Dy

Potom po dosazeni za x1 a y; z prvni soustavy rovnic do druhé dostaneme

x o1 xr ' = A(ax+by) + B(ecx+dy) = (Aa+ Be)x + (Ab+ Bd)y
"y = Clax+by) + D(cx+dy) = (Ca+ De)x + (Cb+ Dd)y’

po prepsani do maticového tvaru

x’]:[Aa+Bc Ab+Bd].[x].

g-f /.
X = A [y’ Ca+ Dc Cb+ Dd Y

Z porovnani (E.40) a (E.41)) je zfejmé, Zze pro matici M slozené afinity
g - [ plati:

(E.41)

(E.42)

M:[A B]_[a b]:[Aa+Bc Ab+Bd].

C D c d Ca+ Dec Cb+ Dd

Priklad BE.9. Reseni pifkladu vyuzijte ke zduvodnéni skutecnosti, ze

skladani afinit v roviné neni komutativni. Zobecnéte na F,,.
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