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8.2 Otočeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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9.11 Shodná zobrazeńı v prostoru En . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

10 Grupa podobnost́ı eukleidovského prostoru 74
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10.2 Podobnosti eukleidovské roviny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
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13.2 Menelaova věta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
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1 Připomenut́ı vybraných pojmů

1.1 Grupa

Definice 1 ((Komutativńı) grupa). Grupou (M, ∗) rozumı́me množinu M spolu s operaćı ∗ na M ,
která má tyto vlastnosti:

i) ∀ x, y ∈M ; x ∗ y ∈M,
Operace ∗ je neomezeně definovaná na M .
(Množina M je uzavřená vzhledem k operaci ∗.)

ii) ∀ x, y, z ∈M ; x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z,
Operace (struktura) je asociativńı.

iii) ∃ e ∈M, ∀ x ∈M ; x ∗ e = e ∗ x = x,
Existuje neutrálńı prvek vzhledem k ∗.
(Jedná se o strukturu s neutrálńım prvkem.)

iv) ∀ x ∈M, ∃y ∈M ; x ∗ y = y ∗ x = e.
Ke každému prvku existuje prvek inverzńı vzhledem k ∗.
(Jedná se o strukturu s inverzńımi prvky.)

Je-li struktura (M, ∗) nav́ıc komutativńı, nazývá se komutativńı grupa nebo též Abelova grupa.

Př́ıklady grup

1. (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+),

2. (Q− {0}, ·), (R− {0}, ·), (C − {0}, ·),

3. Množina povel̊u {stát, vlevo vbok, vpravo vbok, čelem vzad} spolu s operaćı skládáńı.

◦ pozor vlevo v bok vpravo v bok čelem vzad

pozor pozor vlevo v bok vpravo v bok čelem vzad

vlevo v bok vlevo v bok čelem vzad pozor vpravo v bok

vpravo v bok vpravo v bok pozor čelem vzad vlevo v bok

čelem vzad čelem vzad vpravo v bok vlevo v bok pozor

4. Uvažujme rovnostranný trojúhelńık ABC v rovině ρ. Grupou je potom množina všech transfor-
maćı roviny, v nichž se trojúhelńık zobraźı sám na sebe, spolu s operaćı skládáńı transformaćı
(hovoř́ıme o tzv. dihedrálńı grupě, viz též grupy symetríı ).

1.2 Těleso

Tělesem jako algebraickou strukturou rozumı́me strukturu jej́ıž vlastnosti jsou zobecněńım vlastnost́ı
množiny reálných č́ısel spolu s operacemi sč́ıtáńı a násobeńı, tj. struktury (R,+, ·).
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Definice 2. Struktura (T,+, ·) se nazývá těleso, právě když je (+, ·)-distributivńı, když struktura
(T,+) je komutativńı grupa (tzv. aditivńı grupa tělesa) a když struktura (T − {0}, ·), kde 0 je nulový
prvek grupy (T,+), je grupa (tzv. multiplikativńı grupa tělesa T). Je-li nav́ıc grupa (T − {0}, ·)
komutativńı, nazývá se T komutativńı těleso.

Př́ıklady těles

1. (Q,+, ·),

2. (R,+, ·),

3. (C,+, ·).

1.3 Vektorový prostor

Definice 3 (Vektorový prostor). Necht’ T je komutativńı těleso. Množinu V nazveme vektorovým
prostorem nad tělesem T, právě když jsou na V definovány dvě operace: (i) sč́ıtáńı: libovolné dvojici
~u ∈ V, ~v ∈ V je jednoznačně přiřazen prvek ~u + ~v ∈ V, (ii) násobeńı prvkem z tělesa T (skalárem):
výsledkem násobeńı vektoru ~u ∈ V skalárem a ∈ T je vektor a~u ∈ V, které splňuj́ı následuj́ıćı
vlastnosti:

a) Struktura (V,+) je komutativńı grupa.

b) Distributivnost: (a+ b)~u = a~u+ b~u, a(~u+ ~v) = a~u+ a~v.

c) Existence jednotkového prvku skalárńıho násobeńı: 1 · ~u = ~u.

Př́ıklady vektorových prostor̊u

1. Množina R2 všech uspořádaných dvojic reálných č́ısel s operacemi sč́ıtáńı uspořádaných dvojic
a násobeńı reálným č́ıslem definovanými následuj́ıćım zp̊usobem: (a1, a2) + (b1, b2) = (a1 +
b1, a2 + b2), k · (a1, a2) = (ka1, ka2) (jedná se o tzv. aritmetický vektorový prostor R2 nad
tělesem reálných č́ısel).

2. Množina geometrických vektor̊u v rovině (orientovaných úseček) spolu s operaćı skládáńı vek-
tor̊u a násobeńı vektoru reálným č́ıslem, jak jsou známy ze školské matematiky.

1.4 Afinńı bodový prostor

Definice 4 (Afinńı bodový prostor). Neprázdnou množinu An (jej́ı prvky jsou tzv. body) nazveme
afinńım bodovým prostorem dimenze n, jestlǐze je dán vektorový prostor Vn dimenze n a zobrazeńı

g : An × An → Vn

těchto vlastnost́ı:

1. Pro každý bod A ∈ An a pro každý vektor ~x ∈ Vn existuje jediný bod B ∈ An tak, že

g(A,B) = ~x t.j. B = A+ ~x.
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2. Pro každé tři body A,B,C ∈ An plat́ı, že

g(A,C) = g(A,B) + g(B,C).

Vektorový prostor Vn nazýváme vektorovým zaměřeńım afinńıho prostoru An.

Př́ıklady afinńıho bodového prostoru

1. Jednoprvková množina se zaměřeńım V0 = {~o} je afinńı bodový prostor dimenze 0.

2. Eukleidovské prostory E1 (př́ımka), E2 (rovina), E3 ((trojrozměrný) prostor).

3. Samotný vektorový prostor Vn splňuje definici afinńıho bodového prostoru (naopak to samozřejmě
neplat́ı, nelze ř́ıci, že afinńı bodový prostor je zároveň vektorovým prostorem). Plat́ı

g(~u,~v) = ~v − ~u.

1.5 Afinńı souřadnice bod̊u

Definice 5 (Afinńı soustava souřadnic - repér). Necht’ P je libovolný bod z afinńıho prostoru An,
n > 0. Necht’ (~e1, ~e2, ..., ~en) je báze vektorového zaměřeńı Vn prostoru An. Potom uspořádanou (n+1)-
tici

ϕ = (P,~e1, ~e2, ..., ~en)

nazýváme afinńı soustavou souřadnic ϕ (též repérem ϕ) v prostoru An.

Souřadnicemi bodu X ∈ An v soustavě souřadnic ϕ budeme rozumět souřadnice vektoru X−P v bázi
(~e1, ~e2, ..., ~en), viz Obr. 1.

Definice 6 (Kartézská soustava souřadnic). Kartézskou soustavou souřadnic rozumı́me afinńı sou-
stavu souřadnic (P ;~e1, ~e2, ..., ~en), kde (~e1, ~e2, ..., ~en) je ortonormálńı báze, viz (~e1, ~e2) v Obr. 1.
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Obrázek 1: Kartézská soustava souřadnic

1.6 Eukleidovský bodový prostor

Definice 7 (Eukleidovský bodový prostor). Eukleidovským bodovým prostorem En rozumı́me afinńı
bodový prostor, na jehož zaměřeńı je definován skalárńı součin.

Definice 8 (Skalárńı součin). Skalárńım součinem rozumı́me operaci, která každé dvojici vektor̊u
~u,~v ∈ V přiřazuje reálné č́ıslo (skalár) ~u · ~v ∈ R tak, že plat́ı:

1. ~u · ~v = ~v · ~u, (SYMETRIE)

2. ~u · (~v + ~w) = ~u · ~v + ~u · ~w, (BILINEARITA, vlastnosti 2 a 3)

3. (k~u) · ~v = k(~u · ~v),
4. ~u · ~u ≥ 0 ∧ [~u · ~u = 0⇔ ~u = ~o] . (POZITIVITA)
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1.7 Geometrické zobrazeńı

Definice 9 (Geometrické zobrazeńı). Zobrazeńım (geometrickým zobrazeńım) rozumı́me předpis,
kterým je libovolnému bodu X (který je prvkem dané množiny, např. roviny) jako jeho obraz jedno-
značně přiřazen bod X ′ = f(X).

Definice 10 (Vzájemně jednoznačné zobrazeńı). Vzájemně jednoznačným zobrazeńım rozumı́me zob-
razeńı, které je prosté a zároveň je zobrazeńım na množinu (tj. že dvěma r̊uzným bod̊um (vzor̊um)
jsou přiřazeny dva r̊uzné obrazy a zároveň plat́ı, že každý bod množiny, do ńı̌z zobrazujeme, je obrazem
nějakého bodu z množiny vzor̊u).

Př́ıklady geometrických zobrazeńı

Př́ıkladem vzájemně jednoznačného geometrického zobrazeńı je středová souměrnost (stejně jako
všechna daľśı shodná zobrazeńı a nebo stejnolehlost), viz Obr. 2.

Obrázek 2: Středová souměrnost se středem S

Př́ıkladem geometrického zobrazeńı v rovině, které neńı prosté, je rovnoběžné promı́táńı do př́ımky,
které je dáno směrem ~s a př́ımkou p, viz Obr. 3. Z obrázku je patrné, že všechny body př́ımky
rovnoběžné se směrem ~s se zobrazuj́ı do jednoho bodu. Např́ıklad body př́ımek k,m, q se v uvedeném
pořad́ı zobrazuj́ı do bod̊u K ′,M ′, Q′.

Obrázek 3: Rovnoběžné promı́táńı ve směru ~s z roviny do př́ımky p
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Daľśı př́ıklady geometrických zobrazeńı:

Stejnolehlost, viz Obr. 4.

Obrázek 4: Stejnolehlost se středem S a s koeficientem κ = −2

Osová afinita, viz Obr. 5.

Obrázek 5: Osová afinita daná osou o a dvojićı bod̊u A, A′
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Středová kolineace, viz Obr. 6.

Obrázek 6: Středová kolineace daná středem S, osou o a dvojićı bod̊u A, A′

Kruhová inverze, viz Obr. 7.

Obrázek 7: Kruhová inverze daná kružnićı ω
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Středové promı́táńı, viz Obr. 8.

Obrázek 8: Středové promı́táńı z trojrozměrného prostoru do roviny

PŘÍKLAD 1.1. Pomoćı programu GeoGebra vyzkoumejte, zda se v následuj́ıćıch zobrazeńıch
zobraźı střed úsečky zase na střed úsečky: stejnolehlost, osová afinita, středová kolineace, kruhová
inverze.

Řešeńı:Můžete použ́ıt následuj́ıćı applety vytvořené v programu GeoGebra: [Stejnolehlost] [Osová afinita]
[Středová kolineace] [Kruhová inverze]
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2 Dělićı poměr

Dělićım poměrem zde rozumı́me č́ıslo, které jednoznačně udává polohu bodu na př́ımce vzhledem ke
dvěma pevně daným bod̊um této př́ımky.

A C B

Obrázek 9: Tři kolineárńı body

Definice 11 (Dělićı poměr). Necht’ A,B,C; A 6= B, C 6= B, jsou tři body lež́ıćı na př́ımce (tj. tři
kolineárńı body). Dělićım poměrem bodu C vzhledem k bod̊um A, B rozumı́me reálné č́ıslo λ, které
zapisujeme (ABC), a pro jehož absolutńı hodnotu plat́ı

|(ABC)| = |AC||BC| , (1)

přitom pro bod C lež́ıćı vně úsečky AB je (ABC) > 0 a pro bod C lež́ıćı uvnitř AB je (ABC) < 0.
Pro C = A je zřejmě (ABC) = 0.

Poznámka. Uvedená definice zavád́ı dělićı poměr pomoćı pod́ılu vzdálenost́ı bodu C od daných
bod̊u A, B. Protože vzdálenosti jsou kladné, nepřináš́ı jejich pod́ıl žádnou informaci o znaménku
dělićıho poměru, kterému pak muśı být věnována zvláštńı část definice. Tomu se vyhneme, pokud
použijeme k zavedeńı pojmu dělićı poměr odpov́ıdaj́ıćı vektory definované př́ıslušnou trojićı bod̊u,
viz Obr.10.

A C B

Obrázek 10: Dělićı poměr bodu C vzhledem k bod̊um A, B

Definice 12 (Dělićı poměr 2). Necht’ A,B,C; A 6= B, C 6= B, jsou tři body lež́ıćı na př́ımce (tj. tři
kolineárńı body). Potom č́ıslo λ definované rovnićı

C −A = λ(C − B) (2)

znač́ıme (ABC) a nazýváme dělićım poměrem bodu C vzhledem k bod̊um A,B.

Poznámka. Ve vztahu (2) je obsažena kompletńı informace o č́ısle λ, tj. o jeho absolutńı hodnotě i
o znaménku. Pro snazš́ı zapamatováńı si můžeme (2) přepsat do tvaru

λ =
C − A

C − B
,

který sice neńı formálně správně, ale jasně koresponduje se vztahem (1). Smysl źıská až dosazeńım
souřadnic bod̊u A = [a1; a2], B = [b1; b2], C = [c1; c2] :

λ =
c1 − a1
c1 − b1

=
c2 − a2
c2 − b2

.

PŘÍKLAD 2.1. Určete dělićı poměr (ABS) středu S úsečky AB vzhledem k jej́ım krajńım bod̊um
A, B.
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PŘÍKLAD 2.2. Pro body A,B,C plat́ı (ABC) = λ. Zapǐste pomoćı λ dělićı poměry (BAC),
(CBA), (ACB), (CAB) a (BCA).

Řešeńı: Vztah (2) pro (ABC) = λ přeṕı̌seme do tvaru A = λB + (1 − λ)C. Odtud po vyděleńı

λ dostaneme B =
1

λ
A + (1 − 1

λ
)C. Odtud je zřejmé, že (BAC) =

1

λ
. Poznamenejme ještě, že ke

stejnému výsledku vede také toto odvozeńı: (BAC) =
C − B

C − A
=

1
C−A
C−B

=
1

λ
.

Analogicky odvod́ıme vyjádřeńı daľśıch dělićıch poměr̊u v rámci dané trojice bod̊u: (CBA) =
λ

λ− 1
,

(ACB) = 1− λ, (CAB) =
1

1− λ
a (BCA) = 1− 1

λ
.

PŘÍKLAD 2.3. V rovině jsou dány dva pevné body A, B. Určete množinu všech bod̊u X této
roviny, pro které plat́ı

|AX|
|BX| = k,

kde k je reálná konstanta.

Řešeńı: Hledanou množinou je kružnice, které je známá jako
”
Apolloniova kružnice“. Nalezeńı jej́ı

rovnice si usnadńıme vhodným umı́stěńım bod̊u A, B vzhledem k souřadnicovým osám. Konkrétně
je umı́st́ıme na osu x tak, že A = [−a, 0] a B = [a, 0], kde a ∈ R. Potom má vyšetřovaná množina
bod̊u X = [x, y] rovnici

(

x− a(k2 + 1)

k2 − 1

)2

+ y2 =
4a2k2

(k2 − 1)2
,

která skutečně odpov́ıdá kružnici.

2.1 Barycentrické souřadnice

Výše uvedené skutečnosti nás mohou přivést k možnosti vyjádřeńı polohy bodu nezávisle na volbě
soustavy souřadnic. Bod C můžeme, při zvolených bodech A, B, zapsat takto:

C =
1

1− λ
A− λ

1− λ
B.

Jedná se o př́ıklad tzv. barycentrických1 souřadnic.

Barycentrické souřadnice vzhledem ke dvěma bod̊um

Bod X lež́ı na př́ımce AB právě tehdy, když existuj́ı dvě č́ısla α, β ∈ R taková, že plat́ı

X = αA+ βB, α+ β = 1.

Tato č́ısla nazýváme barycentrickými souřadnicemi bodu X vzhledem k bod̊um A, B. Rovnice
X = αA+ βB, kde α + β = 1 se nazývá bodová rovnice př́ımky.

1Barus znamená řecky těžký. Slovem barycentrum se označuje hmotný střed soustavy těles, většinou kosmických.
Použit́ı barycentrických souřadnic má analogii ve výpočtu polohy těžǐstě soustavy těles. Uvažujme např́ıklad dvě
bodová tělesa o hmotnostech m1 a m2, která jsou umı́stěna v daném pořad́ı v bodech X a Y . Potom pro souřadnice

těžǐstě T této soustvy dvou těles plat́ı: T =
m1X +m2Y

m1 +m2

=
m1

m1 +m2

X +
m2

m1 +m2

Y, kde
m1

m1 +m2

+
m2

m1 +m2

= 1.
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Poznámka. Analogicky můžeme zavést barycentrické souřadnice boduX vzhledem ke třem, čtyřem,
obecně pak k bod̊um. Proved’te pro k = 3, 4.

PŘÍKLAD 2.4. Napǐste barycentrické souřadnice středu úsečky AB vzhledem k jej́ım krajńım
bod̊um.

PŘÍKLAD 2.5. Napǐste barycentrické souřadnice těžǐstě trojúhelńıku ABC vzhledem k jeho
vrchol̊um.

Věta 1. V prostoru Ek zvolme k+1 bod̊u Ai, k+ 1 č́ısel αi a k+1 č́ısel βi, kde i ∈ {1, 2, ..., k+ 1}.
Potom plat́ı:

a) Bod X definovaný vztahem

X = α1A1 + α2A2 + ... + αk+1Ak+1

je definován nezávisle na volbě soustavy souřadnic právě tehdy, když

α1 + α2 + ... + αk+1 = 1.

b) Vektor ~u definovaný vztahem

~u = β1A1 + β2A2 + ... + βk+1Ak+1

je definován nezávisle na volbě soustavy souřadnic právě tehdy, když

β1 + β2 + ...+ βk+1 = 0.

3 Afinńı zobrazeńı

Afinńı zobrazeńı (viz ńıže uvedená Def. 13) se obecně uskutečňuje mezi dvěma afinńımi bodovými
prostory, jejichž dimenze nemusej́ı být stejné. Př́ıkladem afinńıho zobrazeńı z prostoru A3 do prostoru
A2 je středové promı́táńı (z trojrozměrného prostoru do roviny) na Obr. 11.

Častěji se budeme setkávat s afinńım zobrazeńım, které se uskutečňuje v rámci jednoho afinńıho
bodového prostoru (většinou se bude jednat o rovinu, konkrétně o eukleidovský prostor E2 nebo
trojrozměrný prostor, konkrétně o eukleidovský prostor E3). Je-li takové afinńı zobrazeńı afinńıho
bodového prostoru na sebe vzájemně jednoznačné, nazýváme ho afinńı transformace daného bo-
dového prostoru, zkráceně afinita.

Mezi afinity patř́ı např. shodnosti v rovině nebo stejnolehlost, které se vyučuj́ı v matematice na
základńıch a středńıch školách.
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Obrázek 11: Středové promı́táńı z trojrozměrného prostoru do roviny

Definice 13 (Afinńı zobrazeńı). Zobrazeńı f afinńıho prostoru A do afinńıho prostoru A′ se nazývá
afinńı, jestlǐze má tuto vlastnost: Lež́ı-li navzájem r̊uzné body B,C,D z prostoru A na př́ımce, pak
jejich obrazy f(B), f(C), f(D) bud’ splývaj́ı, nebo jsou navzájem r̊uzné, lež́ı na jedné př́ımce a jejich
děĺıćı poměr se rovná děĺıćımu poměru jejich vzor̊u, tj.:

(f(B), f(C); f(D)) = (B,C;D).

Definice 14 (Asociovaný homomorfismus1zobrazeńı f). Uvažujme afinńı zobrazeńı f prostoru A do
prostoru A′, např. f : E2 → E2. Potom asociovaným (tj. jednoznačně přiřazeným) homomorfis-
mem afinńıho zobrazeńı f rozumı́me lineárńı zobrazeńı ϕ, které zobrazuje zaměřeńı V prostoru A
do zaměřeńı V ′ prostoru A′ takto:

~u = Y −X ⇒ ϕ(~u) = f(Y )− f(X), (3)

kde X, Y jsou body z A, ~u ∈ V ; f(X), f(Y ) body z A′, ϕ(~u) ∈ V ′.

Role asociovaného homomorfismu ϕ afinńıho zobrazeńı f je patrná z Obr. 12. Afinńı zobrazeńı f
se uskutečňuje mezi body, tj. zobrazuje body X, Y po řadě na body f(X), f(Y ). Homomorfismus ϕ
asociovaný s f potom

”
operuje“ na vektorech př́ıslušej́ıćıch dvojićım těchto bod̊u, tj. vektor ~u = Y −X

zobrazuje na vektor ϕ(~u) = f(Y )− f(X).

1Zobrazeńı ϕ vektorového prostoru V do vektorového prostoru V ′ se nazývá homomorfismus (též
”
lineárńı zobra-

zeńı“), jestlǐze pro všechna ~u,~v ∈ V, k ∈ T (mı́sto obecného tělesa T m̊užeme uvažovat R) plat́ı:

(1) ϕ(~u+ ~v) = ϕ(~u) + ϕ(~v),

(2) ϕ(k~u) = kϕ(~u).
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Obrázek 12: Asociovaný homomorfismus ϕ afinńıho zobrazeńı f

3.1 Rovnice afinńıho zobrazeńı z An do Am

Necht’ afinńı bodový prostor An je určen počátkem P a báźı ~e1, ..., ~en, tzn. An = {P ;~e1, ..., ~en}.
Podobně necht’ A′

m = {Q; ~d1, ~d2, ..., ~dm}. Necht’ f je afinńı zobrazeńı An do A′

m a ϕ asociované
zobrazeńı k f tak, že

ϕ(~ej) =
m
∑

i=1

aij ~di ; j = 1, ..., n, (4)

tzn. koeficienty aij jsou souřadnice vektor̊u ϕ(~ej) v bázi zaměřeńı prostoru Am,

f(P ) = Q +
m
∑

i=1

bi ~di , (5)

tzn. počátek P ∈ Am se zobrazuje do bodu f(P ) ∈ A′

m, který má při počátku Q souřadnice bi.

S ohledem na výše uvedené úmluvy nyńı urč́ıme vztah mezi souřadnicemi libovolného bodu X ∈ An

a jeho obrazu f(X) ∈ A′

m. Vyjádřeme souřadnice X , f(X) :

X = P +
n
∑

j=1

xj~ej , (6)

f(X) = Q+

m
∑

i=1

x′

i
~di . (7)

Zobraźıme-li bod X v afinitě f, můžeme dle uvedených vlastnost́ı zobrazeńı f a ϕ psát:

f(X) = f(P ) +

n
∑

j=1

xjϕ(~ej).

Po dosazeńı z (4) a (5) dostáváme

f(X) = Q+

m
∑

i=1

bi~di +

n
∑

j=1

xj

m
∑

i=1

aij ~di,

po úpravě

f(X) = Q+

m
∑

i=1

(

n
∑

j=1

aijxj + bi

)

~di. (8)
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Porovnáme-li koeficienty při ~di ve vyjádřeńıch (7) a (8), dostáváme hledané rovnice

x′

i =
n
∑

j=1

aijxj + bi, i = 1, 2, ..., m (9)

Jinou formou zápisu (9) je soustava rovnic

x′

1 = a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn + b1

x′

2 = a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn + b2
...

x′

n = an1x1 + an2x2 + ...+ annxn + bn,

maticový zápis soustavy











x′

1

x′

2

...
x′

m











=











a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn











·











x1

x2

...
xn











+











b1
b2
...
bn











, (10)

př́ıpadně maticová rovnice

X′ = A ·X+B. (11)

3.2 Rovnice homomorfismu asociovaného s afinńım zobrazeńım

Nyńı ještě urč́ıme rovnice asociovaného zobrazeńı ϕ. Necht’ vektor ~u ∈ Vn se zobraźı do vektoru
ϕ(~u) ∈ V ′

m. Pro souřadnice vzoru ~u a obrazu ϕ(~u) plat́ı

~u =
n
∑

j=1

uj~ej ; (12)

ϕ(~u) =

m
∑

i=1

u′

i
~di (13)

Na (12) aplikujeme zobrazeńı ϕ a uprav́ıme dle (4). Dostaneme

ϕ(~u) =
n
∑

j=1

ujϕ(~ej) =
n
∑

j=1

uj

m
∑

i=1

aij ~di.

Po úpravě

ϕ(~u) =

m
∑

i=1

(

n
∑

j=1

aijuj

)

~di. (14)

Srovnáńım (14) s (13) dostaneme hledané rovnice asociovaného zobrazeńı:

u′

i =

n
∑

j

aijuj, i = 1, ..., m. (15)
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3.3 Věta o určenosti afinńıho zobrazeńı

Věta 2 (O určenosti afinńıho zobrazeńı). Mějme dva afinńı bodové prostory An, A
′

m. Necht’ M0,M1,M2, ...,Mn

je n + 1 lineárně nezávislých bod̊u v An, M
′

0,M
′

1, ...,M
′

n n + 1 libovolně zvolených bod̊u v A′

m. Pak
existuje právě jedno afinńı zobrazeńı f prostoru An do A′

m, které přiřazuje bod̊um Mj body M ′

j tak,
že

M ′

j = f(Mj); j = 0, 1, ..., n.

D̊ukaz. Ze Def. 14 asociovaného homomorfismu ϕ plyne, že jeho vztah k afinńımu zobrazeńı f lze
vyjádřit vztahem ϕ(X − P ) = f(X)− f(P ), který můžeme psát ve tvaru

f(X) = f(P ) + ϕ(X − P ). (16)

Odtud je zřejmé, že afinńı zobrazeńı f lze určit (zadat) jednou dvojićı bod̊u ve vztahu
”
vzor →

obraz“, v př́ıpadě (16) je to dvojice P → f(P ), a asociovaným homomorfismem ϕ. Z toho plyne
d̊ukaz věty 2: Afinńı zobrazeńı je určeno dvojićı bod̊u

”
vzor → obraz“ M0 → M ′

0 a asociovaným
homomorfismem ϕ jednoznačně určeným n nezávislými vektory M1 −M0,M2 −M0, . . . ,Mn −M0 a
jejich obrazy (které mohou být závislé) M ′

1 −M ′

0,M
′

2 −M ′

0, . . . ,M
′

n −M ′

0.

PŘÍKLAD 3.1. Zjistěte, zda existuje afinńı zobrazeńı f : A2 → A3, při kterém se body B[1, 0],
C[0, 1], D[2, p] zobraźı po řadě na body B′[2, 1,−1], C ′[3, 2, 0], D′[1, 0, 2].

Řešeńı v programu wxMaxima:

(%i1) r1:a11+b1=2; r2:a21+b2=1; r3:a31+b3=-1; r4:a12+b1=3; r5:a22+b2=2;

r6:a32+b3=0; r7:2*a11+p*a12+b1=1; r8:2*a21+p*a22+b2=0;

r9:2*a31+p*a32+b3=2;

(%o1) b1 + a11 = 2

(%o2) b2 + a21 = 1

(%o3) b3 + a31 = −1
(%o4) b1 + a12 = 3

(%o5) b2 + a22 = 2

(%o6) b3 + a32 = 0

(%o7) a12 p+ b1 + 2 a11 = 1

(%o8) a22 p+ b2 + 2 a21 = 0

(%o9) a32 p+ b3 + 2 a31 = 2

(%i10) res:solve([r1,r2,r3,r4,r5,r6,r7,r8,r9],

[a11,a12,a21,a22,a31,a32,b1,b2,b3])[1];

(%o10) [a11 = −1, a12 = 0, a21 = −1, a22 = 0, a31 = −p− 3

p+ 1
, a32 =

4

p+ 1
, b1 = 3, b2 = 2, b3 =

− 4

p + 1
]
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(%i11) ev([x1=a11*x+a12*y+b1,y1=a21*x+a22*y+b2,z1=a31*x+a32*y+b3],res);

(%o11) [x1 = 3− x, y1 = 2− x, z1 =
4 y

p+ 1
− (p− 3) x

p+ 1
− 4

p+ 1
]

PŘÍKLAD 3.2. Určete rovnici afinńıho zobrazeńı f : A2 → A1, při kterém se body [2, 1], [3, 2],
[0, 1] zobraźı po řadě na body [2], [0], [8].

PŘÍKLAD 3.3. Určete rovnice rovnoběžného promı́táńı prostoru A3 do pr̊umětny π ⊂ A3,
vzhledem k pevné lineárńı soustavě souřadnic prostoru A3, je-li dána pr̊umětna π rovnićı 2x1 + x2 −
x3 + 2 = 0 a směr promı́táńı je určen vektorem ~s = (2; 1; 3).

PŘÍKLAD 3.4. Určete rovnice afinńıho zobrazeńı f : A3 → A2, které bod̊um A = [1, 2, 3],
B = [0, 1, 1], C = [1,−1, 2], D = [3, 0, 1] přiřazuje v daném pořad́ı body A′ = [−1, 3], B = [0, 2],
C = [0, 0], D = [3, 1].

3.4 Cvičeńı – Afinńı zobrazeńı

1. Určete rovnici afinńıho zobrazeńı f : A2 → A1, při kterém se body [2, 1], [3, 2], [0, 1] zobraźı po
řadě na body [2], [4], [10].

2. Pro jaké hodnoty parametr̊u p, q existuje afinńı zobrazeńı f : A2 → A′

2, při kterém se body [2, 1],
[−2, 3], [4, 0] zobraźı po řadě na body [p, 3], [0, q], [1, 1].
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4 Afinita

Afinita je stručný název pro afinńı transformaci prostoru, tj. vzájemně jednoznačné afinńı zobrazeńı
bodového prostoru An na sebe.

Poznámka.
”
Vzájemně jednoznačným zobrazeńım“ rozumı́me zobrazeńı, které je zároveň

”
prosté“

a
”
na množinu“.

Afinita má stejné analytické vyjádřeńı jako obecné afinńı zobrazeńı, viz (9), (10) nebo (11). Vzhledem
k tomu, že se jedná o vzájemně jednoznačné zobrazeńı, je akorát matice afinity čtvercová a regulárńı.
Afinitu tak lze zapsat maticovou rovnićı

X′ = A ·X+B, (17)

kde A je regulárńı čtvercová matice n−tého řádu a X,B a X ′ jsou matice typu (n, 1). Jako př́ıklady
si uved’me afinity prostor̊u A2 a A3.

Každé afinńı zobrazeńı f afinńı roviny A2 do sebe je vzhledem k libovolně zvolené lineárńı soustavě
souřadnic dáno rovnicemi:

f : x′ = a11x + a12y + b1
y′ = a21x + a22y + b2

, (18)

které můžeme zapsat jednou maticovou rovnićı ve tvaru

f :

[

x′

y′

]

=

[

a11 a12
a21 a22

]

·
[

x
y

]

+

[

b1
b2

]

. (19)

Každé afinńı zobrazeńı f v prostoru A3 můžeme zapsat soustavou rovnic

g : x′

1 = a11x1 + a12x2 + a13x3 + b1
x′

2 = a21x1 + a22x2 + a23x3 + b2
x′

3 = a31x1 + a32x2 + a33x3 + b3

, (20)

nebo jednou maticovou rovnićı

g :





x′

1

x′

2

x′

3



 =





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



 ·





x1

x2

x3



+





b1
b2
b3



 . (21)

PŘÍKLAD 4.1. Zd̊uvodněte, proč ze skutečnosti, že afinita je vzájemně jednoznačným zobra-
zeńım, vyplývá, že jej́ı matice je regulárńı.

4.1 Afinita v rovině

Budeme uvažovat speciálńı př́ıpad afinńıho zobrazeńı, kdy prostory An a A′

m splynou. Půjde nám
tak o vzájemně jednoznačné zobrazeńı prostoru An (v našem př́ıpadě E2) na sebe.

Definice 15. Vzájemně jednoznačné afinńı zobrazeńı afinńıho prostoru E2 na sebe nazýváme
”
afi-

nitou“ prostoru E2 nebo
”
afinńı transformaćı prostoru E2.“

Poznámka. Množina afinit v rovině spolu s operaćı skládáńı geometrických zobrazeńı tvoř́ı grupu,
tzv.

”
afinńı grupu roviny“. Obecné formulaci této skutečnosti je věnována věta 9 na str. 30.
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4.2 Rovnice afinity v rovině

Každé afinńı zobrazeńı f v rovině E2, které bodu X = [x, y] přǐrazuje obraz X ′ = [x′, y′], je možné
zapsat rovnicemi

f : x′ = a11x + a12y + b1
y′ = a21x + a22y + b2

(22)

a naopak, každé zobrazeńı v rovině, které je dáno soustavou rovnic (22), je afinitou v rovině. Soustavu
(22) můžeme zapsat také pomoćı matic

[

x′

1

x′

2

]

=

[

a11 a12
a21 a22

]

·
[

x1

x2

]

+

[

b1
b2

]

. (23)

Potom řekneme, že afinitou je každé zobrazeńı, které lze zapsat maticovou rovnićı

X′ = A ·X+B,

kde X ′ =

[

x′

1

x′

2

]

, X =

[

x1

x2

]

, A =

[

a11 a12
a21 a22

]

a B =

[

b1
b2

]

.

Odvod́ıme si výše uvedené analytické vyjádřeńı (22) afinńıho zobrazeńı f roviny na sebe (zkráceně

”
afinity“ v rovině). Základńı myšlenka tohoto odvozeńı je ilustrována Obr. 13. V rovině A2 máme dvě
afinńı soustavy souřadnic (repéry),

”
soustavu vzor̊u“ α = {P ;~e1, ~e2} (je určena počátkem P a báźı

{~e1, ~e2} vektorového zaměřeńı prostoru A2) a ”
soustavu obraz̊u“ ω = {Q; ~d1, ~d2} (určena počátkem Q

a báźı {~d1, ~d2} vektorového zaměřeńı prostoru A2). Přitom repér {P ;~e1, ~e2} se p̊usobeńım uvažované
afinity f zobraźı na repér {f(P );ϕ(~e1), ϕ(~e2)}, kde ϕ homomorfismus (lineárńı zobrazeńı) asociovaný
k f. Obrazem bodu X = [x1, x2] je bod f(X) = X ′ = [x′

1, x
′

2]. Vztah mezi souřadnicemi f(X) a X

najdeme tak, že bod f(X) vyjádř́ıme vzhledem k oběma repér̊um {Q; ~d1, ~d2} a {f(P );ϕ(~e1), ϕ(~e2)}
(viz Obr. 13) a tato vyjádřeńı porovnáme.

Obrázek 13: Zobrazeńı bodu X v afinitě f v rovině
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Necht’ f je afinńı zobrazeńı prostoru A2 na sebe a ϕ je homomorfismus asociovaný k f. Potom obrazy
ϕ(~e1), ϕ(~e2) vektor̊u báze {~e1, ~e2} můžeme vyjádřit rovnicemi

ϕ(~e1) = a11 ~d1 + a21~d2, (24)

ϕ(~e2) = a12 ~d1 + a22~d2, (25)

kde koeficienty aij jsou souřadnice vektor̊u ϕ(~e1), ϕ(~e2) vzhledem k bázi {~d1, ~d2} a pro obraz f(P )
počátku P repéru α můžeme psát

f(P ) = Q+ b1 ~d1 + b2~d2, (26)

kde [b1, b2] jsou jeho souřadnice vzhledem k repéru ω.

Nyńı urč́ıme vztah mezi souřadnicemi libovolného bodu X ∈ A2 a jeho obrazu X ′ = f(X) ∈ A2.
Nejprve každý z těchto bod̊u zaṕı̌seme v př́ıslušném repéru, bod X v repéru α, bod f(X) pak v
repéru ω,

X = P + x1~e1 + x2~e2, (27)

f(X) = Q + x′

1
~d1 + x′

2
~d2. (28)

Potom, s využit́ım vlastnost́ı zobrazeńı f a ϕ, zaṕı̌seme obraz bodu X ve tvaru

f(X) = f(P + x1~e1 + x2~e2) = f(P ) + ϕ(x1~e1 + x2~e2) = f(P ) + x1ϕ(~e1) + x2ϕ(~e2).

Po dosazeńı z (24), (25) a (26) dostáváme

f(X) = Q + b1~d1 + b2~d2 + x1(a11~d1 + a21~d2) + x2(a12~d1 + a22 ~d2).

Po úpravě a porovnáńı koeficient̊u při ~di s vyjádřeńım (28) dostáváme hledané rovnice afinity f v
rovině

f : x′

1 = a11x1 + a12x2 + b1,

x′

2 = a21x1 + a22x2 + b2. (29)

Nyńı ještě urč́ıme rovnice asociovaného zobrazeńı ϕ. Necht’ vektor ~u ∈ V2 se zobraźı do vektoru
ϕ(~u) ∈ V2. Pro souřadnice vzoru ~u a obrazu ϕ(~u) plat́ı

~u = u1~e1 + u2~e2, (30)

ϕ(~u) = u′

1
~d1 + u′

2
~d2. (31)

Na (30) aplikujeme zobrazeńı ϕ a uprav́ıme dle (24) a (25). Dostaneme

ϕ(~u) = u1ϕ(~e1) + u2ϕ(~e2) = u1(a11~d1 + a21 ~d2) + u2(a12 ~d1 + a22 ~d2).

Po úpravě a srovnáńı s (31) dostaneme hledané rovnice asociovaného zobrazeńı ϕ:

ϕ : u′

1 = a11u1 + a12u2,

u′

2 = a21u1 + a22u2. (32)

Soustavu rovnic afinity v rovině (29) můžeme zapsat také pomoćı matic, takto
[

x′

1

x′

2

]

=

[

a11 a12
a21 a22

]

·
[

x1

x2

]

+

[

b1
b2

]

,

stručněji pak ve tvaru
X′ = A ·X+B.
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4.3 Věta o určenosti afinity v rovině

Věta 3 (O určenosti afinity v rovině). Necht’ K,L,M a K ′, L′,M ′ jsou dvě skupiny nekolineárńıch
bod̊u v rovině. Pak existuje jediná afinita f této roviny, která body K,L,M zobrazuje v daném pořad́ı
na body K ′, L′,M ′.

D̊ukaz. Využijeme (22). Afinita f muśı být dána takovýmito rovnicemi. Ukážeme, že za podmı́nek
uvedených ve větě je tato afinita určena jednoznačně, tj. existuje jediná šestice a11, a12, a21, a22, b1, b2,
která tuto afinitu specifikuje.

Pro jednotlivé dvojice bod̊u
”
vzor → obraz“ dostaneme následuj́ıćı rovnice:

K[k1, k2]→ K ′[k′

1, k
′

2]:

a11k1 + a12k2 + b1 = k′

1, (33)

a21k1 + a22k2 + b2 = k′

2. (34)

L[l1, l2]→ L′[l′1, l
′

2]:

a11l1 + a12l2 + b1 = l′1, (35)

a21l1 + a22l2 + b2 = l′2. (36)

M [m1, m2]→ M ′[m′

1, m
′

2]:

a11m1 + a12m2 + b1 = m′

1, (37)

a21m1 + a22m2 + b2 = m′

2. (38)

Pro známé souřadnice bod̊u K, L, M , K ′, L′, M ′ tak máme soustavu 6 rovnic o 6 neznámých a11,
a12, a21, a22, b1, b2. Zaj́ımá nás, za jakých podmı́nek má jediné řešeńı. Tyto podmı́nky by se měly
shodovat s obsahem věty 3. Po detailńım prozkoumáńı rovnic (33)–(38) je patrné, že jejich soustava
se dá rozdělit na dvě vzájemně nezávislé soustavy 3 rovnic o 3 neznámých: soustavu rovnic (33), (35)
a (37) o neznámých a11, a12, b1 a soustavu rovnic (34), (36) a (38) o neznámých a21, a22, b2. Přitom
prvńı z těchto soustav má rozš́ı̌renou matici





k1 k2 1 k′

1

l1 l2 1 l′1
m1 m2 1 m′

1



 , (39)

druhá má potom rozš́ı̌renou matici





k1 k2 1 k′

2

l1 l2 1 l′2
m1 m2 1 m′

2



 . (40)

Soustavy se tedy shoduj́ı v matici soustavy (lǐśı se pouze vektory pravých stran). Aby měly obě
soustavy jediné řešeńı, muśı být determinant této matice r̊uzný od nuly, tj.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

k1 k2 1
l1 l2 1
m1 m2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0. (41)
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Determinant v (41) snadno spoč́ıtáme eliminaćı jedniček na pozićıch (2, 3) a (3, 3) postupným
odečteńım prvńıho řádku od druhého a třet́ıho řádku a následným rozvojem takto upraveného de-
terminantu podle třet́ıho sloupce. Dostaneme tak podmı́nku

∣

∣

∣

∣

l1 − k1 l2 − k2
m1 − k1 m2 − k2

∣

∣

∣

∣

6= 0, (42)

která je splněna právě tehdy, když jsou vektory L −K a M −K nezávislé, tj. body K,L,M nelež́ı
v př́ımce.

Ted’ zbývá dokázat, že když body K,L,M nelež́ı v př́ımce, ani body K ′, L′,M ′ nemohou ležet
v př́ımce. Tentokrát využijeme maticovou rovnici afinity X ′ = A ·X +B. Pro uvedené dvojice bod̊u
plat́ı:

K ′ = A ·K +B, (43)

L′ = A · L+B, (44)

M ′ = A ·M +B. (45)

Důkaz provedeme sporem. Předpokládáme, že K,L,M nelež́ı v př́ımce a zároveň body K ′, L′,M ′

lež́ı v př́ımce. Potom existuje j ∈ R takové, že L′ − K ′ = j(M ′ − K ′). Po dosazeńı z (43)–(45) a
vynásobeńı obou stran rovnice zleva matićı inverzńı k A dostaneme L−K = j(M −K), což je spor
s předpokladem nekolineárnosti bod̊u K,L,M . Body K ′, L′,M ′ tedy také nemohou ležet v př́ımce.

4.4 Afinita prostoru An

Definice 16. Vzájemně jednoznačné afinńı zobrazeńı afinńıho prostoru An na sebe nazýváme
”
afi-

nitou“ prostoru An nebo
”
afinńı transformaćı prostoru An“.

Věta 4 (O určenosti). Necht’ M0,M1,M2, ...,Mn a M ′

0,M
′

1,M
′

2, ...,M
′

n jsou dvě skupiny (n + 1)
lineárně nezávislých bod̊u afinńıho prostoru An. Pak existuje jediná afinita f prostoru An, pro kterou

f(Mi) = M ′

i , i = 0, 1, ..., n.

Jestliže v uvedené větě urč́ıme pomoćı dvou jmenovaných skupin lineárně nezávislých bod̊u dvě
afinńı souřadnicové soustavy prostoru A, pak tyto soustavy určuj́ı př́ıslušnou afinitu f uvažovaného
prostoru.

Věta 5. Necht’ v afinńım bodovém prostoru An jsou dány dvě afinńı souřadnicové soustavy An =
{P ;~e1, ~e2, ..., ~en}; An = {Q; ~d1, ~d2, ..., ~dn}. Pak existuje jediná afinita prostoru An, pro kterou

f(P ) = Q

a asociované zobrazeńı ϕ
ϕ(~ei) = ~di, i = 1, 2, ..., n.
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4.5 Rovnice afinity prostoru An

Afinitu prostoru An chápeme jako speciálńı př́ıpad afinńıho zobrazeńı z An do A′

m, kde m = n.
Potom je tato afinita určena rovnicemi

x′

i =
n
∑

j

aijxj + bi, i = 1, ..., n (46)

zobrazuj́ıćımi bod X = (x1, ..., xn) do bodu X ′ = (x′

1, ..., x
′

n). Zobrazeńı asociované

u′

i =
n
∑

j

aijuj, i = 1, ..., n (47)

zobrazuje vektor ~u(u1, ..., un) do ~u′(u′

1, ..., u
′

n).

PŘÍKLAD 4.2. Určete afinitu v rovině A2, ve které při dané soustavě souřadné se bod B = [0, 0]
zobrazuje do bodu B′ = [1, 0], bod C = [1, 0] do bodu C ′ = [0, 1] a bod D = [0, 1] do bodu D′ = [0, 0].

4.6 Modul afinity

Protože afinita prostoru An je zobrazeńı vzájemně jednoznačné, pro determinant afinity dané rovni-
cemi (46) plat́ı

δ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
. . . .
. . . .
. . . .

an1 an2 ... ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0.

Tento determinant se nazývá modulem afinity. Dá se ukázat, že modul afinity nezáviśı na volbě
báze uvažovaného prostoru.

Nyńı se budeme zabývat vlastnost́ı modulu afinity, která je metrická, tj. závislá na existenci skalárńıho
součinu. Proto se v daľśım omeźıme ve svých úvahách na eukleidovské prostory, přesněji na E3 a E2.

PŘÍKLAD 4.3. Určete afinitu v A2, je-li obrazem bodu B = [6;−2] bod B′ = [1; 1], obrazem
vektoru ~u = (2; 1) vektor ~u′ = (4; 2) a vektoru ~v = (−1; 2) vektor ~v′ = (−3; 6). Porovnejte obsahy
trojúhelńık̊u BCD a B′C ′D′, kde C = B + ~u, D = B + ~v a C ′ = B′ + ~u′, D′ = B′ + ~v′.

Věta 6. Necht’ f je afinita v prostoru E3 (resp. E2), která má modul δ. Necht’ U je měřitelný útvar
v E3 (resp. E2), který má objem V (resp. obsah V ). Necht’ obrazem útvaru U v afinitě f je útvar U ′,
který má objem V ′ (resp. obsah V ′). Potom plat́ı

V ′ = |δ| · V. (48)

D̊ukaz. Mı́ra měřitelných útvar̊u v E3 (resp. E2) je definována pomoćı rovnoběžnostěn̊u (resp. rov-
noběžńık̊u). Proto se v d̊ukazu omeźıme na afinńı zobrazeńı rovnoběžnostěn̊u v E3 a rovnoběžńık̊u v
E2. Necht’ v E3 je rovnoběžnostěn určen trojićı nezávislých vektor̊u ~u,~v, ~w, které maj́ı ve zvolené bázi
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souřadnice ~u = (u1, u2, u3), ~v = (v1, v2, v3), ~w = (w1, w2, w3). Obrazy těchto vektor̊u v zobrazeńı ϕ
asociovaném k afinitě f označme ~u′ = ϕ(~v), ~v′ = ϕ(~v), ~w′ = ϕ(~w) a jejich souřadnice ~u′ = (u′

1, u
′

2, u
′

3),
~v′ = (v′1, v

′

2, v
′

3), ~w
′ = (w′

1, w
′

2, w
′

3). V afinitě f a zobrazeńı ϕ plat́ı dle vztahu (47)

u′

i =
3
∑

j=1

aijuj, v′i =
3
∑

j=1

aijvj , w′

i =
3
∑

j=1

aijwj; i = 1, 2, 3. (49)

Objem V ′ zobrazeného rovnoběžnostěnu U ′ urč́ıme známým vztahem smı́̌seného součinu, stejně tak
objem V rovnoběžnostěnu U :

V ′ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u′

1 u′

2 u′

3

v′1 v′2 v′3
w′

1 w′

2 w′

3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, V =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u1 u2 u3

v1 v2 v3
w1 w2 w3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (50)

Dosazeńım (49) dostaneme

V ′ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3
∑

j=1

a1juj,
3
∑

j=1

a2juj,
3
∑

j=1

a3juj

3
∑

j=1

a1jvj,
3
∑

j=1

a2jvj ,
3
∑

j=1

a3jvj

3
∑

j=1

a1jwj ,
3
∑

j=1

a2jwj,
3
∑

j=1

a3jwj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, (51)

což lze zapsat součinem

V ′ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u1 u2 u3

v1 v2 v3
w1 w2 w3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(52)

a tedy
V ′ = δ · V. (53)

Pokud je δ < 0, pak lze znaménko minus vytknout, tj. V ′ = −δ · (−V ). Ve druhém determinantu pak
zaměńıme pořad́ı sousedńıch řádk̊u, např. prvńıho a druhého. Pro obsahy vzoru a obrazu měřitelného
útvaru v E2 zřejmě stač́ı, uváž́ıme-li obsah V libovolně zvoleného rovnoběžńıka určeného lineárně
nezávislými body M,N, P a jeho obrazu v dané afinitě určeného body M ′, N ′, P ′.

4.7 Afinita př́ımá a nepř́ımá, ekviafinita

Definice 17. Je-li modul afinity kladný, nazývá se
”
afinita př́ımá“. Afinita se záporným modulem

se nazývá
”
nepř́ımá“. Afinita, jej́ı̌z modul se rovná v absolutńı hodnotě jedné, se nazývá ekviafinńı

afinita, stručně
”
ekviafinita“.

PŘÍKLAD 4.4. Určete rovnice a modul afinity f : E3 → E3, v ńı̌z se body K[0, 0, 0], L[1, 4, 0],
M [−1, 0, 6], N [4, 5, 8] zobraźı na body K ′[1, 1, 1], L′[−2, 9, 6], M ′[0,−5, 12], N ′[0, 3, 26]. Rozhodněte,
zda se jedná o afinitu př́ımou či nepř́ımou a zda je to ekviafinita.
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Řešeńı v programu wxMaxima:

(%i25) r1:b1=1; r2:b2=1; r3:b3=1; r4:a11+4*a12+b1=-2; r5:a21+4*a22+b2=9;

r6:a31+4*a32+b3=6; r7:-a11+6*a13+b1=0; r8:-a21+6*a23+b2=-5;

r9:-a31+6*a33+b3=12; r10:4*a11+5*a12+8*a13+b1=0;

r11:4*a21+5*a22+8*a23+b2=3; r12:4*a31+5*a32+8*a33+b3=26;

(%o25) b1 = 1

(%o26) b2 = 1

(%o27) b3 = 1

(%o28) b1 + 4 a12 + a11 = −2
(%o29) b2 + 4 a22 + a21 = 9

(%o30) b3 + 4 a32 + a31 = 6

(%o31) b1 + 6 a13− a11 = 0

(%o32) b2 + 6 a23− a21 = −5
(%o33) b3 + 6 a33− a31 = 12

(%o34) b1 + 8 a13 + 5 a12 + 4 a11 = 0

(%o35) b2 + 8 a23 + 5 a22 + 4 a21 = 3

(%o36) b3 + 8 a33 + 5 a32 + 4 a31 = 26

(%i37) res:solve([r1,r2,r3,r4,r5,r6,r7,r8,r9,r10,r11,r12],

[a11,a12,a13,a21,a22,a23,a31,a32,a33,b1,b2,b3])[1];

(%o37) [a11 = 1, a12 = −1, a13 = 0, a21 = 0, a22 = 2, a23 = −1, a31 = 1, a32 = 1, a33 = 2, b1 =
1, b2 = 1, b3 = 1]

(%i38) ev([x1=a11*x+a12*y+a13*z+b1,y1=a21*x+a22*y+a23*z+b2,

z1=a31*x+a32*y+a33*z+b3],res);

(%o38) [x1 = −y + x+ 1, y1 = −z + 2 y + 1, z1 = 2 z + y + x+ 1]

(%i40) A:ev(matrix([a11,a12,a13],[a21,a22,a23],[a31,a32,a33]),res);

(%o40)





1 −1 0
0 2 −1
1 1 2





(%i42) determinant(A);

(%o42) 6

28



4.8 Cvičeńı – Afinita

3. Uved’te maticové zápisy následuj́ıćıch transformaćı:
a) středová souměrnost se středem v počátku,
b) středová souměrnost se středem v bodě [5, 10],
c) osová souměrnost podle souřadnicové osy x,
d) stejnolehlost se středem v počátku soustavy souřadnic a s koeficientem κ = 2,

e) stejnolehlost se středem v počátku soustavy souřadnic a s koeficientem κ =
−1
2
.

Využijte applet na GeoGebraTube: tube.geogebra.org/student/mUcqvE9uT
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5 Skládáńı afinńıch zobrazeńı

Necht’ f1 je afinńı zobrazeńı prostoru A do A′, f2 afinńı zobrazeńı prostoru A′ do A′′. Jestliže každému
bodu X ∈ A je v f1 přǐrazen bod f1(X) ∈ A′ a bodu f1(X) přǐrazen bod f2[f1(X)] ∈ A′′, ř́ıkáme,
že zobrazeńı f přǐrazuj́ıćı bodu X bod f2[f1(X)] vzniklo složeńım zobrazeńı f1 a f2. Zapisujeme
f = f2 · f1, f = f2f1 nebo f = f2(f1(X)).

Věta 7. Složeńım dvou afinńıch zobrazeńı f1, f2 vznikne afinńı zobrazeńı f. Zobrazeńı ϕ asociované
k f vznikne složeńım zobrazeńı ϕ1, ϕ2 asociovaných po řadě k f1, f2.

PŘÍKLAD 5.1. V prostoru E2 jsou dány dvě středové souměrnosti S a O. Určete zobrazeńı
Z1 = SO a Z2 = OS.

PŘÍKLAD 5.2. V prostoru En je dáno posunut́ı T a středová souměrnost S. Určete zobrazeńı
Z1 = TS a Z2 = ST.

5.1 Afinńı grupa v An

Věta 8 (Inverzńı zobrazeńı). Uvažujme afinńı zobrazeńı f afinńıho prostoru An na afinńı prostor
A′

m. Necht’ je toto zobrazeńı nav́ıc prosté (prostory An, A
′

m maj́ı stejnou dimenzi, tj. m = n). Pak k
zobrazeńı f existuje zobrazeńı inverzńı f−1, které je rovněž afinńım zobrazeńım.

D̊ukaz. Jsou-li B′, C ′, D′ tři kolineárńı body v prostoru A′

n a plat́ı (B′, C ′, D′) = λ, uvažujme vzory
B,C bod̊u B′, C ′ při zobrazeńı f a na jimi určené př́ımce BC zvolme bod D tak, že děĺıćı poměr
(B,C,D) = λ. Pak bod f(D) lež́ı na př́ımce B′C ′ = f(B)f(C) a plat́ı (B′, C ′, f(D)) = λ. Protože
také (B′, C ′, D′) = λ, je f(D) = D′ a děĺıćı poměr (B′, C ′, D′) = (B,C,D).

Jak v́ıme, pojmem
”
afinita“ se rozumı́

”
vzájemně jednoznačné zobrazeńı prostoru An na sebe“, tj.

speciálńı př́ıpad afinńıho zobrazeńı, kdy prostory An a A′

m splynou.

Věta 9. Všechny afinity prostoru An tvoř́ı při obvyklém skládáńı grupu, tzv.
”
afinńı grupu prostoru

An“.

D̊ukaz. Složeńım dvou afinit prostoru An vznikne opět afinita prostoru An. K afinitě f existuje
inverzńı afinita f−1 (viz Věta 8). Neutrálńım prvkem je potom identita.

5.2 Souvislost mezi skládáńım afinńıch zobrazeńı a násobeńım matic

Pro zjednodušeńı budme uvažovat pouze lineárńı zobrazeńı. To jsou afinńı transformace s nulovým
vektorem posunut́ı, tj. v rovnićıch (23) maj́ı b1 = b2 = 0.

PŘÍKLAD 5.3. Jsou dána lineárńı zobrazeńı f, g :

f :

[

x′

y′

]

=

[

a b
c d

]

·
[

x
y

]

, g :

[

x′

y′

]

=

[

A B
C D

]

·
[

x
y

]

.

Určete matici M složeného zobrazeńı

g · f :

[

x′

y′

]

= M ·
[

x
y

]

.
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Obrázek 14: Skládáńı afinit f a g v rovině

Řešeńı:Uvažujme situaci znázorněnou na Obr. 14. BodX [x, y] je afinitou f zobrazen na bodX1[x1, y1],
ten je pak afinitou g zobrazen na bod X ′[x′, y′]. Tuto skutečnost můžeme zapsat rovnicemi

X
f−→ X1 :

[

x1

y1

]

=

[

a b
c d

]

·
[

x
y

]

; X1

g−→ X ′ :

[

x′

y′

]

=

[

A B
C D

]

·
[

x1

y1

]

,

odkud po dosazeńı za

[

x1

y1

]

z prvńı rovnice do druhé dostáváme

X
g·f−→ X ′ :

[

x′

y′

]

=

[

A B
C D

]

·
[

a b
c d

]

·
[

x
y

]

. (54)

Skládáńı afinit znázorněné Obr. 14 ale můžeme zapsat i pomoćı rovnic. Plat́ı

X
f−→ X1 :

x1 = ax + by
y1 = cx + dy

; X1

g−→ X ′ :
x′ = Ax1 + By1
y′ = Cx1 + Dy1

.

Potom po dosazeńı za x1 a y1 z prvńı soustavy rovnic do druhé dostaneme

X
g·f−→ X ′ :

x′ = A(ax+ by) + B(cx+ dy) = (Aa+Bc)x + (Ab+Bd)y
y′ = C(ax+ by) + D(cx+ dy) = (Ca +Dc)x + (Cb+Dd)y

,

po přepsáńı do maticového tvaru

X
g·f−→ X ′ :

[

x′

y′

]

=

[

Aa +Bc Ab+Bd
Ca+Dc Cb+Dd

]

·
[

x
y

]

. (55)

Z porovnáńı (54) a (55) je zřejmé, že pro matici M složené afinity g · f plat́ı:

M =

[

A B
C D

]

·
[

a b
c d

]

=

[

Aa+Bc Ab+Bd
Ca+Dc Cb+Dd

]

. (56)

Rovnost (56) tak přináš́ı známý algoritmus pro násobeńı dvou matic.

PŘÍKLAD 5.4. Řešeńı př́ıkladu 5.3 využijte ke zd̊uvodněńı skutečnosti, že skládáńı afinit v
rovině neńı komutativńı. Zobecněte na En.
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6 Samodružné body a směry afinity

Samodružnými body a směry zobrazeńı rozumı́me body a směry, které se v zobrazuj́ı samy na sebe.
Např́ıklad otočeńı R(S) má jediný samodružný bod, střed S, a nemá žádný samodružný směr.
Osová souměrnost O(o) má celou př́ımku samodružných bod̊u, osu o, a dva samodružné směry,
jeden rovnoběžný s osou o, druhý kolmý na o (př́ımky těchto směr̊u se zobraźı na př́ımky s nimi
rovnoběžné nebo totožné, tj. zobraźı se na př́ımky se stejnými směrovými vektory). Stejnolehlost
H(S, κ) má jediný samodružný bod, střed S, ale má všechny směry samodružné (tj. každá př́ımka
se zobraźı na př́ımku s ńı rovnoběžnou).

Samodružné prvky má smysl uvažovat jenom v př́ıpadě, že se uvažovaný bodový prostor (v př́ıpadě
směr̊u pak jemu př́ıslušej́ıćı vektorový prostor, tj. zaměřeńı) zobrazuje

”
do sebe“. Nadále se omeźıme

pouze na afinity (ty jsou dokonce zobrazeńımi uvažovaného prostoru
”
na sebe“) .

6.1 Samodružné body

Samodružným bodem (afinity) zobrazeńı rozumı́me bod, který se zobraźı sám na sebe, tj. pro jeho
souřadnice plat́ı X ′ = X. Po dosazeńı do maticové rovnice afinity X′ = A ·X+B tak dostaneme

X = A ·X +B,

po úpravě
(I − A) ·X = B, (57)

kde I je jednotková matice stejného řádu jako A. Za rovnićı (57) se skrývá nehomogenńı sou-
stava n rovnic o n neznámých x1, x2, . . . , xn, souřadnićıch hledaných samodružných bod̊u. Z teorie
řešitelnosti soustav lineárńıch rovnic v́ıme, že řešeńım může být jedna, žádná nebo nekonečně mnoho
uspořádaných n−tic [x1, x2, . . . , xn], tj. jeden, žádný nebo nekonečně mnoho samodružných bod̊u.
Množina řešeńı, tj. množina samodružných bod̊u uvažované afinity, má přitom charakter afinńıho
bodového podprostoru (bod, př́ımka, rovina, ...).

Výpočet souřadnic samodružného bodu si ilustrujeme na př́ıkladu afinity v rovině. Pokud do rovnic
(22) dosad́ıme x′ = x a y′ = y je zřejmé, že souřadnice samodružných bod̊u př́ıslušné afinity jsou
řešeńım soustavy rovnic

(1− a11)x1 − a12x2 = b1
−a21x1 + (1− a22)x2 = b2.

(58)

PŘÍKLAD 6.1. Určete samodružné body afinity dané rovnicemi

x′ = −x+ 4,

y′ = −y − 6.

Řešeńı: Dosazeńım x′ za x a y′ za y do daných rovnic dostaneme soustavu

2x = 4,

2y = −6,

která má jediné řešeńı [x, y] = [2,−3]. Daná afinita má tedy jediný samodružný bod S = [2,−3].

Poznámka. Protože AT · A = I, kde I je jednotková matice, jedná se o shodnost. V úvahu tak
připadá otočeńı nebo středová souměrnost. O tom, které z nich to je, rozhodnou samodružné směry.
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PŘÍKLAD 6.2. Určete samodružné body afinity dané rovnicemi

x′ = x,

y′ = −y.

Řešeńı: Dosazeńım x′ za x a y′ za y do daných rovnic dostaneme soustavu

0x = 0,

2y = 0,

která má tentokrát nekonečně mnoho řešeńı. Jsou jimi všechny uspořádané dvojice ve tvaru [x, 0]; x ∈
R. Jedná se tedy o afinitu jej́ıž všechny samodružné body lež́ı v př́ımce o rovnici y = 0.

Poznámka. Protože opět plat́ı AT · A = I, je to shodnost. V úvahu ted’ připadá jediná možnost,
osová souměrnost s osou v souřadnicové ose x.

6.2 Samodružné směry

Samodružným směrem rozumı́me směr, který se v (afinńım) zobrazeńı zobraźı sám na sebe. Pro
vyjádřeńı směru použ́ıváme vektor, např. ~u, ř́ıkáme mu

”
reprezentant“ tohoto směru (takovým re-

prezentantem pak může být každý jeho násobek). Má-li být směr určený vektorem ~u samodružný,
muśı pro vektor ~u′, který je obrazem ~u, platit ~u′ = λ~u, kde λ ∈ R.

Poznámka.
”
Směrem“ rozumı́me množinu všech vektor̊u k~u; k ∈ R vektoru ~u 6= ~o, tj. jednorozměrný

vektorový prostor [~u]. Vektor ~u nazýváme
”
reprezentantem“ tohoto směru. Pokud chceme zohlednit

orientaci, použijeme
”
orientovaný směr“, tj. množinu všech vektor̊u k~u, kde ale k ∈ 〈0,∞).

V́ıme, že zobrazeńı mezi vektory z vektorového prostoru, který je zaměřeńım afinńıho bodového
prostoru, v němž operuje uvažovaná afinita (obecně však toto zobrazeńı prob́ıhá mezi r̊uznými
zaměřeńımi r̊uzných bodových prostor̊u), zajǐst’uje tzv.

”
asociovaný homomorfismus“ (též

”
lineárńı

zobrazeńı“), viz definice 14 na str. 141.

Po dosazeńı do maticové rovnice asociovaného homomorfismu ~u′ = A · ~u tak dostaneme

λ~u = A · ~u,

po úpravě
(λI −A) · ~u = ~o, (60)

1Zobrazeńı ϕ vektorového prostoru V do vektorového prostoru V ′ se nazývá homomorfismus (lineárńı zobrazeńı),
jestliže pro všechna ~u,~v ∈ V, k ∈ T (mı́sto obecného tělesa T můžeme uvažovat R) plat́ı:

(1) ϕ(~u + ~v) = ϕ(~u) + ϕ(~v),

(2) ϕ(k~u) = kϕ(~u).

Uvažujme afinitu f prostoru En. Potom ”
asociovaným (tj. jednoznačně přǐrazeným) homomorfismem“ afinity f

rozumı́me lineárńı zobrazeńı ϕ, které zobrazuje zaměřeńı Vn prostoru En do sebe takto:

~u = Y −X ⇒ ϕ(~u) = f(Y )− f(X), (59)

kde X,Y a f(X), f(Y ) jsou body z E2, ~u, ϕ(~u) ∈ V2.
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kde I je jednotková matice stejného řádu jako A a vektor ~u je sloupcový (aby bylo definováno
násobeńı A · ~u).

Charakteristická rovnice, vlastńı č́ıslo, vlastńı vektor

Za rovnićı (60) se skrývá homogenńı soustava n rovnic o n neznámých u1, u2, . . . , un, souřadnićıch
reprezentanta hledaného samodružného směru. Z teorie řešitelnosti homogenńıch soustav lineárńıch
rovnic v́ıme, že řešeńım může být bud’ jenom nulový vektor ~o, hovoř́ıme o

”
triviálńım řešeńı“, nebo je

řešeńım nekonečně mnoho vektor̊u, které tvoř́ı vektorový podprostor. Nenulové vektory z tohoto pro-
storu řešeńı nazýváme

”
netriviálńı řešeńı“. Protože nulový vektor neurčuje žádný směr, zaj́ımaj́ı nás

při vyšetřováńı samodružných směr̊u pouze netriviálńı řešeńı homogenńı soustavy (60). Homogenńı
soustava lineárńıch rovnic má i netriviálńı řešeńı (triviálńı má vždycky) právě tehdy, když je matice
soustavy singulárńı, tj. jej́ı determinant je roven nule. Afinita X ′ = A ·X +B má proto samodružné
body právě tehdy, když

|λI −A| = 0. (61)

Rovnici (61) ř́ıkáme
”
charakteristická rovnice“ př́ıslušného homomorfismu ϕ. Jedná se o algebraickou

rovnici n−tého stupně pro neznámou λ. Každé č́ıslo λ, které je řešeńım této charakteristické rovnice,
pak nazýváme

”
vlastńı č́ıslo“ homomorfismu ϕ. Každý vektor ~u, pro který plat́ı ~u′ = ϕ(~u) = λ~u,

nazýváme
”
vlastńım vektorem“ homomorfismu ϕ (př́ıslušnou hodnotu λ pak nazýváme

”
vlastńı č́ıslo

homomorfismu ϕ, odpov́ıdaj́ıćı vektoru ~u“). Mı́sto vlastńı vektor a vlastńı č́ıslo se také použ́ıvaj́ı
termı́ny

”
charakteristický vektor“ a

”
charakteristické č́ıslo“.

Výpočet samodružných směr̊u si ilustrujeme na př́ıkladu afinity v rovině. Asociovaný homomorfismus
ϕ afinity f je v tomto př́ıpadě dán soustavou

ϕ : u′

1 = a11u1 + a12u2

u′

2 = a21u1 + a22u2,

maticově pak

ϕ :

[

u′

1

u′

2

]

=

[

a11 a12
a21 a22

]

·
[

u1

u2

]

,

což lze zapsat ve tvaru
ϕ : ~u′ = A · ~u. (62)

Samodružný směr afinity (tj. vektory těchto směr̊u, pro které plat́ı ~u′ = λ~u) jsou potom
”
netriviálńım“

řešeńım homogenńı soustavy rovnic

(λ− a11)u1 − a12u2 = 0
−a21u1 + (λ− a22)u2 = 0.

(63)

Homogenńı soustava n lineárńıch rovnic o n neznámých má netriviálńı řešeńı právě tehdy, když je
determinant soustavy roven nule. Soustava (62) má tedy nekonečně mnoho řešeńı právě tehdy, když
plat́ı rovnost

∣

∣

∣

∣

λ− a11 −a12
−a21 λ− a22

∣

∣

∣

∣

= 0. (64)

Postup určeńı samodružných směr̊u afinity v rovině si nyńı budeme ilustrovat na zobrazeńıch použitých
v př́ıkladech 6.1 a 6.2.
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PŘÍKLAD 6.3. Určete samodružné směry afinity dané rovnicemi

x′ = −x+ 4,

y′ = −y − 6.

Řešeńı: Řeš́ıme homogenńı soustavu

(λ+ 1)u1 = 0,

(λ+ 1)u2 = 0,

které př́ısluš́ı charakteristická rovnice
∣

∣

∣

∣

(λ+ 1) 0
0 (λ+ 1)

∣

∣

∣

∣

= 0,

po úpravě ve tvaru

(λ+ 1)2 = 0.

Jej́ım jediným řešeńım je vlastńı č́ıslo λ = −1, které dosad́ıme do př́ıslušné homogenńı soustavy,
abychom dostali soustavu rovnic

0u1 = 0,

0u2 = 0,

jej́ımž řešeńım je každý vektor ~v = (u1, u2) ∈ R× R.

Vyšetřovaná afinita má tedy všechny směry samodružné.

Poznámka. Vzhledem k tomu, že z řešeńı př́ıkladu 6.1 v́ıme, že daná afinita je shodnost́ı a má jediný
samodružný bod S = [2,−3], po zjǐstěńı, že má všechny směry samodružné, je možno učinit závěr,
že se jedná o středovou souměrnost se středem S.

PŘÍKLAD 6.4. Určete samodružné směry afinity dané rovnicemi

x′ = x,

y′ = −y.

Řešeńı: Řeš́ıme homogenńı soustavu

(λ− 1)u1 = 0,

(λ+ 1)u2 = 0,

které př́ısluš́ı charakteristická rovnice
∣

∣

∣

∣

(λ− 1) 0
0 (λ+ 1)

∣

∣

∣

∣

= 0,

po úpravě ve tvaru

(λ− 1)(λ+ 1) = 0.
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Charakteristická rovnice má dva kořeny (vlastńı č́ısla) λ1 = 1, λ2 = −1, které postupně dosad́ıme
do př́ıslušné homogenńı soustavy a vypoč́ıtáme souřadnice př́ıslušných vlastńıch vektor̊u daného
zobrazeńı.

Pro λ1 = 1 dostáváme soustavu

0u1 = 0,

2u2 = 0,

jej́ımž řešeńım je každý vektor ~v1 = (u1, 0) ∈ R2. Samodružný směr určený těmito vektory je rov-
noběžný s osou x (tj. s osou souměrnosti).

Pro λ2 = −1 dostáváme soustavu

−2u1 = 0,

0u2 = 0,

jej́ımž řešeńım je každý vektor ~v2 = (0, u2) ∈ R2. Samodružný směr určený těmito vektory je kolmý
k ose x (tj. k ose souměrnosti).

Daná afinita má tedy dva na sebe kolmé samodružné směry.

Poznámka. Zjǐstěńı, že daná afinita má dva na sebe kolmé samodružné směry, přitom jeden rov-
noběžný s př́ımkou samodružných bod̊u a druhý na ni kolmý, je v souladu s poznatkem z řešeńı
př́ıkladu 6.2, že uvažovaná afinita je osovou souměrnost́ı.

PŘÍKLAD 6.5. Zjistěte, zda existuje shodnost E2, při které se bod K = [10; 0] zobraźı na počátek
K ′ = [0; 0] a bod L = [25; 20] na bod L′ = [0; 25]. V kladném př́ıpadě napǐste rovnice tohoto zobrazeńı
a najděte jeho samodružné body a směry.

Řešeńı: Začneme t́ım, že si ověř́ıme, zda zadané body splňuj́ı definici shodného zobrazeńı, tj. zda
|K ′L′| = |KL|. V př́ıpadě této úlohy zvládneme ověřeńı provést zpaměti. Výsledkem je, že zadáńı
vyhovuje definici shodnosti.

Daľśı postup řešeńı úlohy si ilustrujeme pomoćı zápisu v programu wxMaxima
(viz http://andrejv.github.io/wxmaxima/)

(%i1) A:matrix([a11,a12],[a21,a22]); B:matrix([b1],[b2]);

(%o1)

(

a11 a12
a21 a22

)

(%o2)

(

b1
b2

)

Rovnici X ′ = A ·X+B vyjádř́ıme ve tvaru A ·X+B−X ′ = O a dosad́ıme souřadnice daných dvojic
bod̊u K, K ′ a L, L′. Potom zaṕı̌seme podmı́nku (75) pro to, aby bylo afinńı zobrazeńı shodnost́ı
ve tvaru AT · A − I = O. (V programu wxMaxima zaṕı̌seme jenom levé strany uvedených rovnic.
Jednotkovou matici I druhého stupně zadáme ve wxMaximě př́ıkazem ident(2).)
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(%i3) s1:A.[10,0]+B-[0,0]; s2:A.[25,20]+B-[0,25];

s3:transpose(A).A-ident(2);

(%o3)

(

b1 + 10 a11
b2 + 10 a21

)

(%o4)

(

b1 + 20 a12 + 25 a11
b2 + 20 a22 + 25 a21− 25

)

(%o5)

(

a212 + a112 − 1 a21 a22 + a11 a12
a21 a22 + a11 a12 a222 + a122 − 1

)

Všechny prvky výše uvedených matic muśı být rovny nule (Proč?). Dostaneme tak soustavu sedmi
rovnic pro šest neznámých a11, a12, a21, a22, b1, b2.

(%i6) rov:[s1[1,1],s1[2,1],s2[1,1],s2[2,1],s3[1,1],s3[1,2],s3[2,2]];

(%o6) [b1+10 a11, b2+10 a21, b1+20 a12+25 a11, b2+20 a22+25 a21−25, a212+a112−1, a21 a22+
a11 a12, a222 + a122 − 1]

Tato soustava má následuj́ıćı dvě řešeńı (nejedná se o soustavu lineárńıch rovnic, proto může mı́t dvě
řešeńı):

(%i7) res:solve(rov,[a11,a12,a21,a22,b1,b2]);

(%o7) [[a11 =
4

5
, a12 = −3

5
, a21 =

3

5
, a22 =

4

5
, b1 = −8, b2 = −6],

[a11 = −4
5
, a12 =

3

5
, a21 =

3

5
, a22 =

4

5
, b1 = 8, b2 = −6]]

Dvěma řešeńım odpov́ıdaj́ı dvě r̊uzné shodnosti. Zjistili jsme tedy, že existuj́ı dvě shodnosti, které
převáděj́ı body K,L na body K ′, L′ (Což se, vzhledem ke větě o určenosti shodného (afinńıho)
zobrazeńı dalo čekat. Proč?). Pokračujeme v řešeńı úlohy pro každou z těchto shodnost́ı zvlášt’. Pro
zápis rovnic uvažovaných shodnost́ı si nejprve připrav́ıme matici RovTr, jej́ımiž řádky jsou rovnice
afinity v obecném tvaru (tato matice neńı nutnou součást́ı postupu řešeńı, jedná se jenom o usnadněńı
vizuálńı prezentace rovnic v programu).

(%i8) RovTr:matrix([x1=a11*x+a12*y+b1],[y1=a21*x+a22*y+b2]);

(%o8)

(

x1 = a12 y + a11 x+ b1
y1 = a22 y + a21 x+ b2

)

Řešeńı č. 1:

(%i9) A1:ev(A,res[1]); B1:ev(B,res[1]);

(%o9)

(

4

5
−3

5
3

5

4

5

)

(%o10)

(

−8
−6

)
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Př́ıslušná shodnost má rovnice

(%i11) R1:ev(RovTr,res[1]);

(%o11)

(

x1 = −3 y

5
+ 4x

5
− 8

y1 = 4 y

5
+ 3x

5
− 6

)

Samodružný bod je bod, pro který plat́ı X ′ = X. Pro výpočet souřadnic samodružných bod̊u daného
zobrazeńı tak do rovnice X ′ = A · X + B (pro snazš́ı zpracováńı programem přepsané do tvaru
A ·X+B−X = 0) za X ′ dosad́ıme X a řeš́ıme odpov́ıdaj́ıćı soustavu dvou rovnic s neznámými x, y.

(%i12) RovSB1:A1.[x,y]+B1-[x,y]; solve([RovSB1[1,1],RovSB1[2,1]],[x,y]);

(%o12)

(

−3 y

5
− x

5
− 8

−y

5
+ 3x

5
− 6

)

(%o13) [[x = 5, y = −15]]

Protože tato soustava má jediné řešeńı, má daná shodnost jediný samodružný bod S = [5,−15].

Pro vyšetřeńı samodružných směr̊u daného zobrazeńı řeš́ıme charakteristickou rovnici (64)

(%i14) CharM1:A1-%lambda*ident(2);

CharR1:expand(determinant(CharM1))=0;

solve(CharR1,%lambda);

(%o14)

(

4

5
− λ −3

5
3

5

4

5
− λ

)

(%o15) λ2 − 8 λ

5
+ 1 = 0

(%o16) [λ = −3 i− 4

5
, λ =

3 i+ 4

5
]

Charakteristická rovnice nemá řešeńı v oboru reálných č́ısel. Daná shodnost tak nemá žádný sa-
modružný směr.

Protože uvažované zobrazeńı má právě jeden samodružný bod a nemá žádný samodružný směr, jedná
se o otočeńı se středem S = [5,−15].

Poznámka. K úplné identifikaci daného zobrazeńı nám zbývá určit úhel otočeńı α. Jak to uděláme?

Řešeńı č. 2:

Postupujeme analogicky s řešeńım č. 1.

(%i17) A2:ev(A,res[2]); B2:ev(B,res[2]);

(%o17)

(

−4

5

3

5
3

5

4

5

)

(%o18)

(

8
−6

)
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Rovnice zobrazeńı

(%i19) R2:ev(RovTr,res[2]);

(%o19)

(

x1 = 3 y

5
− 4x

5
+ 8

y1 = 4 y

5
+ 3x

5
− 6

)

Samodružné body:

(%i20) RovSB2:A2.[x,y]+B2-[x,y]; solve([RovSB2[1,1],RovSB2[2,1]],[x,y]);

(%o20)

(

3 y

5
− 9x

5
+ 8

−y

5
+ 3x

5
− 6

)

(%o21) []

Toto zobrazeńı tedy nemá žádný samodružný bod.

Samodružné směry:

(%i22) CharM2:A2-%lambda*ident(2);

CharR2:expand(determinant(CharM2))=0;

solve(CharR2,%lambda);

(%o22)

(

−λ− 4

5

3

5
3

5

4

5
− λ

)

(%o23) λ2 − 1 = 0

(%o24) [λ = −1, λ = 1]

(%i25) RovSS2:A2.[u,v]-[%lambda*u,%lambda*v];

(%o25)

(

3 v
5
− λ u− 4u

5

−λ v + 4 v
5
+ 3u

5

)

(%i26) RovSS21:ev(RovSS2,%lambda=-1);

solve([RovSS21[1,1],RovSS21[2,1]],[u,v]);

(%o26)

(

3 v
5
+ u

5
9 v
5
+ 3u

5

)

solve : dependentequationseliminated : (2)

(%o27) [[u = −3%r1, v = %r1]]

(%i28) RovSS22:ev(RovSS2,%lambda=1);

solve([RovSS22[1,1],RovSS22[2,1]],[u,v]);

(%o28)

(

3 v
5
− 9u

5
3u
5
− v

5

)

solve : dependentequationseliminated : (2)

(%o29) [[u =
%r2

3
, v = %r2]]

Zobrazeńı má dva na sebe kolmé samodružné směry ~u = (−3, 1), ~u = (1, 3).

Jedná se o
”
posunuté zrcadleńı“, viz str. 56.
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Poznámka. K úplné identifikaci výsledného zobrazeńı nám zbývá určit osu o a vektor posunut́ı ~t.
Jak to uděláme?
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6.3 Homotetie, grupa homotetíı

Definice 18 (Homotetie). Každé afinńı zobrazeńı, které má všechny směry samodružné, se nazývá

”
homotetické zobrazeńı“, též

”
homotetie“.

Poznámka. Pro homotetie se použ́ıvá také označeńı
”
dilatace“.

Každá homotetie je stejnolehlost, posunut́ı nebo identita (tj. posunut́ı o nulový vektor). V kapitole
11 věnované stejnolehlosti se dozv́ıme, že množina těchto tř́ı shodnost́ı spolu s operaćı skládáńı tvoř́ı
grupu, tzv.

”
grupu homotetíı“.

Poznámka. Z výše uvedené existence
”
grupy homotetíı“ vyplývá, že složeńım dvou zobrazeńı z

množiny homotetíı, tj. z množiny {stejnolehlost, posunut́ı, identita}, vznikne opět jedno z těchto
zobrazeńı.
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7 Osová afinita

Určeńı osové afinity. Charakteristika a rovnice osové afinity. Elace. Základńı afinity. Involuce.

7.1 Základńı afinity

”
Základńımi afinitami“ nazýváme afinity, jejichž všechny samodružné body tvoř́ı nadrovinu prostoru
An. Př́ıklady základńıch afinit jsou

”
osová afinita v A2“, ”

osová souměrnost v E2“ nebo
”
rovinová

souměrnost v E3“.

Základńı afinita taková, že př́ımka spojuj́ıćı vzor a obraz je rovnoběžná s nadrovinou samodružných
bod̊u, se nazývá

”
elace“.

Obrázek 15: Osová afinita v rovině, jej́ıž směr je rovnoběžný s jej́ı osou, jako př́ıklad elace

7.2 Osová afinita v rovině

Osová afinita je určena osou o, směrem s a charakteristikou κ. Směr a charakteristika jsou většinou
zadány dvojićı sobě odpov́ıdaj́ıćıch bod̊u A,A′.

PŘÍKLAD 7.1. V osové afinitě určené osou o a dvojićı sobě odpov́ıdaj́ıćıch bod̊u A,A′ zobrazte
bod X a př́ımku p.

Řešeńı: Viz Obr. 16. Při určeńı obrazu bodu a př́ımky využijeme

Vlastnosti osové afinity

(1) Př́ımka spojuj́ıćı sobě odpov́ıdaj́ıćı body je rovnoběžná se směrem afinity.

(2) Sobě odpov́ıdaj́ıćı př́ımky se prot́ınaj́ı na ose afinity.

(3) Incidence se zachovává.

(4) Osa afinity a př́ımky rovnoběžné se směrem afinity jsou samodružnými př́ımkami.
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Obrázek 16: Osová afinita v rovině,̌rešeńı př́ıkladu 7.1

Postupujeme tak, že sestroj́ıme př́ımku p =
←→
AX a urč́ıme jej́ı pr̊useč́ık I s osou afinity o. Z vlastnosti

(2) vyplývá, že př́ımka p′, která je obrazem př́ımky p, také procháźı bodem I. Z vlastnosti (3) pak

plyne, že p′ procháźı rovněž bodem A′. Sestroj́ıme tedy př́ımku p′ =
←→
A′I. Obraz bodu X , bod X ′,

pak urč́ıme podle vlastnosti (1) jako pr̊useč́ık p′ s př́ımkou jdoućı bodem X rovnoběžně s
←→
AA′.

Charakteristika osové afinity

Charakteristikou osové afinity κ rozumı́me dělićı poměr

(A′AA1) = κ,

kde body A,A′ jsou ve vztahu
”
vzor a obraz“ a bod A1 je pr̊useč́ık př́ımky AA′ s osou afinity o, viz

Obr. 16. Charakteristika osové afinity je rovna jej́ımu modulu, proto se κ nazývá také modul osové
afinity.

Poznámka.
”
Osová souměrnost v rovině“ je zvláštńım př́ıpadem osové afinity, jej́ıž směr ~s je kolmý

na osu o (~s⊥o) a jej́ıž charakteristika κ je rovna −1 (κ = −1).

PŘÍKLAD 7.2. Je dána př́ımka o, trojúhelńık ABC a dvojice bod̊u X,X ′. Sestrojte obraz
trojúhelńıka ABC v osové afinitě s osou o, v ńı̌z je obrazem bodu X bod X ′.

Věta 10. Rovnoběžné př́ımky a‖b se v osové afinitě zobraźı opět na rovnoběžné př́ımky a′‖b′.

D̊ukaz. Důkaz provedeme sporem. Předpokládáme, že obrazy rovnoběžných př́ımek jsou r̊uznoběžky.
Dostaneme se do sporu s definićı charakteristiky afinity.

Věta 11. Děĺıćı poměr se v osové afinitě zachovává, tj. (ABC) = (A′B′C ′).

Důsledky věty 11:

1) Střed úsečky se zobraźı zase na střed úsečky.

2) Zachovává se uspořádáńı bod̊u na př́ımce.
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PŘÍKLAD 7.3. Je dána př́ımka o a trojúhelńık ABC. Sestrojte obraz A′B′C ′ trojúhelńıka ABC
v takové osové afinitě s osou o, aby byl trojúhelńık A′B′C ′ rovnostranný.
(Postup konstrukce viz http: // tube. geogebra. org/ student/ mni2IYH1c )

Věta 12. Necht’ P je obsah trojúhelńıka ABC a P ′ obsah jeho obrazu A′B′C ′ v osové afinitě s
charakteristikou κ. Potom P ′ = |κ| · P.

Z výše uvedených vět 10, 11, 12 plyne, že osová afinita má následuj́ıćı invarianty.

Invarianty osové afinity

(1) Rovnoběžnost př́ımek.

(2) Děĺıćı poměr.

(3) Poměr obsahu obrazc̊u.

Charakteristika základńı afinity

Charakteristiku přǐrazujeme každé základńı afinitě, která neńı elaćı. Plat́ı

κ = (X ′XX1),

kde X1 je pr̊useč́ık
←−→
XX ′ s nadrovinou samodružných bod̊u uvažované základńı afinity.

Základńı afinita jako involuce

”
Involutorńı zobrazeńı“, též

”
involuce“, je každé zobrazeńı afinńıho bodového prostoru na sebe, které

neńı identitou, ale složeno samo se sebou je identitě rovno.

Základńı afinita je involućı tehdy, když neńı elaćı a jej́ı charakteristika je rovna −1.

7.3 Cvičeńı – Osová afinita

1. Pomoćı výsledku Př́ıkladu 7.3 dokažte tvrzeńı: Těžnice trojúhelńıka se prot́ınaj́ı v jednom bodě,
který je děĺı v poměru 1 : 2.

2. Dokažte Větu 12.
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8 Shodnosti v rovině

V této kapitole je podán podrobný přehled šesti shodnost́ı v rovině (osová souměrnost, otočeńı,
středová souměrnost, posunut́ı, posunuté zrcadleńı, identita) spolu s řadou úloh na jejich vlastnosti i
aplikace. V následuj́ıćı kapitole 9 je potom pojednáno o tom, jak množina těchto shodnost́ı i některé
jej́ı podmnožiny tvoř́ı spolu s operaćı skládáńı geometrických zobrazeńı grupy.

8.1 Osová souměrnost

Definice 19. Necht’ je dána př́ımka o, kterou nazýváme osa souměrnosti. Potom pro obraz M ′

libovolného bodu M této př́ımky o plat́ı M ′ ≡ M. Ke každému bodu X, který nelež́ı na př́ımce o,
sestroj́ıme obraz X ′ následuj́ıćım zp̊usobem: Bodem X vedeme kolmici k na př́ımku o a jej́ı patu
označ́ıme X0. Na polopř́ımce opačné k polopř́ımce X0X sestroj́ıme bod X ′ tak, že |X ′X0| = |XX0|.
Takto definované zobrazeńı nazýváme osová souměrnost s osou o a znač́ıme ho O(o).

Obrázek 17: Definice osové souměrnosti

Poznámky:
1. O bodech X, X ′ ř́ıkáme, že je to dvojice bod̊u souměrně sdružených podle osy o.
2. Osová souměrnost je př́ıkladem involutorńıho zobrazeńı (involuce).

PŘÍKLAD 8.1. Je dána př́ımka p a body A,B v téže polorovině s hraničńı př́ımkou p. Najděte
všechny body X ∈ p takové, že součet vzdálenost́ı |AX|+ |BX| je minimálńı.

Věta 13. Osová souměrnost je shodné zobrazeńı.

Samodružné body a směry osové souměrnosti

Každá shodnost je unikátńı svou kombinaćı samodružných bod̊u a směr̊u. Později tuto skutečnost
využijeme ke klasifikaci shodnost́ı.

Věta 14 (Alternativńı definice osové souměrnosti). Shodné zobrazeńı, jehož všechny samodružné
body vyplńı př́ımku o, je souměrnost podle osy o.
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Obrázek 18: Využit́ı osové souměrnosti ke geometrickému řešeńı př́ıkladu 18

Věta 15. Jestlǐze existuj́ı na př́ımce dva r̊uzné samodružné body, pak každý bod této př́ımky je sa-
modružný.

Věta 16. Má-li shodnost aspoň tři nekolineárńı samodružné body, je to identita.

Věta 17. Má-li shodnost dva r̊uzné samodružné body a neńı identitou, pak je osovou souměrnost́ı.

Věta 18. Samodružné př́ımky osové souměrnosti jsou př́ımky kolmé na osu souměrnosti.

Analytické vyjádřeńı osové souměrnosti O(o) v rovině

PŘÍKLAD 8.2. Napǐste analytické vyjádřeńı osové souměrnosti s osou v souřadnicové ose x
(y).

Řešeńı: Dle obrázku 19 je zřejmé, že uvedené osové souměrnosti maj́ı ńıže uvedená analytická
vyjádřeńı.

Obrázek 19: Odvozeńı rovnic osové souměrnosti s osou v souřadnicové ose x (y)

Osová souměrnost s osou x:

x′ = x

y′ = −y

Osová souměrnost s osou y:

x′ = −x
y′ = y

Ne vždy je ale možné osu souměrnosti takto výhodně umı́stit do souřadnicové osy. Proto si odvod́ıme
rovnice osové souměrnosti s obecně umı́stěnou osou.
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Obrázek 20: Odvozeńı rovnic osové souměrnosti O(o)

Osová souměrnost podle osy o dané rovnićı o : ax+ by + c = 0

Dle obrázku 20 plat́ı

X ′ −X = 2(X0 −X),

X0 −X = k(a, b).

Z druhé rovnosti vyjádř́ıme x0 = x + ka, y0 = y + kb a dosad́ıme je do obecné rovnice osy o:

a(x+ ka) + b(y + kb) + c = 0. Odsud potom vyjádř́ıme parametr k = −ax+ by + c

a2 + b2
, který dosad́ıme

do rovnice
X ′ −X = 2k(a, b).

Po úpravě a rozepsáńı po složkách dostáváme rovnice osové souměrnosti O(o):

x′ = x− 2a

a2 + b2
(ax+ by + c)

y′ = y − 2b

a2 + b2
(ax+ by + c)

PŘÍKLAD 8.3. V eukleidovské rovině je dána souměrnost podle př́ımky p : 3x − 4y + 1 = 0.
Napǐste rovnice této souměrnosti.

Cvičeńı – Osová souměrnost

4. Napǐste rovnice souměrnosti podle př́ımky o : 2x− 3y + 1 = 0.

5. Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dán obvod o = 12cm a úhly α = 60◦, β = 45◦.

6. Dokažte Vivianiho větu.

Věta 19 (Vivianiho věta). V rovnostranném trojúhelńıku je hodnota součtu vzdálenost́ı libovolného
bodu od stran trojúhelńıku konstantńı, nezávislá na poloze bodu.
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7. Jsou dány dvě r̊uznoběžky p, q a bod A mimo ně. Najděte body B ∈ p, C ∈ q tak, aby obvod
trojúhelńıku ABC byl minimálńı.

8. Řešte Fagnan̊uv problém:
”
Danému ostroúhlému trojúhelńıku vepǐste trojúhelńık o nejmenš́ım

obvodu.“

9. Sestrojte konvexńı čtyřúhelńık ABCD se stranami dané velikosti, je-li 7→ AC osou vnitřńıho úhlu
při vrcholu A.

10. Sestrojte čtverec ABCD, je-li dáno a+ e = 10cm.

11. Sestrojte obdélńık ABCD, je-li dáno e = 7cm, a− b = 1cm.

12. Sestrojte lichoběžńık ABCD (AB‖CD), je-li dáno b = 3cm, c = 2.5cm, d = 2.6cm, α−β = 20◦.

13. Mascheroniova konstrukce. Je dána kružnice k(S; r); dále je dána dvěma body A, B (body
nelež́ı na kružnici) jej́ı sečna p, která neprocháźı středem S. Sestrojte pr̊useč́ıky př́ımky p s kružnićı
k, aniž přitom použijete prav́ıtka.

14. Dokažte, že body souměrně sdružené s pr̊useč́ıkem výšek podle stran trojúhelńıka, lež́ı na kružnici
trojúhelńıku opsané.

Osová souměrnost - Úlohy na domáćı př́ıpravu

15. Dokažte následuj́ıćı větu

Věta 20. V každém trojúhelńıku děĺı osa libovolného vnitřńıho úhlu protěǰśı stranu v poměru stran
přilehlých.

16. Napǐste rovnice osové souměrnosti, zobrazuj́ıćı počátek na bod [1, 5].

17. Je dána př́ımka p a dvě kružnice k1, k2 oddělené př́ımkou p. Sestrojte rovnostranný trojúhelńık
tak, aby na každé z kružnic k1, k2 byl jeden vrchol a jedna z výšek ležela na př́ımce p.

18. Jsou dány tři r̊uzné př́ımky p1, p2, p3, procházej́ıćı bodem S; na př́ımce p1 je dán bod A 6= S.
Sestrojte trojúhelńık ABC, jehož osy vnitřńıch úhl̊u lež́ı v př́ımkách p1, p2, p3.

19. Jsou dány tři př́ımky o1, o2, o3 procházej́ıćı bodem O. Na o1 dán bod A1. Sestrojte △ABC tak,
aby o1, o2, o3 byly osami jeho stran a bod A1 středem strany BC.

20. Jsou dány body X, Y a př́ımka p, která je odděluje. Sestrojte rovnoramenný trojúhelńık ABC,
jehož hlavńım vrcholem je bod C, osou souměrnosti př́ımka p a jehož ramena maj́ı danou velikost a.
Př́ımka AC necht’ procháźı bodem X a př́ımka BC bodem Y.

21. Je dána př́ımka p a body A, B, lež́ıćı ve stejné polorovině s hraničńı př́ımkou p. Sestrojte bod
X ∈ p tak, aby |∠AXp| = 2|∠BXp|.

22. Jsou dány body A, B, C a př́ımka p kolmá k př́ımce AB tak, že procháźı bodem C a body A, B
lež́ı v téže polorovině určené př́ımkou p. Sestrojte na př́ımce p takový bod X, aby z něho byla vidět
úsečka AB pod stejným úhlem jako úsečka BC.

23. Obrazy středu S kružnice opsané trojúhelńıku ABC v osových souměrnostech podle př́ımek BC,
AC, AB jsou vrcholy trojúhelńıku A1B1C1. Dokažte, že je tento trojúhelńık shodný s trojúhelńıkem
ABC.
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8.2 Otočeńı

Definice 20. Otočeńı neboli rotace je zobrazeńı určené středem S a orientovaným úhlem velikosti
ϕ, které bodu S přiřazuje týž bod S a libovolnému bodu X 6= S přiřazuje bod X ′ tak, že |X ′S| = |XS|
a orientovaný úhel XSX ′ má velikost ϕ. Zobrazeńı znač́ıme R(S, ϕ), bod S se nazývá střed otočeńı
a orientovaný úhel velikosti ϕ je úhel otočeńı.

Obrázek 21: Otočeńı R(S, α)

Shodnost, která neńı ani identitou ani osovou souměrnost́ı, má nejvýše jeden samodružný bod

Věta 21 (Alternativńı definice otočeńı). Shodnost s právě jedńım samodružným bodem S je otočeńım;
bod S je střed otočeńı.

PŘÍKLAD 8.4. Odvod’te analytické vyjádřeńı otočeńı se středem v počátku souřadnicové sou-
stavy o úhel α. Potom ukažte, že toto zobrazeńı má jediný samodružný bod - střed otočeńı.

Řešeńı: Postupujeme podle obrázku 22.

Obrázek 22: Otočeńı R([0, 0], α)

Rovnice otočeńı o úhel α kolem počátku jsou

x′ = x cosα− y sinα

y′ = x sinα + y cosα
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Věta 22. Složeńım dvou osových souměrnost́ı s r̊uznoběžnými osami vznikne otočeńı, jehož středem
je pr̊useč́ık těchto os.

Věta 23. Každé otočeńı lze složit ze dvou osových souměrnost́ı, jejichž osy jsou r̊uznoběžky procházej́ıćı
středem otočeńı. Jednu z těchto os lze volit libovolně tak, že procháźı středem otočeńı. Druhá je touto
volbou určena jednoznačně.

Věta 24. Otočeńı se středem S a úhlem velikosti α převád́ı př́ımku p v př́ımku p′ r̊uznoběžnou s p;
přitom dva vrcholové úhly, které p a p′ tvoř́ı, maj́ı velikost α.

Analytické vyjádřeńı otočeńı (rotace) R(S, α) v rovině

Souřadnice středu: S = [s1, s2]

x′ = (x− s1) cosα− (y − s2) sinα + s1

y′ = (x− s1) sinα + (y − s2) cosα+ s2

Po úpravě dostaneme:

x′ = x cosα− y sinα+ s1 − s1 cosα + s2 sinα

y′ = x sinα + y cosα + s2 − s1 sinα− s2 cosα

PŘÍKLAD 8.5. Afinńı zobrazeńı euklidovské roviny na sebe zobrazuje vrchol A trojúhelńıku
ABC na bod B, bod B na bod C a bod C na bod A. M̊uže to být zobrazeńı shodné? Jestlǐze ano,
napǐste jeho rovnice vzhledem k vhodně zvolené kartézské soustavě souřadnic.

Cvičeńı – Otočeńı

24. Jsou dány dvě shodné úsečky AB, CD. Určete otočeeńı, které zobraźı A na C a B na D. [2]

25. Je dána kružnice k(S; r) a bod P 6= S. Bodem P ved’te př́ımku, na které kružnice vyt́ıná úsečku
dané velikosti d.

26. Jsou dány r̊uzné rovnoběžné př́ımky a, b, c a bod A, který lež́ı na př́ımce a. Sestrojte všechny
rovnostranné trojúhelńıky ABC, jejichž vrcholy B,C lež́ı po řadě na př́ımkách b, c.

27. Je dána kružnice k(S; 3cm) a bod A (|SA| = 1.5cm). Sestrojte všechny tětivy XY kružnice k o
délce 5.5cm, které procházej́ı bodem A.

28. Je dána kružnice k(S; r), bod B a úsečka délky d (d < 2r). Sestrojte tětivu XY kružnice k délky
d tak, aby byla vidět z bodu B pod úhlem 60◦.

Otočeńı - Úlohy na domáćı př́ıpravu
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29. Jsou dány dvě rovnoběžné př́ımky a, b a mimo ně bod C. Sestrojte rovnostranný trojúhelńık
ABC tak, aby jeho vrcholy A,B ležely po řadě na př́ımkách a, b.

30. Jsou dány kružnice k, př́ımka p a bod A lež́ıćı vně k. Sestrojte rovnostranný trojúhelńık s
vrcholem v bodě A tak, aby zbývaj́ıćı vrcholy ležely na k a na p.

31. Při odvalováńı kružnice po př́ımce se body soustavy spojené s kružnićı pohybuj́ı po trajektoríıch,
kterým se ř́ıká cykloidy. Rozlǐsujeme tři typy cykloid, v závislosti na tom, zda bod lež́ı vně, na nebo
uvnitř kružnice. Zobrazte tyto křivky pomoćı programu GeoGebra.
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8.3 Středová souměrnost

Definice 21. Středová souměrnost se středem S je shodné zobrazeńı, které bodu S přiřazuje týž
bod S a libovolnému bodu X 6= S přiřazuje bod X ′ tak, že bod S ′ je středem úsečky XX ′. Zobrazeńı
znač́ıme S(S).

Obrázek 23: Středová souměrnost S(S)

Poznámka. Středovou souměrnost můžeme chápat též jako speciálńı př́ıpad rotace R(S, α) pro
α = π, tj. S(S) = R(S, π).

Vlastnosti středové souměrnosti:

1) Lze ji rozložit na dvě osové souměrnosti, jejichž osy jsou navzájem kolmé a procházej́ı středem
souměrnosti S; jedna z os je volitelná.

2) Vznikne složeńım libovolných dvou osových souměrnost́ı, jejichž osy jsou k sobě kolmé (střed
souměrnosti S odpov́ıdá pr̊useč́ıku těchto os).

3) Je jednoznačně určena svým středem

4) Je to involutorńı zobrazeńı (též involuce).

5) Středová souměrnost je př́ımá shodnost.

6) Středová souměrnost má jediný samodružný bod, střed S, a všechny směry samodružné.

Věta 25. V souměrnosti podle středu S je obrazem každé př́ımky př́ımka s ńı rovnoběžná. Př́ımka,
která procháźı středem S je samodružná.

Analytické vyjádřeńı středové souměrnosti S(S) v rovině

Souřadnice středu: S = [s1, s2]

x′ = −x+ 2s1

y′ = −y + 2s2

Věta 26. Každá shodnost v rovině se dá složit z nejvýše tř́ı osových souměrnost́ı.
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Cvičeńı – Středová souměrnost

32. Je dána kružnice k(O; r) a př́ımka p, která má od středu O vzdálenost v > 0; dále je dán bod S,
který lež́ı uvnitř poloroviny pO. Sestrojte úsečku se středem S, která má krajńı body K, P po řadě
na kružnici k a na př́ımce p.

33. Je dána kružnice k(S, r). Bodem P, který lež́ı vně kružnice k, ved’te př́ımku p, která prot́ıná
kružnici v bodech A, B tak, že A je středem úsečky BP.

34. Je dán úhel AV B a bod S jeho vnitřku. Sestrojte na rameni V A bod X a na rameni V B bod
Y tak, aby bod S byl středem úsečky XY.

35. Je dána úsečka AA1 (|AA1| = 5cm). Sestrojte všechny trojúhelńıky ABC, pro které je AA1

těžnićı ta a pro které plat́ı: c = 4cm, b = 7cm.

36. Je dána úsečka AA1 (|AA1| = 5cm). Sestrojte všechny trojúhelńıky ABC, pro které je AA1

těžnićı ta a pro které plat́ı: γ = 45◦, β = 60◦.

37. Jsou dány dvě kružnice k1, k2, které se prot́ınaj́ı ve dvou bodech Q a R. Bodem Q ved’te př́ımku,
která vyt́ıná na obou kružnićıch tětivy stejné délky.

Středová souměrnost - Úlohy na domáćı př́ıpravu

38. Je dán trojúhelńık ABC a jeho vnitřńı bod M. Sestrojte všechny úsečky XY se středem M a s
krajńımi body X, Y na hranici trojúhelńıku.

39. Vepǐste danému rovnoběžńıku ABCD čtverec XY UV tak, aby na každé straně rovnoběžńıku
ležel jeden vrchol čtverce.

40. Je dán úhel AV B a bod S jeho vnitřku. Sestrojte na rameni V A bod X a na rameni V B bod
Y tak, aby XY S byl rovnoramenný pravoúhlý trojúhelńık s přeponou XY.

41. Je dána úsečka AA1; |AA1| = 4.5cm. Sestrojte všechny pravoúhlé trojúhelńıky ABC s pravým
úhlem při vrcholu C, v nichž AA1 je těžnićı ta a tb = 6cm.
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8.4 Posunut́ı

Definice 22. Orientovanou úsečkou AB je dán vektor ~p =
−→
AB. Posunut́ı neboli translace je

zobrazeńı, které každému bodu X roviny přiřazuje bod X ′ tak, že plat́ı
−−→
XX ′ = ~p, tj. X ′ = X + ~p.

Zobrazeńı znač́ıme T (~p).

Obrázek 24: Posunut́ı T (~p)

Poznámka. Posunut́ı (translaci) můžeme definovat též jako shodnost, která vznikne složeńım dvou
osových souměrnost́ı s rovnoběžnými a r̊uznými osami. Směr posunut́ı je potom kolmý na směr těchto
os a jeho velikost je rovna dvojnásobku jejich vzdálenosti.

Věta 27. Každou translaci lze složit ze dvou osových souměrnost́ı s rovnoběžnými osami z nichž
jednu lze volit libovolně, kolmo na směr translace a druhá je touto volbou určena jednoznačně.

Věta 28. Posunut́ı (translace) nemá žádný samodružný bod a zobrazuje př́ımku do př́ımky s ńı
rovnoběžné (tj. má všechny směry samodružné).

Věta 29. Necht’ X ′ je obraz libovolného (proměnného) bodu X v dané translaci T. Pak všechny
př́ımky XX ′ jsou navzájem rovnoběžné a všechny úsečky XX ′ jsou navzájem shodné.

Analytické vyjádřeńı posunut́ı T(~p) v rovině

Rovnice posunut́ı T (~p), kde ~p = (p1, p2):

x′ = x+ p1

y′ = y + p2

PŘÍKLAD 8.6. Jaké zobrazeńı m̊uže být výsledkem skládáńı dvou posunut́ı?

Cvičeńı – Posunut́ı

42. Jsou dány př́ımka p a dvě nesoustředné kružnice k1(S1, r1), k2(S2, r2). Ved’te př́ımku rovnoběžnou
s př́ımkou p tak, aby na ńı kružnice k1, k2 vyt́ınaly shodné tětivy.
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43. Sestrojte čtyřúhelńıkABCD, jehož úhlopř́ıčky sv́ıraj́ı pravý úhel, jsou-li dány velikosti úhlopř́ıček
|AC| = e, |BD| = f a velikosti úhl̊u |∠ABC| = 90◦, |∠ADC| = δ.

44. Sestrojte lichoběžńık, jsou-li dány velikosti jeho stran a, b, c, d.

45. Sestrojte čtyřúhelńık ABCD, jsou-li dány velikosti jeho stran |AB| = a, |BC| = b, |CD| =
c, |DA| = d a odchylka ω př́ımek AD, BC.

46. Sestrojte rovnoběžńık, jsou-li dány délky jeho stran a velikost úhlu jeho úhlopř́ıček.

47. Sestrojte lichoběžńık ABCD, jsou-li dány délky obou jeho základen a, c a obou jeho úhlopř́ıček
e, f.

48. Jsou dány dvě r̊uznoběžky a, b a úsečka délky r. Sestrojte všechny kružnice k se středem na
př́ımce a, poloměrem r, které na př́ımce b vyt́ınaj́ı tětivu délky r.
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8.5 Posunuté zrcadleńı

PŘÍKLAD 8.7. Je dána př́ımka p a dva body A,B v téže polorovině s hraničńı př́ımkou p. Na
př́ımce p sestrojte úsečku XY délky d tak, aby součet |AX|+ |XY |+ |Y B| byl co nejmenš́ı.

V́ıme, že každá shodnost v rovině se dá složit z nejvýše tř́ı osových souměrnost́ı. V př́ıpadech jedné
a dvou osových souměrnost́ı už máme jasno - složeńım jedné osové souměrnosti může vzniknout
samozřejmě jenom tato souměrnost, složeńım dvou osových souměrnost́ı pak lze vytvořit otočeńı
(r̊uznoběžné osy), středovou soměrnost (kolmé osy), posunut́ı (rovnoběžné osy) a identitu (dvě
totožné osy). Každé z těchto zobrazeńı je zároveň unikátńı svou skladbou samodružných bod̊u a
směr̊u

– osová souměrnost má př́ımku samodružných bod̊u a dva na sebe kolmé samodružné směry,

– otočeńı má jediný samodružný bod a žádný samodružný směr,

– středová souměrnost má jediný samodružný bod a všechny směry samodružné,

– identita má všechny body i směry samodružné.

Pokud existuje nějaké daľśı shodné zobrazeńı, nemůže mı́t žádný samodružný bod (jinak by to bylo
otočeńı, středová souměrnost, osová souměrnost nebo identita). Naš́ım úkolem je proto vyšetřit, zda
existuje shodné zobrazeńı bez samodružných bod̊u, které vznikne složeńım tř́ı osových
souměrnost́ı.

Ukáže se, že takové zobrazeńı skutečně existuje. Nazveme ho posunuté zrcadleńı (též posunutá
souměrnost).

Definice 23. Je dána př́ımka o. Zobrazeńı složené z posunut́ı ve směru př́ımky o a osové souměrnosti
podle osy o se nazývá posunuté zrcadleńı (též posunutá souměrnost).

Obrázek 25: Posunuté zrcadleńı Z : X → X ′

Věta 30. Posunuté zrcadleńı se dá složit z osové a středové souměrnosti, přičemž střed středové
souměrnosti nelež́ı na ose osové souměrnosti.

Věta 31. Posunuté zrcadleńı nemá samodružné body.

PŘÍKLAD 8.8. Necht’ AB, A′B′ jsou r̊uznoběžné a shodné úsečky. Dokažte, že existuje posunuté
zrcadleńı nebo osová souměrnost, které převáděj́ı body A, B po řadě v body A′, B′.

Řešeńı:
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Obrázek 26: Posunuté zrcadleńı Z : AB → A′B′

Obrázek 27: Posunuté zrcadleńı Z : X → X ′

Analytické vyjádřeńı posunutého zrcadleńı

Posunuté zrcadleńı dané osou souměrnosti v ose x a vektorem posunut́ı ~p = (p1, 0) (viz Obr. 27)

Z : x′ = x+ p1,

y′ = −y.

Cvičeńı – Posunuté zrcadleńı

49. Jsou dány dvě r̊uznoběžky a, b a na nich dva body A 6= B (A na a, B na b). Určete bod X na a
a bod Y na b tak, aby platilo |AX| = |BY | a dále aby:

a) XY ‖p, kde p je daná př́ımka; [1]

b) XY = d, kde d je předem daná úsečka; [1]

c) střed úsečky XY ležel na dané př́ımce q. [1]
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9 Grupa shodnost́ı eukleidovského prostoru

9.1 Shodné zobrazeńı v rovině

Definice 24. Zobrazeńı v rovině, které každým dvěma bod̊um X, Y přiřazuje body X ′, Y ′ tak, že

|X ′Y ′| = |XY |

se nazývá shodné zobrazeńı v rovině (též izometrické zobrazeńı).

Poznámka. Můžeme též ř́ıci, že shodné zobrazeńı zachovává vzdálenost bod̊u, tj. pro shodné zob-
razeńı f : X −→ f(X) plat́ı:

|f(X)f(Y )| = |XY |.

Věta 32. Každé shodné zobrazeńı je prosté a afinńı.

Daľśı vlastnosti shodných zobrazeńı:

1. Úsečka se zobraźı na úsečku.

2. Polopř́ımka se zobraźı na polopř́ımku.

3. Př́ımka se zobraźı na př́ımku.

4. Rovnoběžky se zobraźı na rovnoběžky.

5. Úhel se zobraźı na úhel s ńım shodný.

6. Polorovina se zobraźı na polorovinu.

PŘÍKLAD 9.1. V euklidovské rovině E2 je zvolena kartézská soustava souřadnic. Určete, pro
které hodnoty č́ısel a, b existuje shodné zobrazeńı roviny E2 do sebe, zobrazuj́ıćı body [0, 0], [2, 1], [4, a]
po řadě na body [1, 2], [3, 1], [5, b]? Je toto shodné zobrazeńı určeno jednoznačně?

Z řešeńı předchoźıho př́ıkladu vyplývá poznatek, že pro jednoznačné určeńı shodnosti v rovině nesmı́
být př́ıslušné trojice bod̊u kolineárńı (tj. nesmı́ ležet v př́ımce).

Věta 33 (O určenosti shodného zobrazeńı v rovině 1). Shodné zobrazeńı v rovině je jednoznačně
určeno libovolnými třemi nekolineárńımi body K,L,M a třemi nekolineárńımi body K ′, L′,M ′, které
jsou po řadě jejich obrazy.

Poznámka. Již v́ıme, že stejná věta plat́ı pro všechna afinńı zobrazeńı v rovině (viz věta 2 o určenosti
afinńıho zobrazeńı na str. 19 a věta 3 o určenosti afinity v rovině na str. 24).
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9.2 Rovnice shodnosti v rovině

Každou afinitu f v rovině můžeme zapsat soustavou rovnic

f : x′ = a11x + a12y + b1
y′ = a21x + a22y + b2,

(65)

kterou přeṕı̌seme užit́ım matic do tvaru

f :

[

x′

y′

]

=

[

a11 a12
a21 a22

]

·
[

x
y

]

+

[

b1
b2

]

(66)

a stručně vyjádř́ıme rovnićı
f : X ′ = A ·X +B. (67)

Jak poznáme, že afinita (65) je shodnost́ı?

Je-li tato afinita shodnost́ı, plat́ı pro všechny dvojice bod̊uX [x1, x2], Y [y1, y2] a jejich obrazyX ′[x′

1, x
′

2], Y
′[y′1, y

′

2]
vztah |X ′Y ′| = |XY |, z něhož po dosazeńı souřadnic uvedených bod̊u dostaneme

√

(y′1 − x′

1)
2 + (y′2 − x′

2)
2 =

√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2, (68)

po umocněńı obou stran na druhou

(y′1 − x′

1)
2 + (y′2 − x′

2)
2 = (y1 − x1)

2 + (y2 − x2)
2. (69)

Nyńı do levé strany (69) dosad́ıme z (65) (protože se body X [x1, x2], Y [y1, y2] zobrazuj́ı v daném
pořad́ı na bodyX ′[x′

1, x
′

2], Y
′[y′1, y

′

2], dosazujeme takto: x′

1 = a11x1+a12x2+b1, x
′

2 = a21x1+a22x2+b2;
y′1 = a11y1 + a12y2 + b1, y′2 = a21y1 + a22y2 + b2). Dostaneme rovnost

(a11y1 + a12y2 − a11x1 − a12x2)
2 + (a21y1 + a22y2 − a21x1 + a22x2)

2 (70)

= (y1 − x1)
2 + (y2 − x2)

2,

kterou postupně uprav́ıme na tvar obsahuj́ıćı výrazy (y1−x1) a (y2−x2). Nejprve vytkneme společné
koeficienty

[a11(y1 − x1) + a12(y2 − x2)]
2 + [a21(y1 − x1) + a22(y2 − x2)]

2 (71)

= (y1 − x1)
2 + (y2 − x2)

2,

potom umocńıme závorky na levé straně a zjednoduš́ıme ji na tvar polynomu s proměnnými (y1−x1)
a (y2 − x2)

(a211 + a221)(y1 − x1)
2 + 2(a11a12 + a21a22)(y1 − x1)(y2 − x2) + (a212 + a222)(y2 − x2)

2

= (y1 − x1)
2 + (y2 − x2)

2. (72)

Nyńı diskutujeme, za jakých podmı́nek je v (72) splněna rovnost levé strany s pravou stranou
(využijeme toho, že dva polynomy jsou si rovny pro všechny hodnoty z př́ıslušného oboru právě tehdy,
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když se rovnaj́ı koeficienty u sobě odpov́ıdaj́ıćıch člen̊u). Zjist́ıme tak, že rovnost |X ′Y ′| = |XY |
nastává právě tehdy, když jsou pro prvky matice A (tj. koeficienty soustavy (65)) splněny vztahy

a211 + a221 = 1,

a212 + a222 = 1, (73)

a11a12 + a21a22 = 0,

které lze stručně vyjádřit rovnost́ı

[

a11 a21
a12 a22

]

·
[

a11 a12
a21 a22

]

=

[

1 0
0 1

]

. (74)

Odpověd’ na výše uvedenou otázku je tedy taková, že rovnice (65) je rovnićı shodnosti, právě
když plat́ı

AT · A = E, (75)

kde E je jednotková matice, jinak řečeno, když je matice A ortonormálńı.

Poznámky.

1. Plat́ı AT · A = E. Potom je ale AT = A−1 a plat́ı tedy i rovnost A · AT = E.

2. Zobrazeńı, pro která plat́ı | detA| = 1 nazýváme ekviafinńı zobrazeńı, stručně ekviafinity. Je
zřejmé, že každá shodnost je ekviafinita. Plat́ı toto tvrzeńı i obráceně? Můžeme ř́ıci, že každá ekvia-
finita je shodnost́ı?

3. Je třeba si uvědomit, že při shodném zobrazeńı mezi euklidovskými prostory r̊uzných dimenźı neńı
matice A čtvercová. Potom výše uvedené úvahy o inverzńı matici nemaj́ı smysl a v platnosti z̊ustává
pouze p̊uvodńı podmı́nka AT · A = E.

9.3 Analytická vyjádřeńı shodných zobrazeńı v E2

Osová souměrnost

Osová souměrnost O(o) podle osy o s obecnou rovnićı o : ax+ by + c = 0:

x′ = x− 2a

a2 + b2
(ax+ by + c)

y′ = y − 2b

a2 + b2
(ax+ by + c)

PŘÍKLAD 9.2. V eukleidovské rovině je dána souměrnost podle př́ımky p : 3x − 4y + 1 = 0.
Napǐste rovnice této souměrnosti.

PŘÍKLAD 9.3. Napǐste rovnice souměrnosti podle př́ımky o : 2x− 3y + 1 = 0.

PŘÍKLAD 9.4. Napǐste rovnice osové souměrnosti, zobrazuj́ıćı počátek na bod [1, 5].
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Otočeńı

Otočeńı (rotace) R(S, α) se středem S = [s1, s2]:

x′ = (x− s1) cosα− (y − s2) sinα + s1

y′ = (x− s1) sinα + (y − s2) cosα+ s2

Po úpravě:

x′ = x cosα− y sinα+ s1 − s1 cosα + s2 sinα

y′ = x sinα + y cosα + s2 − s1 sinα− s2 cosα

PŘÍKLAD 9.5. Napǐste rovnice otočeńı se středem S[1,−2] o úhel α = 60◦.

Středová souměrnost

Středová souměrnost S(S) se středem S = [s1, s2]:

x′ = −x+ 2s1

y′ = −y + 2s2

PŘÍKLAD 9.6. Napǐste rovnice středové souměrnosti S(S) se středem S[−2, 3].

Posunut́ı

Posunut́ı (translace) T(~p) určené vektorem ~p = [p1, p2]:

x′ = x+ p1

y′ = y + p2

PŘÍKLAD 9.7. Napǐste rovnice posunut́ı, které je určeno vzorem A = [−1, 3] a jeho obrazem
A′ = [4, 2].

Posunuté zrcadleńı

Posunuté zrcadleńı s osou v souřadnicové ose x:

x′ = x+ p

y′ = −y

9.4 Analytická vyjádřeńı vybraných shodných zobrazeńı v E3

Posunut́ı

Posunut́ı určené vektorem ~p = (p1, p2, p3):

x′ = x+ p1

y′ = y + p2

z′ = z + p3.
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Otočeńı

Otočeńı o úhel α kolem osy z:

x′ = x cosα− y sinα

y′ = x sinα + y cosα

z′ = z.

Středová souměrnost

Souměrnost podle počátku O = (0, 0, 0):

x′ = −x
y′ = −y
z′ = −z.

Osová souměrnost

Souměrnost podle osy z:

x′ = −x
y′ = −y
z′ = z.

Rovinová souměrnost

Souměrnost podle roviny (x, y):

x′ = x

y′ = y

z′ = −z.

Šroubový pohyb

Šroubový pohyb (torze) s parametrem (redukovanou výškou závitu) v0 a s osou v ose z:

x′ = x cosα− y sinα

y′ = x sinα + y cosα

z′ = z + v0α.

9.5 Skládáńı shodných zobrazeńı

(a) Př́ımou shodnost lze rozložit v sudý počet osových souměrnost́ı, nepř́ımou shodnost v lichý počet
osových souměrnost́ı.

(b) Slož́ıme-li dvě shodnosti př́ımé nebo dvě shodnosti nepř́ımé, dostaneme shodnost př́ımou; slož́ıme-
li shodnost př́ımou a nepř́ımou, vznikne shodnost nepř́ımá.
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9.6 Grupa shodnost́ı v rovině

Poznatky źıskané řešeńım výše uvedených př́ıklad̊u nasvědčuj́ı tomu, že množina shodnost́ı v rovině
spolu s operaćı skládáńı zobrazeńı tvoř́ı grupu. Některé podmnožiny množiny shodnost́ı nav́ıc tvoř́ı
spolu s operaćı skládáńı zobrazeńı podgrupy.

PŘÍKLAD 9.8. Ověřte následuj́ıćı tvrzeńı:

(a) Všechny shodnosti v rovině tvoř́ı grupu GS.

(b) Všechny př́ımé shodnosti tvoř́ı podgrupu G′

S grupy GS.

(c) Množina všech translaćı doplněná identitou, tvoř́ı grupu, která je podgrupou grupy př́ımých shod-
nost́ı.

(d) Množina všech translaćı a středových souměrnost́ı, doplněná identitou, tvoř́ı podgrupu grupy G′

S.

PŘÍKLAD 9.9. Trojúhelńık ABC byl převeden otočeńım daného smyslu se středem S a úhlem
velikosti ω = 120◦ v trojúhelńık A1B1C1, který byl dále převeden posunut́ım T (A1 → A2) v trojúhelńık
A2B2C2. Určete otočeńı, které převád́ı př́ımo △ABC v △A2B2C2.

PŘÍKLAD 9.10. Je dán rovnostranný trojúhelńık ABC. Najděte všechny shodnosti, které převáděj́ı
tento trojúhelńık do něho samého. Zkoumejte vlastnosti množiny těchto shodnost́ı spolu s operaćı
skládáńı shodnost́ı.
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9.7 Klasifikace shodnost́ı roviny

Ćılem klasifikace shodnost́ı v rovině (obecně afinńıch zobrazeńı v prostoru An) je źıskat úplný
(vyčerpávaj́ıćı) přehled těchto zobrazeńı a jejich analytických vyjádřeńı. Postupujeme od obecné
podoby rovnice zobrazeńı. Z té analýzou všech možných konfiguraćı samodružných bod̊u a směr̊u,
které toto zobrazeńı připoušt́ı, dostaneme úplný přehled všech jeho variant.

Myšlenka úplné klasifikace shodnost́ı: Klasifikace shodnost́ı roviny je založena na zkoumáńı
možných samodružných bod̊u a směr̊u zobrazeńı, které je dáno rovnićı (soustavou lineárńıch rovnic)

f : X ′ = A ·X +B. (76)

Tento postup si nejprve ilustrujeme řešeńım následuj́ıćıho př́ıkladu, poté provedeme obecnou klasifi-
kaci shodnost́ı roviny E2, viz str. 67, a trojrozměrného prostoru E3, viz str. 71.

PŘÍKLAD 9.11. Zjistěte, zda existuje shodnost E2, při které se bod K = [10; 0] zobraźı na
počátek K ′ = [0; 0] a bod L = [25; 20] na bod L′ = [0; 25]. V kladném př́ıpadě napǐste rovnice tohoto
zobrazeńı a najděte jeho samodružné body.

Než začneme aplikovat ńıže uvedený postup, stoj́ı za to si u takovýchto úloh ověřit, zda je v̊ubec
splněna definice shodného zobrazeńı, tj. zda |K ′L′| = |KL|.

Řešeńı v programu wxMaxima:

Definujeme obecnou podobu matic A, B z rovnice (76).

(%i30) A:matrix([a11,a12],[a21,a22]); b:matrix([b1],[b2]);

(%o30)

(

a11 a12
a21 a22

)

(%o31)

(

b1
b2

)

Do rovnice (76) dosad́ıme dané body a jejich obrazy, dostaneme dvojice rovnic s1 a s2. Třet́ı skupinu
rovnic s3 dostaneme z podmı́nky AT · A− I = 0.

(%i32) s1:A.[10,0]+b-[0,0]; s2:A.[25,20]+b-[0,25];

s3:transpose(A).A-ident(2);

(%o32)

(

b1 + 10 a11
b2 + 10 a21

)

(%o33)

(

b1 + 20 a12 + 25 a11
b2 + 20 a22 + 25 a21− 25

)

(%o34)

(

a212 + a112 − 1 a21 a22 + a11 a12
a21 a22 + a11 a12 a222 + a122 − 1

)

Dohromady tak máme soustavu sedmi rovnic o šesti naznámých a11, a12, a21, a22, b1, b2.

(%i35) rov:[s1[1,1],s1[2,1],s2[1,1],s2[2,1],s3[1,1],s3[1,2],s3[2,2]];

(%o35) [b1+10 a11, b2+10 a21, b1+20 a12+25 a11, b2+20 a22+25 a21−25, a212+a112−1, a21 a22+
a11 a12, a222 + a122 − 1]
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Soustavu má dvě řešeńı (nejedná se o soustavu lineárńıch rovnic, proto může mı́t dvě řešeńı).

(%i36) res:solve(rov,[a11,a12,a21,a22,b1,b2]);

(%o36) [[a11 =
4

5
, a12 = −3

5
, a21 =

3

5
, a22 =

4

5
, b1 = −8, b2 = −6], [a11 = −4

5
, a12 =

3

5
, a21 =

3

5
, a22 =

4

5
, b1 = 8, b2 = −6]]

Dvěma řešeńım odpov́ıdaj́ı dvě r̊uzné shodnosti. Zjistili jsme tedy, že existuj́ı dvě shodnosti, které
převáděj́ı body K,L na body K ′, L′ (což se, vzhledem ke větě o určenosti shodného (afinńıho) zob-
razeńı dalo čekat). Pokračujeme v řešeńı úlohy pro každou z těchto shodnost́ı zvlášt’. Nejprve si
připrav́ıme matici RovTr pro zápis rovnic uvažovaných shodnost́ı (neńı nutnou součást́ı postupu
řešeńı, jedná se jenom o usnadněńı vizuálńı prezentace rovnic v programu).

(%i37) RovTr:matrix([x1=a11*x+a12*y+b1],[y1=a21*x+a22*y+b2]);

(%o37)

(

x1 = a12 y + a11 x+ b1
y1 = a22 y + a21 x+ b2

)

I. Shodnost daná rovnicemi

x1 =
4 x

5
− 3 y

5
− 8

y1 =
3 x

5
+

4 y

5
− 6

Definujeme matice A1, B1 tohoto zobrazeńı a zaṕı̌seme jeho rovnice.

(%i38) A1:ev(A,res[1]); B1:ev(b,res[1]);

(%o38)

(

4

5
−3

5
3

5

4

5

)

(%o39)

(

−8
−6

)

(%i40) R1:ev(RovTr,res[1]);

(%o40)

(

x1 = −3 y

5
+ 4x

5
− 8

y1 = 4 y

5
+ 3x

5
− 6

)

Samodružné body najdeme řešeńım rovnice X = A · X + B, pro snazš́ı zpracováńı programem
přepsané do tvaru A ·X +B −X = 0.

(%i41) RovSB1:A1.[x,y]+B1-[x,y]; solve([RovSB1[1,1],RovSB1[2,1]],[x,y]);

(%o41)

(

−3 y

5
− x

5
− 8

−y

5
+ 3x

5
− 6

)

(%o42) [[x = 5, y = −15]]
Uvažované shodné zobrazeńı má tedy jediný samodružný bod S = [5,−15].
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Pro určeńı samodružných směr̊u řeš́ıme charakteristickou rovnici (64) homomorfismu asociovaného s
daným shodným zobrazeńım.

(%i43) CharA1:A1-%lambda*ident(2);

CharR1:expand(determinant(CharA1))=0;

solve(CharR1,%lambda);

(%o43)

(

4

5
− λ −3

5
3

5

4

5
− λ

)

(%o44) λ2 − 8 λ

5
+ 1 = 0

(%o45) [λ = −3 i− 4

5
, λ =

3 i+ 4

5
]

Charakteristická rovnice nemá reálné kořeny. To znamená, že uvažované shodné zobrazeńı nemá
samodružné směry.

Protože uvažované zobrazeńı má právě jeden samodružný bod a nemá žádný samodružný směr, jedná
se o OTOČENÍ.

II. Shodnost daná rovnicemi

x1 = −4 x
5

+
3 x

5
+ 8

y1 =
3 x

5
+

4 z

5
− 6

Definujeme matice A2, B2 tohoto zobrazeńı a zaṕı̌seme jeho rovnice.

(%i46) A2:ev(A,res[2]); B2:ev(b,res[2]);

(%o46)

(

−4

5

3

5
3

5

4

5

)

(%o47)

(

8
−6

)

(%i48) R2:ev(RovTr,res[2]);

(%o48)

(

x1 = 3 y

5
− 4x

5
+ 8

y1 = 4 y

5
+ 3x

5
− 6

)

Samodružné body najdeme řešeńım rovnice X = A · X + B, pro snazš́ı zpracováńı programem
přepsané do tvaru A ·X +B −X = 0.

(%i49) RovSB2:A2.[x,y]+B2-[x,y]; solve([RovSB2[1,1],RovSB2[2,1]],[x,y]);

(%o49)

(

3 y

5
− 9x

5
+ 8

−y

5
+ 3x

5
− 6

)

(%o50) []

Uvažované shodné zobrazeńı tedy nemá žádný samodružný bod.
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Pro určeńı samodružných směr̊u řeš́ıme charakteristickou rovnici (64) homomorfismu asociovaného s
daným shodným zobrazeńım.

(%i51) CharA2:A2-%lambda*ident(2);

CharR2:expand(determinant(CharA2))=0;

solve(CharR2,%lambda);

(%o51)

(

−λ− 4

5

3

5
3

5

4

5
− λ

)

(%o52) λ2 − 1 = 0

(%o53) [λ = −1, λ = 1]

Charakteristická rovnice má dva reálné kořeny (vlastńı č́ısla). Každému z nich odpov́ıdá jeden vlastńı
(charakteristický) vektor určuj́ıćı samodružný směr. Postupně dosad́ıme źıskaná vlastńı č́ısla λ do
soustavy (jej́ı matice) (63) a řeš́ıme.

(%i54) RovSS2:A2.[u,v]-[%lambda*u,%lambda*v];

(%o54)

(

3 v
5
− λ u− 4u

5

−λ v + 4 v
5
+ 3u

5

)

(%i55) RovSS21:ev(RovSS2,%lambda=-1);

solve([RovSS21[1,1],RovSS21[2,1]],[u,v]);

(%o55)

(

3 v
5
+ u

5
9 v
5
+ 3u

5

)

solve : dependentequationseliminated : (2)

(%o56) [[u = −3%r3, v = %r3]]

Prvńı samodružný směr je určen vektorem ~u1 = (−3, 1).

(%i57) RovSS22:ev(RovSS2,%lambda=1);

solve([RovSS22[1,1],RovSS22[2,1]],[u,v]);

(%o57)

(

3 v
5
− 9u

5
3u
5
− v

5

)

solve : dependentequationseliminated : (2)

(%o58) [[u =
%r4

3
, v = %r4]]

Druhý samodružný směr je určen vektorem ~u2 = (1, 3).

Protože uvažované zobrazeńı nemá žádný samodružný bod a má dva (na sebe kolmé) samodružné
směry, jedná se o POSUNUTÉ ZRCADLENÍ.

Klasifikace shodnost́ı roviny

Z podmı́nky AT · A = E plyne, že afinńı zobrazeńı určené rovnicemi

x′ = a11x + a12y + b1
y′ = a21x + a22y + b2,
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je shodnost́ı právě tehdy, když plat́ı následuj́ıćı rovnosti:

a211 + a221 = a212 + a222 = 1

a11a12 + a21a22 = a12a11 + a22a21 = 0

Potom je zřejmé, že existuje úhel α ∈ 〈0◦; 360◦) takový, že lze napsat

a11 = cosα,

a21 = sinα,

a12 cosα + a22 sinα = 0,

a22 = ε cosα,

a12 = −ε sinα, kde ε = ±1.

Hodnota ε určuje, zda se jedná o shodnost př́ımou (ε = 1) nebo nepř́ımou (ε = −1).

I. Př́ımé shodnosti

Každou př́ımou shodnost v rovině můžeme vyjádřit rovnicemi ve tvaru

x′

1 = x1 cosα − x2 sinα + b1
x′

2 = x1 sinα + x2 cosα + b2
.

Samodružné body

Samodružné body př́ımé shodnosti jsou řešeńım soustavy rovnic

x1(1− cosα) + x2 sinα = b1
−x1 sinα + x2(1− cosα) = b2.

(77)

Nejprve nás bude zaj́ımat př́ımá shodnost v rovině, která má právě jeden samodružný bod. Soustava
(77) má právě jedno řešeńı, pokud je regulárńı, tj. pokud pro jej́ı determinant plat́ı

∣

∣

∣

∣

(1− cosα), sinα
− sinα, (1− cosα)

∣

∣

∣

∣

6= 0.

Po úpravě dostaneme
2(1− cosα) 6= 0,

což vede k podmı́nce
cosα 6= 1.

Tak dostáváme
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1) OTOČENÍ (ROTACI).

Stač́ı volit počátek soustavy souřadné v onom jediném samodružném bodě a dostaneme známé
vyjádřeńı rotace kolem počátku o úhel α:

x′

1 = x1 cosα− x2 sinα

x′

2 = x1 sinα + x2 cosα

Samodružné směry

Samodružné směry (tj. vektory těchto směr̊u) př́ımé shodnosti jsou netriviálńım řešeńım soustavy
homogenńıch rovnic

u1(λ− cosα) + u2 sinα = 0
−u1 sinα + u2(λ− cosα) = 0.

(78)

Ta má netriviálńı (tj. nekonečně mnoho) řešeńı právě tehdy, když je splněna charakteristická rovnice
př́ımé shodnosti v rovině

∣

∣

∣

∣

(λ− cosα), sinα
− sinα, (λ− cosα)

∣

∣

∣

∣

= 0. (79)

Úpravou (79) dostaneme rovnici
(λ− cosα)2 + sin2 α = 0,

která je splněna za předpokladu, že sinα = 0 a zároveň cosα = 1 = λ nebo cosα = −1 = λ. Pro
cosα = −1 tak dostáváme

2) STŘEDOVOU SOUMĚRNOST

s analytickým vyjádřeńım
x′

1 = −x1 + b1
x′

2 = −x2 + b2.

Za podmı́nky, že cosα = 1 dostaneme, pro b1 = b2 = 0,

3) IDENTITU
x′

1 = x1

x′

2 = x2

a pro b1 6= 0 ∨ b2 6= 0 dostáváme

4) POSUNUTÍ
x′

1 = x1 + b1
x′

2 = x2 + b2.

II. Nepř́ımé shodnosti

Každou nepř́ımou shodnost v rovině můžeme vyjádřit rovnicemi ve tvaru

x′

1 = x1 cosα + x2 sinα + b1
x′

2 = x1 sinα − x2 cosα + b2.

Samodružné směry
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K vyšetřeńı nepř́ımých shodnost́ı použijeme samodružné směry. Řešeńım charakteristické rovnice
∣

∣

∣

∣

(λ− cosα), − sinα
− sinα, (λ+ cosα)

∣

∣

∣

∣

= 0, (80)

dostaneme podmı́nku
λ = ±1,

která odpov́ıdá tomu, že uvažované zobrazeńı má dva navzájem kolmé samodružné směry. Jeden, pro
λ = 1, se zachovává, druhý, pro λ = −1, se měńı v opačný. Volme soustavu souřadnou tak, aby osa x
měla směr odpov́ıdaj́ıćı λ = 1. Směr osy y pak zřejmě odpov́ıdá λ = −1. Potom je nepř́ımá shodnost
popsána rovnicemi

x′

1 = x1 + b1
x′

2 = −x2 + b2.

Pokud je b1 = 0, má uvažované zobrazeńı př́ımku samodružných bod̊u a jedná se tedy o

5) OSOVOU SOUMĚRNOST
x′

1 = x1

x′

2 = −x2 + b2.

Pokud je ale b1 6= 0, má pouze samodružnou př́ımku a jedná se o

6) POSUNUTÉ ZRCADLENÍ.

9.8 Cvičeńı – Shodnosti v rovině

50. Určete parametr s tak, aby existovala shodnost roviny zobrazuj́ıćı body [0, 0], [3, 4] po řadě na
body [5, 0], [9, s]. Napǐste rovnice tohoto zobrazeńı a souřadnice obrazu bodu [5, 0]. [2]

51. Určete a, b, c tak, aby rovnice x′ =
3

4
x+ by + 1, y′ = ax+ cy − 1 vyjadřovaly shodnost. [3]

52. Shodné zobrazeńı euklidovské roviny do euklidovského prostoru je dáno vzhledem ke kartézským
soustavám souřadnic rovnicemi

a) x′ = x+
1

2
y + 1, y′ = ax+

1

2
y − 1, z′ = bx+ cy + 3,

b) x′ = x+ by − 2, y′ =
1

2
y + 1, z′ = ax+ cy − 3.

Určete koeficienty a, b, c.

53. Najděte souřadnice obrazu bodu B = [1, 2] v otočeńı v E2 kolem středu S = [3,−4] o úhel
α = 420◦. Napǐste rovnice této shodnosti.

54. Určete p, q tak, aby existovala shodnost zobrazuj́ıćı body [3, 0], [1, 2], [−1,−1] po řadě na body
[1, 4], [p, 2], [2, q]. Najděte samodružné body a směry tohoto zobrazeńı.

55. Napǐste rovnice středové souměrnosti v E2 podle středu S = [−4, 5].
56. Napǐste rovnice shodnosti roviny E2, která vznikne složeńım tř́ı osových souměrnost́ı s osami o
rovnićıch: x = 0, y = 0, x− 2y = 0.

57. Rotace kolem bodu S = [2; 1] v E2 zobrazuje bod A = [1; 1] na bod A′. Najděte souřadnice bodu
A′, jestliže pro úhel rotace α plat́ı α = 2

3
π.

58. Najděte souřadnice středu a úhel rotace, která je dána rovnicemi: x′ = 3

5
x− 4

5
y+1, y′ = 4

5
x+ 3

5
y−2.

59. Najděte rovnice obrazu př́ımky p v rotaci v E2 kolem středu S = [−2; 1] o úhel α = π
6
, jestliže

p : x− y + 1 = 0.
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9.9 Klasifikace shodnost́ı prostoru E3

Věta 34. Každé shodné zobrazeńı v prostoru E3 lze složit z nejvýše čtyř rovinových souměrnost́ı.

Některá shodná zobrazeńı v prostoru:

• Otočeńı kolem osy

• Posunut́ı

• Osová souměrnost

• Středová souměrnost

• Šroubový pohyb (torze)

Postup klasifikace shodnost́ı v trojrozměrném prostoru lze nečekaně zjednodušit. Vhodné umı́stěńı
soustavy souřadnic nám dovoĺı využ́ıvat poznatky z klasifikace shodnost́ı v rovině.

Každé shodné zobrazeńı f v prostoru můžeme zapsat soustavou rovnic

f : x′

1 = a11x1 + a12x2 + a13x3 + b1
x′

2 = a21x1 + a22x2 + a23x3 + b2
x′

3 = a31x1 + a32x2 + a33x3 + b3,

kterou lze užit́ım matic přepsat do tvaru

f :





x′

1

x′

2

x′

3



 =





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



 ·





x1

x2

x3



+





b1
b2
b3





a pak stručně vyjádřit rovnićı
f : X ′ = A ·X +B. (81)

Stejně jako v rovině i v prostoru plat́ı, že (81) je shodnost́ı právě tehdy, když je

AT · A = E, (82)

Důležitou skutečnost́ı je, že charakteristická rovnice tohoto zobrazeńı, která se dá stručně zapsat ve
tvaru

det (A− λE) = 0, (83)

kde E je jednotková matice, je algebraickou rovnićı třet́ıho stupně vzhledem k neznámé λ. Vzhledem
k tomu, že imaginárńı kořeny se vyskytuj́ı vždy ve dvojićıch (navzájem komplexně sdružených č́ısel),
má algebraická rovnice třet́ıho stupně vždy alespoň jeden kořen reálný. V př́ıpadě rovnice (83) ho
označme λ0. Shodnost v E3 má tak vždy alespoň jeden samodružný směr ~u; ~u′ = λ0~u. V př́ıpadě
shodnost́ı se zachovává velikost vektoru, tj. plat́ı ||~u′|| = ||λ0~u|| = ||~u||. Potom je zřejmé, že hodnota
λ0 bude 1 nebo −1. Předpokládejme, že vektor ~u je jednotkový a volme soustavu souřadnou tak, aby
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měla osa z směr tohoto vektoru. Při takto zvolené soustavě souřadné se rovnice shodnosti zjednoduš́ı
na tvar

x′

1 = a11x1 + a12x2 + b1
x′

2 = a21x1 + a22x2 + b2
x′

3 = ± x3 + b3.

Potom je požadavek, aby byla matice tohoto zobrazeńı





a11 a12 0
a21 a22 0
0 0 ±1





ortonormálńı, splněn právě tehdy, když je ortonormálńı matice

[

a11 a12
a21 a22

]

.

To je ale úloha, kterou jsme řešili při klasifikaci shodnost́ı v rovině. V́ıme tedy, že při vhodné volbě
os x, y připadaj́ı v úvahu následuj́ıćı možnosti, jak může tato matice vypadat:

[

1 0
0 1

]

,

[

−1 0
0 −1

]

,

[

1 0
0 −1

]

,

[

cosα − sinα
sinα cosα

]

; pro sinα 6= 0.

Ke každé z těchto matic existuj́ı dvě soustavy rovnic (protože uvažujeme ±z). Posouzeńım množin
samodružných bod̊u př́ıslušných zobrazeńı a vhodnými volbami soustavy souřadné se dobereme k
výsledné klasifikaci:

1) IDENTITA (b1 = b2 = b3 = 0) nebo POSUNUTÍ

x′

1 = x1 + b1
x′

2 = x2 + b2
x′

3 = x3 + b3.

2) SOUMĚRNOST PODLE ROVINY (b1 = b2 = 0) nebo

SOUMĚRNOST PODLE ROVINY složená s POSUNUTÍM podél této roviny

x′

1 = x1 + b1
x′

2 = x2 + b2
x′

3 = −x3 + b3.

3) SOUMĚRNOST PODLE OSY rovnoběžné se z (b3 = 0) nebo

SOUMĚRNOST PODLE OSY rovnoběžné se z složená s POSUNUTÍM podél této osy

x′

1 = −x1 + b1
x′

2 = −x2 + b2
x′

3 = x3 + b3.
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4) STŘEDOVÁ SOUMĚRNOST
x′

1 = −x1 + b1
x′

2 = −x2 + b2
x′

3 = −x3 + b3.

5) OTOČENÍ kolem osy rovnoběžné se z (b3 = 0) nebo

OTOČENÍ kolem osy rovnoběžné se z složené s POSUNUTÍM podél této osy

x′

1 = x1 cosα − x2 sinα + b1
x′

2 = x1 sinα + x2 cosα + b2
x′

3 = x3 + b3.

6) OTOČENÍ kolem osy rovnoběžné se z složené se SOUMĚRNOSTÍ podle roviny kolmé k této ose

x′

1 = x1 cosα − x2 sinα + b1
x′

2 = x1 sinα + x2 cosα + b2
x′

3 = −x3 + b3.

Poznámky.
1.Každá př́ımá shodnost v prostoru se dá složit z otočeńı kolem př́ımky a posunut́ı podél této př́ımky.
Potom můžeme ř́ıci, že každá dvě shodná tělesa v prostoru můžeme ztotožnit posunut́ım, otočeńım
nebo šroubovým pohybem.

2.Nepř́ımá shodnost se dostane z př́ımé přidáńım souměrnosti podle roviny.

9.10 Cvičeńı – Shodnosti prostoru E3

60. Ověřte, že rovnicemi

x′ =
1

3
x− 2

3
y +

2

3
z +

2

3

y′ =
2

3
x− 1

3
y − 2

3
z − 2

3

z′ = −2
3
x− 2

3
y − 1

3
z +

2

3

je dáno shodné zobrazeńı E3 na sebe, najděte jeho samodružné body a směry.

61. Napǐste rovnice posunut́ı v E3, v němž se bod M = [−2, 3, 1] zobraźı na bod M ′ = [5, 0,−4].
Najděte souřadnice obrazu bodu A = [1, 1, 1] v tomto posunut́ı.

9.11 Shodná zobrazeńı v prostoru En

Věta 35. Ke každé shodnosti f v En existuje k souměrnost́ı podle nadrovin tak, že f je jejich
složeńım, k < n+ 2.
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10 Grupa podobnost́ı eukleidovského prostoru

10.1 Podobné zobrazeńı

Definice 25. Zobrazeńı f euklidovského prostoru E do euklidovského prostoru E ′ se nazývá podobné
zobrazeńı, jestlǐze existuje kladné reálné č́ıslo k tak, že pro každé dva body X, Y prostoru E plat́ı:

|f(X)f(Y )| = k|XY |. (84)

Čı́slo k se nazývá koeficient podobného zobrazeńı f.

Poznámka. Podobnosti s koeficientem k 6= 1 nazýváme vlastńı podobnosti.

PŘÍKLAD 10.1. Napǐste rovnice pro zobrazeńı v rovině, které každý útvar otoč́ı kolem počátku
o úhel α a dvakrát zvěťśı, viz Obr. 28.

Obrázek 28: Podobné zobrazeńı v rovině

Věta 36. Každé podobné zobrazeńı euklidovského prostoru E do euklidovského prostoru E ′ lze složit
ze stejnolehlosti prostoru E a shodného zobrazeńı E do E ′.

Věta 37. Každé podobné zobrazeńı je afinńı.

Protože podobná zobrazeńı jsou afinńımi zobrazeńımi, plat́ı pro ně také věta o určenosti. Samozřejmě
v podobě, která koresponduje s definićı podobného zobrazeńı.

Věta 38 (O určenosti podobného zobrazeńı). Necht’ jsou P0, P1, ..., Pn lineárně nezávislé body n-
rozměrného euklidovského prostoru En a P ′

0, P
′

1, ..., P
′

n body euklidovského prostoru E ′. Afinńı zobra-
zeńı prostoru En do prostoru E ′, které zobrazuje bod Pi na bod P ′

i pro i = 0, 1, ..., n je právě tehdy
podobné, existuje-li č́ıslo k > 0 tak, že pro všechny dvojice i, j = 0, 1, ..., n plat́ı |P ′

iP
′

j | = k|PiPj|.

Poznámka. Body prohláśıme ze lineárně nezávislé tehdy, když jimi určené vektory jsou lineárně
nezávislé.

PŘÍKLAD 10.2. Formulujte
”
větu o určenosti podobného zobrazeńı“ pro rovinu, tj. eukleidovský

prostor E2.

PŘÍKLAD 10.3. V euklidovské rovině je dán čtverec ABCD se středem S. Existuje právě
jedno podobné zobrazeńı roviny čtverce do sebe, při kterém se body A,B, S zobraźı po řadě na body
D,B,C. Rozložte toto podobné zobrazeńı na stejnolehlost a shodné zobrazeńı.
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PŘÍKLAD 10.4. Ukažte, že každé dvě paraboly jsou podobné, tzn. že existuje podobné zobrazeńı
roviny jedné paraboly na rovinu druhé paraboly, při kterém se jedna parabola zobraźı na druhou.

Věta 39. Každá
”
vlastńı podobnost“ má právě jeden samodružný bod.

D̊ukaz. Nejprve dokážeme, že vlastńı podobnost (tj. podobnost s koeficientem k ∈ R+ − {1}) nemůže
mı́t v́ıce než jeden samodružný bod, potom dokážeme, že muśı mı́t aspoň jeden. Tak nám vyjde, že
muśı mı́t právě jeden.

(i) Skutečnost, že vlastńı podobnost nemůže mı́t v́ıce než jeden samodružný bod dokážeme sporem.

Necht’ má vlastńı podobnost f nejméně dva samodružné body K a L; K
f−→ K ′ = K,L

f−→ L′ = L.
Potom |K ′L′| = |KL|, což je ve sporu s definićı vlastńı podobnosti (84), kde k 6= 1. Vlastńı podobnost
tedy nemůže mı́t v́ıce než jeden samodružný bod.

(ii) Nyńı dokážeme, že vlastńı podobnost muśı mı́t aspoň jeden samodružný bod. Uvažujme podob-
nost f s rovnićı X ′ = A·X+B, kde AT ·A = k2I. Jej́ı samodružné body jsou potom řešeńım soustavy
lineárńıch rovnic odpov́ıdaj́ıćı maticové rovnici (I−A)·X = −B. Kĺıčová pro náš d̊ukaz je skutečnost,
že determinant matice této soustavy je pro vlastńı podobnost r̊uzný od nuly, |I −A| 6= 0. Pokud by
byl roven nule, tj. pokud by platila rovnost |I−A| = 0, znamenalo by to, že řešeńım charakteristické
rovnice |λI − A| = 0 (viz str. 34) homomorfismu ϕ asociovaného s f je vlastńı č́ıslo λ = 1. Kdyby
tomu tak bylo, existoval by (vlastńı) vektor ~u = Q − P , pro jehož obraz ϕ(~u) = f(Q)− f(P ) plat́ı
ϕ(~u) = ~u. Protože se zobraźı sám na sebe, neměńı se jeho velikost, tj. |f(P )f(Q)| = |PQ|, což je ve
sporu s definićı vlastńı podobnosti (84), kde k 6= 1. Determinant |I−A| tedy nemůže být roven nule,
soustava (I −A) ·X = −B je proto regulárńı a má právě jedno řešeńı.

Grupa podobnost́ı

Množina všech podobnost́ı eukleidovského prostoru En spolu s operaćı skládáńı tvoř́ı grupu - tzv.
grupu podobnost́ı prostoru En.

10.2 Podobnosti eukleidovské roviny

Zopakujme si definici podobného zobrazeńı v rovině (stručně podobnosti): Zobrazeńı f roviny (eukli-
dovského prostoru E2) na sebe se nazývá

”
podobnou transformaćı roviny“ (též

”
podobnost́ı v rovině“),

jestlǐze existuje kladné reálné č́ıslo k tak, že pro každé dva body X, Y roviny a jejich obrazy X ′, Y ′

plat́ı:
|X ′Y ′| = k|XY |.

Čı́slo k se nazývá koeficient podobnosti f.

Poznámky.
1.Každé podobné zobrazeńı je afinńı.
2.Podobnosti s koeficientem k 6= 1 nazýváme vlastńı podobnost́ı.

Věta 40. Každou podobnost v rovině s poměrem podobnosti k lze rozložit na stejnolehlost H(S, k)
a shodnost Z. Přitom střed stejnolehlosti m̊užeme volit libovolně a shodnost Z je t́ım určena jedno-
značně.
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Obrázek 29: Každou podobnost lze rozložit na stejnolehlost a shodnost

Věta 41 (O určenosti podobnosti v rovině). Každá podobnost v rovině je jednoznačně určena
trojúhelńıkem ABC a jeho obrazem A′B′C ′ takovým, že |A′B′| = k|AB|, |B′C ′| = k|BC|, |A′C ′| =
k|AC|, kde k, k > 0, je koeficient této podobnosti.

V́ıme, že každé podobné zobrazeńı eukleidovské roviny do sebe lze složit ze stejnolehlosti a shodnosti.

1. Stejnolehlost H voĺıme se středem v počátku soustavy souřadnic a s koeficientem k > 0 :

H : X 7→ X; x = kx

y = ky.

2. Shodnost S je bud’ př́ımá nebo nepř́ımá:

S : X 7→ X ′; x′ = x cosα∓ y sinα + p

y′ = x sinα± y cosα + q.

Výsledkem složeńı S ◦H je potom př́ımá nebo nepř́ımá podobnost.
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Př́ımá podobnost Nepř́ımá podobnost:

x′ = kx cosα− ky sinα + p

y′ = kx sinα+ ky cosα + q.

x′ = kx cosα + ky sinα + p

y′ = kx sinα− ky cosα + q.

x′ = ax− by + p

y′ = bx+ ay + q.

x′ = ax+ by + p

y′ = bx− ay + q.

AT · A = (a2 + b2) · I; k =
√
a2 + b2

Věta 42. Každá vlastńı podobnost eukleidovské roviny je bud’ stejnolehlost, nebo stejnolehlost složená
s otočeńım kolem středu stejnolehlosti, nebo stejnolehlost složená s osovou souměrnost́ı, jej́ı̌z osa
procháźı středem stejnolehlosti.

10.3 Cvičeńı – Podobnosti

1. Najděte všechny podobnosti euklidovské roviny, při kterých se bod [1, 0] zobraźı na bod [4,−2] a
bod [2, 3] na bod [2,−8]. [2]

2. Eulerovými body se nazývaj́ı středy úseček spojuj́ıćıch vrcholy trojúhelńıku s pr̊useč́ıkem jeho
výšek.

Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı:

Středy stran, paty výšek a Eulerovy body libovolného trojúhelńıku lež́ı na jedné kružnici. (Tato
kružnice se nazývá kružnice dev́ıti bod̊u, Eulerova kružnice nebo Feuerbachova kružnice.)

3. Najděte podobnost euklidovské roviny, při které se zobraźı počátek na bod [0, 2], bod [1, 1] na
počátek a bod [2, 0] na bod [2, p]. Určete p a najděte samodružné body a směry nalezené podobnosti.

4. Najděte rovnice podobnosti, při které je počátek samodružný a obrazem bodu [5,−3] je bod [1, 1].

5. Určete všechny podobnosti, pro které jsou bod [1, 1] a směr vektoru (1, 1) samodružné.

6. Napǐste rovnice všech podobnost́ı zobrazuj́ıćıch body [1, 2] a [0, 1] po řadě na body [3,−1], [4, 2].
Rozložte je na stejnolehlost a shodnost.

7. V rovině je dán čtverec ABCD se středem S. Určete obraz bodu C v podobnosti, která zobrazuje
body A,B, S po řadě na body B,D,C. Určete samodružný bod této podobnosti.

8. Sestrojte alespoň jeden trojúhelńık ABC, pro který plat́ı |AB| : |AC| = 3 : 5, α = 60◦, ρ =
1, 8cm(poloměr kružnice vepsané).
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9. Sestrojte kosodélńık ABCD, je-li dáno |∠DAB| = α, |∠ABD| = ε, |AC| = e.

10. Je dána kružnice k a bod A, který je bodem vněǰśı oblasti kružnice k. Sestrojte všechny sečny
kružnice k, které procházej́ı bodem A a pro jejichž pr̊useč́ıky X, Y s kružnićı plat́ı |AX| = 2|AY |.

11. Je dána kružnice k(S; 4cm), jej́ı tečna t a bod M ∈ k tak, že |Mt| = 2cm. Sestrojte úsečku XY
procházej́ıćı bodem M tak, aby X ∈ k, Y ∈ t a |MX| : |MY | = 3 : 2.

12. Jsou dány dvě r̊uznoběžky a, b a kružnice k tak, že P ∈ a ∩ b je bodem vnitřńı oblasti kružnice
k. Sestrojte všechny kružnice, které se dotýkaj́ı př́ımek a, b i kružnice k.

13. Dokažte následuj́ıćı věty:

Věta 43 (Menelaova věta). Je dán trojúhelńık ABC a př́ımka p, která neprocháźı žádným z bod̊u
A,B,C, ale prot́ıná př́ımky AB,BC,CA v bodech C ′, A′, B′. Potom plat́ı:

(ABC ′) · (BCA′) · (CAB′) = 1.

Naopak, plat́ı-li uvedený vztah, body A′, B′, C ′ lež́ı na př́ımce.

Věta 44 (Pappova věta). Necht’ jsou A′, B′, C ′, D′ rovnoběžné nebo středové pr̊uměty čtyř navzájem
r̊uzných bod̊u A,B,C,D př́ımky p na př́ımku p′; p′ 6= p. Potom:

(A′B′C ′D′) = (ABCD)

Věta 45 (Cevova věta). Necht’ je dán trojúhelńık ABC a bod M, který nelež́ı na žádné z př́ımek
AB,BC,CA. Pr̊useč́ıky př́ımek AM,BM,CM s př́ımkami BC,CA,AB (r̊uzné od bod̊u A,B,C)
označme postupně A′, B′, C ′. Potom plat́ı:

(ABC ′) · (BCA′) · (CAB′) = −1.

Naopak, plat́ı-li uvedený vztah, jsou př́ımky AA′, BB′, CC ′ bud’ navzájem rovnoběžné nebo se prot́ınaj́ı
v jediném bodě.

14. Zobrazeńı f euklidovské roviny do euklidovského trojrozměrného prostoru je vzhledem k zvo-
leným kartézským soustavám souřadnic dáno rovnicemi: x′ = 2x+ay−1, y′ = x+ by+2, z′ = y+1.
Určete koeficienty a, b tak, aby bylo zobrazeńı f podobné. Jaký je koeficient tohoto podobného zob-
razeńı f?

15. Určete p, q, r tak, aby byla rovnicemi x′ = x−2y+2z+4, y′ = px+2y+z−2, z′ = qx+ry+2z−2
dána vzhledem ke kartézské soustavě souřadnic podobnost. Určete jej́ı samodružný bod a samodružné
směry.
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11 Stejnolehlost

Patř́ı mezi tzv. homotetie, tj. afinńı zobrazeńı, která maj́ı všechny směry samodružné.

Definice 26. Budǐz dán bod S a reálné č́ıslo κ (r̊uzné od 0 a 1). Stejnolehlost H(S; κ) se středem
S a koeficientem κ je zobrazeńı, které každému bodu X roviny přiřad́ı bod X ′ tak, že

−−→
SX ′ = κ

−→
SX.

Obrázek 30: Stejnolehlost H(S, κ = −1.5)

Poznámka. Stejnolehlost můžeme definovat i v́ıce popisně: Budǐz dán bod S a reálné č́ıslo κ (r̊uzné
od 0 a 1). Stejnolehlost H(S; κ) se středem S a koeficientem κ je zobrazeńı, které každému bodu X
roviny přiřad́ı bod X ′ t́ımto zp̊usobem:

1. Pro X ≡ S je X ′ ≡ X,

2. Pro X 6≡ S je |X ′S| = |κ| · |XS|,
pro κ > 0 lež́ı X ′ lež́ı na polopř́ımce

−→
SX a

pro κ < 0 lež́ı X ′ lež́ı na polopř́ımce opačné k
−→
SX.

Poznámka. Zobrazeńı inverzńı k stejnolehlosti H(S; κ) je stejnolehlost H−1

(

S;
1

κ

)

.

Základńı vlastnosti stejnolehlosti H(S, κ):

1. Obrazem př́ımky je př́ımka s ńı rovnoběžná.

2. Obrazem úsečky AB je úsečka A′B′; |A′B′| = |κ| · |AB|.

3. Obrazem polopř́ımky je polopř́ımka s ńı souhlasně (κ > 0) nebo nesouhlasně (κ < 0) rovnoběžná
.

4. Obrazem úhlu ∠AV B je úhel ∠A′V ′B′; |∠A′V ′B′| = |∠AV B|.

PŘÍKLAD 11.1. Jsou dány dva r̊uzné body A,B a reálné č́ıslo λ 6= 0, 1. Najděte na př́ımce AB
bod C tak, aby platilo (ABC) = λ.
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11.1 Analytické vyjádřeńı stejnolehlosti

Rovnice stejnolehlosti H(S; κ): H : X ′ = κX + (1− κ)S.

PŘÍKLAD 11.2. Napǐste rovnice stejnolehlosti afinńı roviny A2, která zobrazuje bod B =
[2, 0,−1] na bod C = [0, 1, 3] a má koeficient κ = −2. Najděte souřadnice jej́ıho středu.

Řešeńı v programu wxMaxima:

(%i1) B:[2,0,-1]$ C:[0,1,3]$ S:[s1,s2,s3]$

(%i4) H:C-S=-2*(B-S);

(%o4) [−s1, 1− s2, 3− s3] = [−2 (2− s1) , 2 s2,−2 (−s3 − 1)]

(%i5) res:solve(lhs(H)-rhs(H),[s1,s2,s3])[1];

(%o5) [s1 =
4

3
, s2 =

1

3
, s3 =

1

3
]

(%i6) S:ev(S,res);

(%o6) [
4

3
,
1

3
,
1

3
]

11.2 Skládáńı stejnolehlost́ı

Věta 46 (O skládáńı stejnolehlosti a translace). Zobrazeńı složené ze stejnolehlosti H(S; κ) a translace

X ′ = X + ~t je stejnolehlost H′(Q; κ), kde Q = S +
1

1− κ
~t.

Věta 47 (O skládáńı stejnolehlost́ı). Složeńım dvou stejnolehlost́ı H1(S1, κ1), H2(S2, κ2) vznikne

1. IDENTITA, jestlǐze κ1κ2 = 1 a S1 = S2,

2. POSUNUTÍ, jestlǐze κ1κ2 = 1 a S1 6= S2,

3. STEJNOLEHLOST H(S, κ) s koeficientem κ = κ1κ2, jestlǐze κ1κ2 6= 1. Přitom, pro S1 = S2 je
také S = S1 = S2, pro S1 6= S2 lež́ı bod S na př́ımce S1S2.

11.3 Stejnolehlost kružnic

Pro dvě kružnice k1(S1; r1), k2(S2; r2) s r̊uznými poloměry existuj́ı právě dvě stejnolehlosti, které
převáděj́ı kružnici k1 do kružnice k2: H1(E, r2/r1) a H2(I,−r2/r1) (Bod E se někdy označuje jako

”
vněǰśı střed stejnolehlosti“, bod I potom jako

”
vnitřńı střed stejnolehlosti“.). Jestliže se kružnice

dotýkaj́ı v bodě T, je T = I v př́ıpadě vněǰśıho dotyku a T = E v př́ıpadě vnitřńıho dotyku kružnic.
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Obrázek 31: Stejnolehlost kružnic

Věta 48 (Mongeova věta). Jsou-li k1, k2, k3 tři kružnice, které maj́ı r̊uzné poloměry a jejichž středy
nelež́ı v př́ımce, plat́ı pro vněǰśı a vnitřńı středy stejnolehlost́ı každých dvou z nich následuj́ıćı vztahy:

i) Všechny tři vněǰśı středy stejnolehlosti E12, E13, E23 lež́ı v př́ımce.

ii) Každé dva vnitřńı středy stejnolehlosti a jeden vněǰśı lež́ı v př́ımce.

iii) Tři vnitřńı středy stejnolehlosti I12, I13, I23 nelež́ı v př́ımce.

PŘÍKLAD 11.3. Je dána kružnice k, př́ımka p, která je vněǰśı př́ımkou kružnice k, a bod A ∈ p.
Sestrojte všechny kružnice, které se dotýkaj́ı př́ımky p v bodě A a kružnice k.

PŘÍKLAD 11.4. Jsou dány dvě r̊uznoběžky a, b a bod M, který lež́ı uvnitř jednoho jejich úhlu.
Sestrojte všechny kružnice, které procházej́ı bodem M a dotýkaj́ı se př́ımek a, b.

PŘÍKLAD 11.5. Jsou dány dvě r̊uznoběžky m,n a kružnice k lež́ıćı uvnitř jednoho jejich úhlu.
Sestrojte všechny kružnice, které se dotýkaj́ı př́ımek m,n i kružnice k.

PŘÍKLAD 11.6. (Eulerova př́ımka) V trojúhelńıku ABC označme T těžǐstě, V pr̊useč́ık
výšek a S střed kružnice trojúhelńıku opsané. Máme dokázat, že bud’ všechny tři body splynou v jediný,
nebo jsou navzájem r̊uzné a lež́ı na jedné př́ımce (Eulerova př́ımka) tak, že plat́ı (S, V ;T ) = −1

2
.

PŘÍKLAD 11.7. (Kružnice dev́ıti bod̊u, též Feuerbachova či Eulerova kružnice)
V trojúhelńıku ABC označme V pr̊useč́ık výšek, S střed kružnice opsané, C1, A1, B1 středy stran
AB,BC,CA. Necht’ k0 je kružnice procházej́ıćı body A1, B1, C1. Dokažte:

1) Na kružnici k0 lež́ı též paty A0, B0, C0 výšek va, vb, vc a středy úseček AV,BV, CV.

2) Střed kružnice k0 je středem úsečky SV, pokud S 6≡ V ; pokud je S ≡ V splyne střed k0 s bodem S.

3) Poloměr kružnice k0 je roven polovině poloměru kružnice trojúhelńıku opsané.

PŘÍKLAD 11.8. Plat́ı tato věta: Jsou-li dány dvě rovnoběžné úsečky r̊uzných délek, existuj́ı
právě dvě stejnolehlosti, které zobraźı prvńı úsečku na druhou. Dokážete je vždy naj́ıt?
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11.4 Cvičeńı – Stejnolehlost

62. Do p̊ulkruhu s pr̊uměrem AB vepǐste čtverec KLMN tak, aby strana KL ležela na úsečce AB
a daľśı dva vrcholy M,N na dané p̊ulkružnici.

63. Je dána př́ımka p, kružnice k a bod A. Sestrojte všechny úsečky XY tak, aby platilo: X ∈ p,
Y ∈ k, A ∈ XY, |AY | = 3|AX|.

64. Jsou dány dvě r̊uznoběžky a, b a kružnice k tak, že a je sečnou a b je vněǰśı př́ımkou kružnice k.
Sestrojte všechny kružnice, které se dotýkaj́ı př́ımek a, b i kružnice k.

65. Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno:

a) va = 5cm, a : b : c = 2 : 3 : 4,

b) α, β, vc,

c) α, β, tc,

d) a : b = 3 : 5, γ = 60◦, tc = 6cm.

Stejnolehlost – Úlohy na domáćı př́ıpravu

66. Určete p tak, aby existovala stejnolehlost se středem [3, 2], zobrazuj́ıćı bod [1, 4] na bod [2, p].
Napǐste rovnice této stejnolehlosti. [2]

67. Je dána kružnice k a bod M uvnitř této kružnice. Sestrojte všechny tětivy kružnice, které jsou
bodem M rozděleny na části v poměru 2 : 3. [1]

68. Narýsujte libovolný trojúhelńık ABC. Uvnitř strany AC sestrojte bod X a uvnitř strany BC
bod Y tak, aby platilo |AX| = |XY | a XY ‖ AB. [2]
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12 Mocnost bodu ke kružnici

Definice 27. Mocnost́ı bodu M ke kružnici k(S; r) rozumı́me reálné č́ıslo m, pro které plat́ı:

(1) |MX| · |MY | = |m|, kde X, Y jsou pr̊useč́ıky kružnice k s jej́ı libovolnou sečnou procházej́ıćı
bodem M.

(2) Je-li M vněǰśım bodem kružnice k, je m > 0.

(3) Je-li M vnitřńım bodem kružnice k, je m < 0.

(4) Je-li M ∈ k, je m = 0.

Obrázek 32: Mocnost bodu M ke kružnici k

Věta 49. Je dána kružnice k(S; r) a bod M , který na ńı nelež́ı. Potom pro libovolné dvě sečny
kružnice k, které procházej́ı bodem M , jejichž pr̊useč́ıky s kružnićı k označ́ıme X1, Y1 a X2, Y2, plat́ı

|MX1| · |MY1| = |MX2| · |MY2|.

Věta 50. Necht’ je dána kružnice k(S; r) a bod M . Potom pro mocnost m bodu M ke kružnici k plat́ı

m = d2 − r2,

kde d = |MS| je vzdálenost bodu M od středu kružnice k.

Věta 51. Necht’ M je vněǰśı bod kružnice k(S; r), m jeho mocnost ke kružnici k. Jestlǐze T je dotykový
bod tečny vedené z bodu M ke kružnici k, tak plat́ı |MT |2 = m.

12.1 Chordála a potenčńı střed

Věta 52 (Chordála dvojice kružnic). Necht’ jsou k1(S1; r1), k2(S2; r2) dvě nesoustředné kružnice.
Množina bod̊u X, které maj́ı k oběma kružnićım stejnou mocnost, je př́ımka h ⊥ S1S2. Jestlǐze
kružnice k1, k2 maj́ı společný bod M, potom př́ımka h procháźı t́ımto bodem.
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Poznámka. Př́ımka h, která je množinou bod̊u X, maj́ıćıch stejnou mocnost k nesoustředným
kružnićım k1, k2 se nazývá chordála (též potenčńı př́ımka) kružnic k1, k2.

Poznámka. Bod, který má ke třem vzájemně r̊uzným kružnićım stejnou mocnost se nazývá po-
tenčńı bod (též potenčńı střed).

Obrázek 33: Chordála h kružnic k1, k2, potenčńı bod P kružnic k1, k2, l

Analytické vyjádřeńı chordály

Chordálu kružnic k1(S1[m1, n1], r1), k2(S2[m2, n2], r2) s rovnicemi k1 : (x−m1)
2 + (y − n1)

2 = r21 a
k2 : (x−m2)

2 + (y − n2)
2 = r22 můžeme analyticky vyjádřit rovnićı:

(x−m1)
2 + (y − n1)

2 − r21 = (x−m2)
2 + (y − n2)

2 − r22 (85)

PŘÍKLAD 12.1. Sestrojte chordálu dvou nesoustředných kružnic k1, k2, které nemaj́ı společný
bod.

PŘÍKLAD 12.2. Určete analyticky množinu všech bod̊u roviny, které maj́ı ke dvěma daným
kružnićım stejnou mocnost.

PŘÍKLAD 12.3. Sestrojte kružnici k, která procháźı danými body A 6= B a dotýká se dané
př́ımky t.

12.2 Cvičeńı – Mocnost bodu ke kružnici

69. Je dán úhel ∠AV B a uvnitř něho bod M. Sestrojte kružnici, která procháźı bodem M a dotýká
se př́ımek AV,BV.

70. Obdélńık má velikosti stran a, b. Máme sestrojit

a) libovolný obdélńık stejného obsahu,

b) obdélńık stejného obsahu, jehož jedna strana má danou velikost c.
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71. Jsou dány dvě nesoustředné kružnice k1, k2 a př́ımka p. Na této př́ımce určete bod P tak, aby
tečny z něho vedené ke kružnićım k1, k2 měly stejnou délku.

72. Sestrojte kružnici, která se dotýká dané kružnice k(S; r) a procháźı dvěma r̊uznými body A,B,
které lež́ı vně dané kružnice k.

73. Je dán lichoběžńık ABCD se základnami AB, CD, |AB| > |CD|. Uvnitř úsečky AD sestrojte
bod P a uvnitř úsečky BC bod Q tak, aby platilo zároveň PQ||AB a PC||AQ.

74. Sestrojte lichoběžńık ABCD, jsou-li dány délky jeho ramen |BC| = 4.5cm, |DA| = 3cm a
velikost 75◦ úhlu, který sv́ıraj́ı př́ımky BC a AD, plat́ı-li nav́ıc |AB||CD| = |AC|2.
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13 Vybrané věty z planimetrie

13.1 Cevova věta a jej́ı užit́ı

Giovanni Ceva byl italský matematik žij́ıćı na přelomu 17. a 18. stolet́ı. Cevova věta stanovuje
podmı́nku, kdy maj́ı tři př́ımky procházej́ıćı vrcholy trojúhelńıku společný bod.

Věta 53 (Cevova věta). V trojúhelńıku ABC se př́ımky AX, BY a CZ, kde body X, Y, Z lež́ı na
stranách protilehlých odpov́ıdaj́ıćım vrchol̊um, prot́ınaj́ı v jednom bodě právě tehdy, když plat́ı:

|AZ|
|ZB| ·

|BX|
|XC| ·

|CY |
|Y A| = 1.

D̊ukaz: Poměry úseček, které figuruj́ı v Cevově větě, převedeme na poměry obsah̊u trojúhelńık̊u,
které maj́ı tyto úsečky jako základny a přitom maj́ı stejné výšky, viz Obr. 34.

Obrázek 34: Cevova věta

|AZ|
|ZB| =

SAZC

SBZC

=
SAZP

SBZP

=
SAZC − SAZP

SBZC − SBZP

=
SACP

SBPC

,

|BX|
|XC| =

SBXA

SCXA

=
SBXP

SCXP

=
SBXA − SBXP

SCXA − SCXP

=
SBPA

SCPA

,

|CY |
|Y A| =

SCY B

SAY B

=
SCY P

SAY P

=
SCY B − SCY P

SAY B − SAY P

=
SCPB

SAPB

.
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Potom

|AZ|
|ZB| ·

|BX|
|XC| ·

|CY |
|Y A| =

SACP

SBPC

· SBPA

SCPA

· SCPB

SAPB

= 1.

Q.E.D.

Klasický, ale i poč́ıtačový d̊ukaz Cevovy věty, spolu s jej́ım zobecněńım, najde zájemce také v online
dostupné publikaci [6].

PŘÍKLAD 13.1. Užit́ım Cevovy věty dokažte, že se těžnice v trojúhelńıku prot́ınaj́ı v jednom
bodě.

Řešeńı: Body X, Y, Z jsou středy stran trojúhelńıku. Potom

|AZ|
|ZB| ·

|BX|
|XC| ·

|CY |
|Y A| =

1

1
· 1
1
· 1
1
= 1.

PŘÍKLAD 13.2. Užit́ım Cevovy věty dokažte, že se výšky v trojúhelńıku prot́ınaj́ı v jednom bodě
(tj. ceviány kolmé na protilehlé strany trojúhelńıku maj́ı jeden společný bod).

Řešeńı: Viz Obr. 35.

Obrázek 35: Cevova věta pro výšky

|AZ|
|ZB| ·

|BX|
|XC| ·

|CY |
|Y A| =

b cosα

a cos β
· c cos β
b cos γ

· a cos γ
c cosα

= 1.

PŘÍKLAD 13.3. Užit́ım Cevovy věty dokažte, že osy vnitřńıch úhl̊u trojúhelńıku se prot́ınaj́ı v
jednom bodě.

Věta 54. Osa vnitřńıho úhlu trojúhelńıku rozděluje protilehlou stranu na dvě části, jejichž délky jsou
ve stejném poměru jako jim přilehlé strany trojúhelńıku.

Cvičeńı – Cevova věta

75. Necht’ X, Y, Z jsou body dotyku stran trojúhelńıku s jemu vepsanou kružnićı. Dokažte, že jim
odpov́ıdaj́ıćı ceviány se prot́ınaj́ı v jednom bodě.

76. Necht’ ABC, A′B′C ′ jsou dva r̊uzné trojúhelńıky, které maj́ı rovnoběžné sobě odpov́ıdaj́ıćı strany.
Potom maj́ı př́ımky AA′, BB′ a CC ′ společný bod. Dokažte.
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13.2 Menelaova věta

Menelaus z Alexandrie byl řecký matematik žij́ıćı na přelomu 1. a 2. stolet́ı n. l. Menelaova věta se
zabývá vztahem trojúhelńıku a př́ımky, která neprocháźı žádným z jeho vrchol̊u a neńı rovnoběžná
s žádnou z jeho stran. Tak, jako Cevova věta poskytuje kritérium pro existenci společného bodu tř́ı
př́ımek, tak Menelaova věta poskytuje kritérium kolineárnosti tř́ı bod̊u.

Věta 55 (Menelaova věta). Body A1, B1, C1 lež́ıćı na stranách trojúhelńıku ABC nebo na jejich
prodloužeńıch jsou kolineárńı právě tehdy, když plat́ı:

|BA1|
|A1C|

· |CB1|
|B1A|

· |AC1|
|C1B|

= 1. (86)

Obrázek 36: Menelaova věta

D̊ukaz. K d̊ukazu věty využijeme podobnosti trojúhelńık̊u. Vyjdeme z Obr. 37, který dostaneme z
Obr. 36 doplněńım úsečky CD rovnoběžné se stranou AB, bod D přitom lež́ı na př́ımce A1C1. Vid́ıme

Obrázek 37: Důkaz Menelaovy věty užit́ım podobnosti trojúhelńık̊u

v něm dvě dvojice podobných trojúhelńık̊u: △C1B1A ∼ △DB1C a △BA1C1 ∼ △CA1D. Přitom z
podobnosti prvńı uvedené dvojice trojúhelńık̊u vyplývá vztah

|AC1|
|AB1|

=
|CD|
|CB1|

, (87)

z podobnosti druhé dvojice trojúhelńık̊u pak vyplývá

|BA1|
|C1B|

=
|A1C|
|CD| . (88)
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Po vyděleńı rovnosti (87) rovnost́ı (88) a následné úpravě dostaneme dokazovaný vztah

|BA1|
|A1C|

· |CB1|
|B1A|

· |AC1|
|C1B|

= 1.

Vztah (86) uvedený v Menelaově větě lze formulovat také pomoćı dělićıho poměru (viz str. 13).
Připomeňme si, že zlomky ze vztahu (86) lze psát takto:

|BA1|
|A1C|

= |(BCA1)|,
|CB1|
|B1A|

= |(CAB1)|,
|AC1|
|C1B|

= |(ABC1)|.

Protože je zřejmé, že př́ımka A1C1 nemůže protnout všechny tři strany trojúhelńıku ABC v jejich
vnitřńıch bodech, bude součin uvedených dělićıch poměr̊u vždy kladný. Vztah (86) tak můžeme
přepsat do podoby

(ABC1) · (BCA1) · (CAB1) = 1. (89)

Klasický i poč́ıtačový d̊ukaz této věty, spolu s jej́ım zobecněńım, najde zájemce také v online dostupné
publikaci [6].
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13.3 Kružnice dev́ıti bod̊u

V trojúhelńıku ABC označme O pr̊useč́ık výšek, So střed kružnice opsané, C1, A1, B1 středy stran
AB,BC a CA. Jestliže kd je kružnice procházej́ıćı body A1, B1 a C1, potom na ni lež́ı také paty
A0, B0, C0 výšek va, vb, vc a středy úseček AO,BO,CO. Tato kružnice se nazývá kružnice dev́ıti bod̊u
(též Feuerbachova či Eulerova kružnice), viz Obr. 38

Střed kružnice kd je středem úsečky SoO, jej́ı poloměr je roven polovině poloměru kružnice trojúhelńıku
ABC opsané.

Obrázek 38: Kružnice dev́ıti bod̊u

Konstrukce kružnice dev́ıti bod̊u a jej́ı souvislost s Eulerovou př́ımkou (viz str. 91) je znázorněna v
apletu

”
Eulerova př́ımka. Kružnice dev́ıti bod̊u.“
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13.4 Eulerova př́ımka

V trojúhelńıku ABC označme T těžǐstě, O pr̊useč́ık výšek a So střed kružnice trojúhelńıku opsané.
Potom bud’ všechny tyto tři body splývaj́ı v jediný, nebo jsou navzájem r̊uzné a lež́ı na společné

př́ımce tak, že plat́ı (SoOT ) = −1
2
. Tuto př́ımku nazýváme Eulerova př́ımka, viz Obr. 39.

Obrázek 39: Eulerova př́ımka

K d̊ukazu výše uvedeného tvrzeńı využijeme stejnolehlost H(T,−1
2
). Z Obr. 40 je patrné, že v této

Obrázek 40: H(T,−1
2
) : △ABC →△A1B1C1

stejnolehlosti se △ABC zobraźı na △A1B1C1. Protože výškami (výšky ted’ chápeme jako př́ımky)
△A1B1C1 jsou osy stran p̊uvodńıho △ABC, můžeme ř́ıci, že výšky trojúhelńıku ABC se ve stejno-

lehlosti H(T,−1
2
) zobraźı na osy jeho stran. Potom se ale pr̊useč́ık výšek O zobraźı na pr̊useč́ık os
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stran (tj. střed kružnice opsané △ABC) So. Z vlastnost́ı stejnolehlosti plyne, že př́ıslušné tři body

O, So, T lež́ı v př́ımce a plat́ı pro ně (SoOT ) = −1
2
.

Konstrukce Eulerovy př́ımky a jej́ı souvislost s kružnićı dev́ıti bod̊u (viz str. 90) je znázorněna v
apletu

”
Eulerova př́ımka. Kružnice dev́ıti bod̊u.“
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13.5 Simsonova př́ımka

Robert Simson (1687–1768) byl skotský matematik. I když se př́ımka zmiňovaná v této kapitole
většinou spojuje s jeho jménem, uvedenou vlastnost zřejmě objevil až v roce 1797 jiný skotský
matematik, William Wallace (1768–1843).

Uvažujme libovolný bod P roviny trojúhelńıku ABC, jehož kolmé pr̊uměty na (dle potřeby prod-
loužené) strany BC,CA a AB tohoto trojúhelńıku označ́ıme po řadě Fa, Fb a Fc. Potom body Fa, Fb a
Fc lež́ı na př́ımce (jsou kolineárńı) právě tehdy, když bod P lež́ı na kružnici opsané trojúhelńıku ABC.
Takováto př́ımka potom existuje ke každému bodu P opsané kružnice a nazývá se Simsonova př́ımka
bodu P .

Obrázek 41: Simsonova př́ımka

Tvrzeńı o Simsonově př́ımce je známo též jako Wallace–Simsonova věta. Klasický i poč́ıtačový d̊ukaz
této věty, spolu s jej́ım zobecněńım, najde zájemce v online dostupné publikaci [6]. Důkaz tvrzeńı lze
naj́ıt také v [4], str. 82.
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13.6 Morleyova věta

Morleyova věta představuje jednu z nejpřekvapivěǰśıch vlastnost́ı elementárńı geometrie, kterou v
roce 1899 objevil a dokázal anglo-americký matematik Frank Morley (1860–1937).

Věta 56 (Morleyova věta). Polopř́ımky, které děĺı vnitřńı úhly libovolného trojúhelńıku na třetiny,
se prot́ınaj́ı ve vrcholech rovnostranného trojúhelńıku (viz Obr. 42).

Obrázek 42: Morleyova věta: Pro libovolný △ABC je △XY Z rovnostranný

Důkaz viz [4], str. 86.
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13.7 Napoleonova věta

Stejně jako Morleyova věta, tak i následuj́ıćı věta, pojmenovaná podle Nepoleona Bonaparta (1769–
1821), popisuje vlastnost, která obecnému trojúhelńıku přǐrazuje trojúhelńık rovnostranný.

Věta 57 (Napoleonova věta). Jestlǐze jsou nad stranami libovolného trojúhelńıku sestrojeny rovno-
stranné trojúhelńıky, potom jejich středy (tj. např. těžǐstě) tvoř́ı rovnostranný trojúhelńık.

Obrázek 43: Napoleonova věta: Pro libovolný △ABC je △KLM rovnostranný

Poznámka. Stejná vlastnost plat́ı i pro středy rovnostranných trojúhelńık̊u sestrojených nad stra-
nami libovolného trojúhelńıku ve směru dovnitř, viz Obr. 44.

Obrázek 44:
”
Vnitřńı Napoleon̊uv trojúhelńık“

95



14 Axiomatická výstavba geometrie

”
D̊ukladnost matematiky spoč́ıvá na definićıch, axiómech, d̊ukazech.“

Immanuel Kant

Základy axiomatické výstavby geometrie i celé matematiky položil Eukleides (kolem r. 300 př.n.l.)
ve svých Základech (viz [3] Eukleidovy základy (Elementa), překlad F. Serv́ıt, 1907, nebo [2] Základy.
Knihy I–IV, V–VI, VII–IX, X, XI–XI., koment. Petrem Vopěnkou, 2008–2012.)

Eukleides pojal výklad geometrie v Základech axiomaticky. Celou geometrii odvodil ze 14 axiomů1,
z nichž 5 nazval postuláty2 (postuláty můžeme chápat jako formulace základńıch úloh, které lze v
rovině konstruovat; Serv́ıt je nazýval

”
Úkoly prvotné“), [7], [9].

Eukleidovy postuláty:

1. Dva dané (r̊uzné) body spojit úsečkou.

2. Danou úsečku na jedné i druhé straně libovolně prodloužit.

3. Vytvořit kružnici s daným středem a procházej́ıćı daným bodem (r̊uzným od středu).

4. Všechny pravé úhly jsou shodné.

5. Dvě př́ımky v rovině, které prot́ınaj́ı jinou př́ımku této roviny a tvoř́ı s ńı po jedné straně
vnitřńı úhly, jejichž součet je menš́ı dvou pravých, se vždy prot́ınaj́ı a to po té straně, kde je
součet menš́ı.

Poznámka. Konstrukce uskutečňované podle prvńıch tř́ı Eukleidových postulát̊u jsou známé jako
eukleidovské konstrukce, též konstrukce kruž́ıtkem a prav́ıtkem (bez měř́ıtka)
(anglicky Compass and straightedge constructions). Ne každou geometrickou úlohu lze řešit pomoćı
těchto konstrukćı, viz např. kvadratura kruhu, zdvojeńı krychle a trisekce úhlu. Nemožnost vyřešit tyto
tři úlohy pouze užit́ım kruž́ıtka a prav́ıtka byla dokázána až v 19. stolet́ı, po vytvořeńı náležitého
matematického aparátu. Nemožnost eukleidovské konstrukce zdvojeńı krychle a trisekce úhlu dokázal
Pierre Wantzel v roce 1837. Nemožnost eukleidovské konstrukce kvadratury kruhu pak vyplynula z
d̊ukazu transcendentnosti č́ısla π, který podal Ferdinand von Lindemann v roce 1882.

Některé překlady Základ̊u uváděj́ı jenom 4 postuláty. Postulát o rovnoběžkách pak řad́ı mezi axiomy,
jako XI. nebo XII. Soustava axiomů eukleidovské geometrie tak neńı jednoznačně určena. Těchto
soustav může být v́ıce a mohou se lǐsit podobou axiomů i jejich počtem. Co je v jedné soustavě
axiomem, může být v jiné soustavě větou deduktivně odvozenou. Během historie interpretace Euk-
leidových Základ̊u tak vznikla např́ıklad celá řada vět ekvivalentńıch s postulátem o rovnoběžkách,
viz str. 105.

Soustava axiomů eukleidovské geometrie představená v Základech neńı vytvořena př́ılǐs d̊usledně a
trṕı některými logickými nedostatky. Nápravu učinil až David Hilbert (1862 - 1943) na přelomu 19.
a 20. stolet́ı. Svou představu, že v logicky dokonale vystavěném systému axiomů v podstatě ztráćı
smysl p̊uvodńı význam jednotlivých použitých pojmů, vyjádřil známým výrokem:

1axiom – základńı věta, poučka, zásada, která se přij́ımá a bez d̊ukazu považuje za pravdivou: log., mat. tvrzeńı
deduktivńı teorie přijaté bez d̊ukazu; Akademický slovńık ciźıch slov, Academia, Praha, 2001

2postulát – princip, požadavek nebo tvrzeńı určité vědecké teorie přijaté bez d̊ukaz̊u a tvoř́ıćı jej́ı východisko: log.
axiom; Akademický slovńık ciźıch slov, Academia, Praha, 2001
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”
Vždy muśıme být schopni mı́sto body, př́ımky a roviny ř́ıkat stoly, židle a p̊ullitry.“

T́ım se otev́ırá cesta k r̊uzným model̊um abstraktńı geometrie. Zanedlouho si uvedeme např́ıklad
Poincarého model nebo Beltramiho–Klein̊uv model.

Požadavky na soustavu axiomů:

1. Bezespornost – z daných axiomů nelze odvodit zároveň V i ¬V.

2. Nezávislost – žádný z axiomů soustavy by neměl být logickým d̊usledkem ostatńıch (soustava
by tedy neměla obsahovat žádný zbytečný axiom).

3. Úplnost – všechny modely odvozené ze soustavy axiomů jsou vzájemně izomorfńı, tj. plat́ı v nich
stejné věty.

14.1 Hilbertova soustava axiomů eukleidovské geometrie

Axiomy této soustavy lze rozdělit do následuj́ıćıch pěti skupin (v závorce je vždy uveden symbol,
nebo v́ıce symbol̊u, pro př́ıslušnou skupinu axiomů):

• axiomy incidence (I),

• a. uspořádáńı (U),

• a. shodnosti (S),

• a. spojitosti (A, C, D),

• axiom rovnoběžnosti (R).

I. Axiomy incidence I

I1: Dva r̊uzné body maj́ı společnou jednu př́ımku.
I2: Př́ımka obsahuje aspoň dva r̊uzné body.
I3: Existuje aspoň jedna trojice r̊uzných bod̊u, které nepatř́ı téže př́ımce.
I4: Jestliže tři body nepatř́ı jedné př́ımce, potom patř́ı jediné rovině.
I5: Jestliže dva r̊uzné body př́ımky p lež́ı v rovině ρ, potom všechny body
př́ımky p lež́ı v ρ.
I6: Jestliže pr̊unik dvou rovin neńı prázdný, obsahuje aspoň dva navzájem
r̊uzné body.
I7: Existuje aspoň jedna čtveřice bod̊u, které nelež́ı v téže rovině.
I8: Rovina obsahuje aspoň jeden bod.

Definice 28. Tři body, které lež́ı na téže př́ımce, nazýváme kolineárńı.

PŘÍKLAD 14.1. Užit́ım axiom̊u I dokažte následuj́ıćı věty:

Věta 58. Pr̊unikem dvou r̊uzných rovin, které maj́ı společný aspoň jeden bod, je př́ımka.

D̊ukaz. I6 −→ I1 −→ I5

Věta 59. Tři nekolineárńı body jsou navzájem r̊uzné.

D̊ukaz. A = B = C nebo A = B 6= C vede ke sporu
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MODELY GEOMETRIE [I]

Tj. modely geometrie založené pouze na axiomech incidence.

• M1: Minimálńı model

– čtyři body,

– šest př́ımek (protože existuje

(

4

2

)

= 6 neuspořádaných dvojic ze čtyř prvk̊u),

– čtyři roviny (protože existuje

(

4

3

)

= 4 neuspořádaných trojic ze čtyř prvk̊u).

• M2: Poincarého model

Je tvořen vnitřńımi body poloprostoru omezeného rovinou ω. Rozlǐsujeme zde př́ımky a ro-
viny prvého a druhého druhu (viz Obr. 45). Př́ımka prvého druhu je tvořena vnitřńımi body
polopř́ımky kolmé na rovinu ω, př́ımka druhého druhu je tvořena vnitřńımi body polokružnice
kolmé k rovině ω a se středem v rovině ω. Rovina prvého druhu je tvořena vnitřńımi body
poloroviny kolmé na ω a rovina druhého druhu potom odpov́ıdá vnitřńım bod̊um polokoule se
středem v ω. Incidence je eukleidovská.

Rovina 2. druhu

Rovina 1. druhu
P 1. druhuřímka

P 2. druhuřímka

Bod

Obrázek 45: Poincarého model

• M3: Beltramiho–Klein̊uv model

Tvořen vnitřńımi body koule. Př́ımku reprezentuj́ı vnitřńı body tětivy koule a rovinu vnitřńı
body jej́ıho

”
rovinného“ řezu (viz Obr. 46). Incidence je eukleidovská.

Oba uvedené modely M2 a M3 maj́ı i své rovinné varianty, viz Obr. 47, 48. Rovinný př́ıpad
Beltramiho–Kleinova modelu se často uvád́ı jenom pod názvem Klein̊uv model, př́ıpadně Klein̊uv
diskový model.

Poznámka. Modely M2, M3 nejsou modely eukleidovské geometrie, nesplňuj́ı axiom rovnoběžnosti
(viz Obr. 47, 48). Vid́ıme, že v obou př́ıpadech existuje v́ıce než jedna rovnoběžka s p, tj. př́ımka,
která procháźı bodem A a nemá s danou př́ımkou p žádný společný bod. Př́ımky a, b jsou hraničńı
př́ımky.
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Přímka
Body

Rovina

Obrázek 46: Beltramiho-Klein̊uv model

p
b

a

A

Obrázek 47: M2: Axiom rovnoběžnosti

• M4: Aritmetický celoč́ıselný model planimetrie

– bod = uspořádaná dvojice celých č́ısel [x, y] ∈ Z,

– př́ımka = body splňuj́ıćı rovnici ax+ by + c = 0, a, b, c ∈ Z.

Poznámka. Stejně můžeme definovat model racionálńı (tj. [x, y] ∈ Q, a, b, c ∈ Q) či reálný
(tj. [x, y] ∈ R, a, b, c ∈ R).
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p

a
b

A

Obrázek 48: M3: Axiom rovnoběžnosti

II. Axiomy uspořádáńı U

Tyto axiomy se týkaj́ı vlastnosti
”
bod lež́ı mezi jinými dvěma“.

U1: Jestliže bod B lež́ı mezi body A,C, jsou A,B,C tři r̊uzné body na př́ımce
a plat́ı též, že B lež́ı mezi body C,A.

U2: Jestliže A,B jsou dva navzájem r̊uzné body, potom existuje na př́ımce AB
aspoň jeden bod C takový, že bod B lež́ı mezi body A,C.

U3: Ze tř́ı r̊uzných bod̊u A,B,C lež́ıćıch na té samé př́ımce lež́ı nejvýše jeden
mezi ostatńımi dvěma.

U4: (Pasch̊uv axiom) Jsou-li A,B,C tři nekolineárńı body a př́ımka p, která
těmito body neprocháźı, obsahuje jistý bod mezi body A,C, potom př́ımka p
obsahuje bod mezi A,B nebo mezi B,C.

PŘÍKLAD 14.2. Užit́ım axiom̊u I, U dokažte následuj́ıćı věty.

Věta 60. Mezi dvěma r̊uznými body lež́ı aspoň jeden bod.

D̊ukaz. I3 −→ U2 −→ U2 −→ U4

Věta 61. Na každé př́ımce existuje nekonečně mnoho bod̊u.

Geometrie [IU] se nazývá též geometrie polohy

Modely s konečným počtem prvk̊u nemohou splňovat axiomy uspořádáńı. Proč?

(Řešeńı: Podle I3, I1 existuje v takové geometrii vždy aspoň jedna př́ımka, tj. podle U2 nekonečně
mnoho bod̊u)
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MODELY GEOMETRIE [IU]:

• Poincarého model

Uspořádáńı plat́ı ve smyslu eukleidovském.

• Beltramiho - Klein̊uv model

Uspořádáńı plat́ı ve smyslu eukleidovském.

• Aritmetický racionálńı model planimetrie

OTÁZKA: Proč jǐz nestač́ı aritmetický celoč́ıselný model?

III. Axiomy shodnosti S

Tyto axiomy se týkaj́ı metrických vlastnost́ı. Formuluj́ı základńı vlastnosti shodnosti úseček.

S1: Je-li AB = CD, potom A 6= B,C 6= D. Pro každé dva r̊uzné body A,B plat́ı
AB = BA. (Shodnost se týká pouze dvojic r̊uzných bod̊u.)

S2: Necht’ AB je úsečka, CD polopř́ımka. Potom existuje jediný bod E po-
lopř́ımky CD, pro který plat́ı AB = CE. (Nanášeńı úsečky na polopř́ımku.)

S3: Jestliže AB = CD a CD = EF, potom AB = EF. (Tranzitivnost shodnosti.)

S4: Jestliže bod C lež́ı mezi body A,B, bod C ′ mezi body A′, B′ a jestliže plat́ı
AC = A′C ′, BC = B′C ′, potom plat́ı AB = A′B′. (Grafický součet dvou úseček.)

S5: Necht’ jsou ABC,A′B′K dvě trojice nekolineárńıch bod̊u a necht’ AB =
A′B′. Potom existuje jediný bod C ′ poloroviny A′B′K, pro který plat́ı AC =
A′C ′, BC = B′C ′.(Přeneseńı trojúhelńıka k dané úsečce do dané poloroviny.)

S6: Necht’ jsou ABC,A′B′C ′ dvě trojice nekolineárńıch bod̊u, pro které plat́ı
AB = A′B′, BC = B′C ′, CA = C ′A′. Necht’ dále lež́ı bod P mezi body A,B a bod
P ′ mezi body A′, B′ tak, že AP = A′P ′. Potom CP = C ′P ′.

PŘÍKLAD 14.3. Užit́ım axiom̊u S dokažte, že shodnost se týká neuspořádaných dvojic bod̊u.

D̊ukaz. S1 : AB = CD,CD = DC, S3 : AB = DC
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IV. Axiomy pohybu S∗

Axiomy založené na axiomatickém pojmu shodné zobrazeńı (přemı́stěńı).

S∗1: Lež́ı-li bod C mezi body A,B a jsou-li A′, B′, C ′ obrazy bodu v přemı́stěńı,
lež́ı bod C ′ mezi body A′, B′.

S∗2: Jestliže je polopř́ımka v přemı́stěńı samodružná, je každý jej́ı bod v tomto
přemı́stěńı samodružný.

S∗3: Necht’ jsou ABC,A′KL dvě trojice nekolineárńıch bod̊u. Existuje jediné
přemı́stěńı v rovině, které převád́ı bod A do bodu A′, polopř́ımku AB do
polopř́ımky A′K ′ a polorovinu ABC do poloroviny A′KL.

S∗4: Jestliže jsou A,B dva r̊uzné body, potom existuje aspoň jedno přemı́stěńı,
které převád́ı bod A do bodu B a bod B do bodu A.

S∗5: Jestliže je ∠BAC dutý úhel, potom existuje aspoň jedno přemı́stěńı, které
převád́ı polopř́ımku AB do polopř́ımky AC a polopř́ımku AC do polopř́ımky
AB.

S∗6: Složeńım dvou přemı́stěńı vznikne přemı́stěńı.

S∗7: Identita je přemı́stěńı.

S∗8: Inverzńı zobrazeńı k přemı́stěńı je přemı́stěńı.

S∗6, S∗7, S∗8 - všechna přemı́stěńı tvoř́ı grupu

Věta 62. Abstraktńı geometrie [IUS], [IUS∗] jsou totožné, tj. skupiny axiomu S, S∗ jsou ekvivalentńı.

MODELY GEOMETRÍI [IUS], [IUS∗]:

• Model planimetrie - zobrazeńı inverzńı ke stereografické projekci.

• Aritmetický model reálný OTÁZKA: Proč jǐz nestač́ı aritmetický racionálńı model?

• Beltramiho–Klein̊uv model

Zavedeńı neeukleidovské vzdálenosti v Beltramiho–Kleinově modelu:
Vzdálenost bodu B od bodu A (viz Obr. 49) definujeme výrazem | ln (UV BA)|, kde U, V jsou
krajńı body tětivy, na které lež́ı body A,B, a (UV BA) je dvojpoměr bod̊u U, V,B,A. Je zřejmé,
že pokud se bod B bĺıž́ı hranici kruhu, jeho vzdálenost od A se bĺıž́ı nekonečnu. Použit́ım
logaritmu dvojpoměru mı́sto pouhého dvojpoměru je zajǐstěna možnost sč́ıtáńı vzdálenost́ı.
Uvažujme bodyA,C,B dle Obr. 49. Potom pro př́ıslušné dvojpoměry plat́ı (UV CA)·(UV BC) =
(UV BA), zat́ımco pro jejich logaritmy plat́ı

ln(UV CA) + ln(UV BC) = ln(UV BA),

což koersponduje s naš́ı představou o možnosti sč́ıtáńı vzdálenost́ı. Absolutńı hodnota zase
zaruč́ı nezávislost vzdálenosti dvou bod̊u na jejich pořad́ı, protože, když (UV AB) = (UV BA)−1 =
(V UAB)−1 = (V UBA), potom

| ln (UV AB)| = | ln (UV BA)| = | ln (V UAB)| = | ln (V UBA)|.
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Pro takto definovanou vzdálenost bod̊u, je potom délka úsečky UV vlastně nekonečná. Dobře
tak hraje roli př́ımky.

Obrázek 49: Vzdálenost bod̊u v Kleinově (Beltramiho–Kleinově) modelu

V. Axiomy spojitosti A, C, D

Souvisej́ı s hledáńım odpověd́ı na otázky: Lze změřit každou úsečku? Existuje ke každému č́ıslu
odpov́ıdaj́ıćı úsečka?

Archiméd̊uv axiom

A: Jsou dány úsečky AB,CD. Na polopř́ımku AB postupně nanáš́ıme úsečku
CD a dostaneme body P1, P2, ..., Pn, Pn+1. Potom existuje takové n ∈ N, že bod
Pn+1 nelež́ı uvnitř AB.
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Cantor̊uv axiom (axiom úplnosti)

C: Pr̊unik posloupnosti úseček do sebe zařazených je neprázdný.

Věta 63. Jestlǐze pr̊unik posloupnosti úseček do sebe zařazených neobsahuje žádnou úsečku, je tento
pr̊unik množinou s jedńım bodem.

D̊ukaz. Dokážeme sporem

Věta 64. V geometrii [IUSAC] je každé kladné č́ıslo velikost́ı nějaké úsečky.

Axiomy A, C lze nahradit jediným axiomem D:

Dedekind̊uv axiom

D: Každý omezený konvexńı útvar na př́ımce, který obsahuje aspoň dva r̊uzné
body, je úsečka (př́ıpadně s vynecháńım jednoho nebo obou krajńıch bod̊u).

ABSOLUTNÍ GEOMETRIE [IUSAC], [IUSD]:

Jedná se o společný základ eukleidovské i neeukleidovské geometrie.

VI. Axiom rovnobežnosti R

p

a
b

A

Obrázek 50: Rovnoběžky v Kleinově modelu

Rovnoběžkami budeme rozumět dvě př́ımky v téže rovině, které nemaj́ı společný bod. Jak bylo
uvedeno na str. 98, existuj́ı geometrie, v nichž bodem nelež́ıćım na př́ımce procháźı v́ıce rovnoběžek
s touto př́ımkou. Potom můžeme tyto rovnoběžky rozlǐsit na tzv. souběžky a rozběžky. Souběžkami
nazýváme

”
mezńı“ př́ımky ze svazku rovnoběžek procházej́ıcich bodem A. Např́ıklad v Kleinově

modelu na Obr. 50 jsou souběžkami př́ımky a a b, ostatńı rovnoběžky jsou rozběžkami (tj. vyplňuj́ı
vrcholové úhly, jejichž rameny jsou souběžky).

Některé věty absolutńı geometrie:
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Věta 65 (Legendrova). Jsou-li č́ısla α, β, γ velikosti vnitřńıch úhl̊u trojúhelńıku ABC, plat́ı α+ β +
γ ≤ π.

Věta 66. Jestlǐze je p libovolná př́ımka, A bod, který na ńı nelež́ı, potom bodem A procháźı aspoň
jedna rovnoběžka s př́ımkou p.

Axiom rovnoběžnosti

R: Necht’ p je libovolná př́ımka, A libovolný bod, který na ńı nelež́ı. Potom bodem
A procháźı nejvýše jedna rovnoběžka s př́ımkou p.

Tento axiom je ekvivalentńı s Eukleidovým pátým postulátem uvedeným na str. 96. Ten se jev́ı
tak samozřejmý, že byl dlouho považován za pouhý d̊usledek předchoźıch čtyř postulát̊u. Snahy
o jeho odvozeńı z těchto postulát̊u však vedly vždy jenom k jeho novým formulaćım (některé viz
ńıže). Důkazem toho, že axiom rovnoběžnosti je skutečným axiomem a nikoliv d̊usledkem jiných
axiomů, bylo až objeveńı existence geometrie [IUSDnonR] (Lobačevskij), která se ukázala jako logicky
bezesporná. R a zároven nonR nemůže být totiž d̊usledkem axiomů IUSD, jsou tedy na nich nezávislé.

[IUSDR] = eukleidovská geometrie

[IUSDnonR] = hyperbolická (Lobačevského) geometrie

Některé věty ekvivalentńı s R

• Existuje aspoň jeden eukleidovský trojúhelńık.

• Existuje dutý úhel takový, že každý jeho vnitřńı bod nálež́ı úsečce, jej́ıž krajńı body lež́ı na
ramenech tohoto úhlu.

• Pythagorova věta.

• Každé dvě kolmice ke dvěma r̊uznoběžkám jsou r̊uznoběžné.

• Součet vnitřńıch úhl̊u ve čtyřúhelńıku je 2π.

• Každému trojúhelńıku lze opsat kružnici.

• Eukleid̊uv pátý postulát (viz str. 96).

Poznámka. Jak bylo uvedeno výše, objeveńı ekvivalence uvedených vět s axiomem R je výsledkem
snah o odvozeńı R z ostatńıch axiomů. V́ıce o historii těchto pokus̊u najde zájemce např́ıklad v [7] a
[9].
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15 Neeukleidovské geometrie

15.1 Problém rovnoběžek

Eukleid̊uv pátý postulát se většinou nazývá postulát o rovnoběžkách. Od ostatńıch postulát̊u a
axiomů se lǐśı t́ım, že ho nelze experimentálně ověřit. Týká se totiž nekonečných př́ımek a exis-
tence/neexistence jejich pr̊useč́ıku lež́ıćıho kdesi mimo pozorovatelovo zorné pole. Vyvstává tak
otázka, zda tento postulát nelze odvodit z ostatńıch. Celá stalet́ı se matematici pokoušeli tuto možnost
odvozeńı 5. postulátu dokázat. Neúspěšnost těchto snah dala vzniknout problému rovnoběžek. Nebylo
jasné, zda pokusy selhávaj́ı proto, že d̊ukaz neńı možný, nebo proto, že sice možný je, ale pro jeho
provedeńı je třeba nějakého dosud neznámého obratu.

Snahy o dokázáńı 5. postulátu pomoćı ostatńıch axiomů a postulát̊u vedly ke vzniku tzv. neeuklei-
dovských geometríı. Zasloužili se o to Carl Friedrich Gauss (1777–1855), János Bolyai (1802–1860) a
Nikolaj Ivanovič Lobačevský (1793–1856), později pak Bernhard Riemann (1826–1866).

15.2 Lobačevského geometrie [IUSDnonR]

Též hyperbolická geometrie.

Lobačevský (stejně jako Bolyai a zřejmě i Gauss, který z nich byl prvńı, ale své objevy nezveřejnil)
použil pro d̊ukaz 5. postulátu metodu nepř́ımého d̊ukazu (tj. uplatněńı principu o vyloučeném třet́ım).
Vzal všechny věty, které se daj́ı dokázat bez 5. postulátu (tj. věty tvoř́ıćı absolutńı geometrii, viz
str. 104) a k nim přidal negaci 5. postulátu: Existuje alespoň jedna dvojice neprot́ınaj́ıćıch se př́ımek
v rovině, které prot́ınaj́ı tutéž př́ımku a tvoř́ı s ńı po jedné jej́ı straně vnitřńı úhly, jejichž součet je
menš́ı dvou pravých. Přitom doufal, že dojde ke sporu, což se ale nestalo. Jeho systém tvrzeńı byl
bezesporný, vytvořil tak novou, neeukleidovskou geometrii, Lobačevského neeukleidovskou geometrii.
Poprvé ji veřejně představil při přednášce v roce 1826, formou publikace pak v roce 1829, [7]. Bo-
lyai objevil tuto geometrii nezávisle na Lobačevském a publikoval ji v roce 1832 (literárńı formou je
historie vzniku neeukleidovské geometrie pěkně popsána v [9]).

Pro daľśı použit́ı využijeme následuj́ıćı formulaćı negace 5. postulátu:

L: Existuj́ı př́ımka p a bod D, který na ńı nelež́ı, takové, že alespoň dvě r̊uzné
př́ımky jdoućı bodem D neprot́ınaj́ı př́ımku p.
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Vybrané vlastnosti Lobačevského geometrie

• Součet vnitřńıch úhl̊u v trojúhelńıku je menš́ı než π :

α + β + γ < π.

• Shoduj́ı-li se dva trojúhelńıky v úhlech, jsou shodné.

• Č́ım je menš́ı součet úhl̊u trojúhelńıka, t́ım je větš́ı jeho obsah.

• Č́ım menš́ı je obsah trojúhelńıka, t́ım je součet úhl̊u bližš́ı k π.

Lobačevského formule
pro vztah α = Π(x) mezi úhlem souběžnosti α a vzdálenost́ı x.

Obrázek 51: Vztah mezi úhlem souběžnosti α a délkou x úsečky AB

Uvažujme souběžku b s př́ımkou a jdoućı bodem A, který je ve vzdálenost́ı x od a, viz Obr. 51. Potom
plat́ı formule

tg

(

1

2
Π(x)

)

= e−
x

k ,

kde α = Π(x) vyjadřuje závislost úhlu souběžnosti α na x a k je libovolná konstanta. Potom je
zřejmé, že plat́ı

lim
x→0

(Π(x)) =
π

2
.

Z toho vyplývá, že v dostatečně malé části Lobačevského roviny lze už́ıvat euklidovské geometrie,
aniž se dopust́ıme podstatných chyb, [5].

Model Lobačevského (hyperbolické) geometrie

Vedle vytvořeńı logicky konzistentńıho systému geometrických vět je d̊uležité vytvořit také mo-
del takovéto geometrie. Nejjednodušš́ım je Klein̊uv model (Klein̊uv diskový model, rovinná varianta
obecněǰśıho Beltramiho–Kleinova modelu), viz Obr. 52. Modelem roviny je kruh, př́ımkou je jeho
tětiva. Z Obr. 52 je zřejmé, že bodem lež́ıćım mimo danou př́ımku může být vedeno nekonečně
mnoho př́ımek, které s ńı nemaj́ı nic společného. Už t́ımto jednoduchým modelem je potvrzeno, že
5. postulát nelze odvodit z ostatńıch. Kdyby tomu tak bylo, musel by v Kleinově modelu platit.

Daľśım možným modelem Lobačevského (hyperbolické) geometrie je plocha parabolického hyper-
boloidu (svým tvarem připomı́naj́ıćı sedlo), viz Obr. 53. Nejkratš́ı spojnićı dvou bod̊u na ploše je
tzv. geodetická čára (viz též “Geodesics on an ellipsoid”), která se u ploch r̊uzných od roviny lǐśı od
úsečky. V d̊usledku toho má trojúhelńık tvořený třemi body na parabolickém hyperboloidu součet
vnitřńıch úhl̊u menš́ı než 180◦. Naproti tomu u trojúhelńıku na kulové ploše (představte si např.
rovnoramenný trojúhelńık se základnou na rovńıku a s hlavńım vrcholem v severńım pólu) je součet
úhl̊u větš́ı než 180◦. Kulová plocha je tak modelem daľśı neeukleidovské geometrie, tzv. Riemannovy
(eliptické) geometrie.
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Obrázek 52: Klein̊uv model Lobačevského (hyperbolické) geometrie

Obrázek 53: Hyperbolický paraboloid

15.3 Riemannova geometrie

Též eliptická geometrie.

Bernhard Riemann (1826–1866) formuloval v roce 1854 teorii obecné metrické geometrie, která za-
hrnovala kromě eukleidovské geometrie a nedávno objevené hyperbolické (Bolyai–Lobačevského) geo-
metrie ještě novou eliptickou geometrii, později též nazývanou Riemannova geometrie.

Typickou vlastnost́ı této geometrie je skutečnost, že součet vnitřńıch úhl̊u v trojúhelńıku je větš́ı než
π :

α + β + γ > π

Modelem Riemannovy geometrie je pak povrch koule (sféry).
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Obrázek 54: Povrch koule jako model Riemannovy eliptické geometrie
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