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Kapitola 1

Úvod do obsahu předmětu

Předmět Geometrie III je zaměřen převážně do oblasti deskriptivńı geome-
trie. Deskriptivńı geometrie se věnuje metodám dvojrozměrného znázorněńı
trojrozměrných objekt̊u a zkoumáńı jejich geometrických vztah̊u prostřed-
nictv́ım tohoto znázorněńı.

Figure 1.1: Audi R8 (www.ak3d.de/portfolio/tutorials/FreeSample.pdf)

1.1 Deskriptivńı geometrie

Významnou roli při formováńı základ̊u deskriptivńı geometrie hrál fran-
couzský geometr Gaspard Monge. Často je nazýván otcem deskriptivńı ge-
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ometrie. Název této geometrické discipĺıny vzešel z jeho určuj́ıćı publikace
Géométrie Descriptive vydané v roce 1799.

1.2 Vybrané metody zobrazeńı 3D objekt̊u

Gaspard Monge začal pro zobrazeńı trojrozměrných objekt̊u systemat-
icky využ́ıvat sdružeńı jejich dvou kolmých pr̊umět̊u, metodu, která začala
být nazývána Mongeova projekce. Jedná se jenom o jednu, i když notně
významnou, metodu pro zobrazeńı trojrozměrných útvar̊u do roviny. Zde
jsou některé z těch, které se použ́ıvaj́ı v technické praxi:

– kótované promı́táńı; rovnoběžné promı́táńı kolmo na jednu pr̊umětnu
(p̊udorysnu), viz Obr. 1.2,

Figure 1.2: Kótované promı́táńı – zobrazeńı bodu

– Mongeovo promı́táńı; útvar je promı́tnut dvěma rovnoběžnými promı́-
táńımi na dvě vzájemně kolmé pr̊umětny (nárysnu a p̊udorysnu), viz
Obr. 1.3,

Figure 1.3: Mongeovo promı́táńı – zobrazeńı př́ımky

https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k5783452x
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– kosoúhlé promı́táńı; rovnoběžné promı́táńı ve směru kosém na jednu
pr̊umětnu, která je totožná s jednou ze souřadnicových rovin, speciálńım
př́ıpadem kosoúhlého promı́táńı je volné rovnoběžné promı́táńı, viz
Obr. 1.4,

– axonometrie; rovnoběžné promı́táńı na rovinu obecně umı́stěnou vzhle-
dem k souřadnicovým osám, pokud je směr promı́táńı kolmý, hovoř́ıme
o pravoúhlé axonometrii, viz Obr. 1.4,

– perspektiva; středové promı́táńı, odpov́ıdá našemu zrakovému vjemu,
existuje v́ıce druh̊u perspektivy, viz Obr. 1.4.

Figure 1.4: Kosoúhlé promı́táńı (vlevo), pravoúhlá axonometrie (uprostřed), perspektiva (vpravo)

1.3 Metody zobrazeńı 3D objekt̊u ve školńı geometrii

– Volné rovnoběžné promı́táńı

– Kolmé pr̊uměty (nárys, p̊udorys, bokorys)

Př́ıklad viz Didaktický test Matematika 5 (M5PAD17C0T01): Úloha
13.

– Kótovaný pr̊umět

Př́ıklad viz matika.in - 3. ročńık - Stavby (kótovaný p̊udorys).

– V současnosti méně známou metodou, která byla běžně využ́ıvána
při výuce deskriptivńı geometrie již na počátku minulého stolet́ı, je
anaglyfická projekce, jej́ımž výsledkem je tzv. anaglyf. Tento zp̊usob
názorného zobrazeńı 3D objektu je dostupný v programu GeoGebra.

https://prijimacky.cermat.cz/files/files/dokumenty/testova-zadani/8lete-mat/MA_2017_5_A.pdf
https://prijimacky.cermat.cz/files/files/dokumenty/testova-zadani/8lete-mat/MA_2017_5_A.pdf
https://www.matika.in/cs/test.php?g_idt=650f558d55ab7
https://en.wikipedia.org/wiki/Anaglyph_3D


8 KAPITOLA 1. ÚVOD DO OBSAHU PŘEDMĚTU



Kapitola 2

Eukleidovský trojrozměrný prostor.
Souřadnice bodu.

Pojem eukleidovský (též euklidovský) bodový prostor byl zaveden a náležitě
pojednán v předmětuGeometrie I (KMA/7G1). Zde si pouze připomeneme
př́ıslušnou definici a uvedeme jej́ı alternativńı formulaci.

Eukleidovský prostor představuje ideálńı geometrický model prostoru, který
nás obklopuje. Je to prostor školńı geometrie, dvojrozměrný (planimetrie)
a trojrozměrný (stereometrie), postupem času zobecněný na n rozměrný.

Pojmenován po Eukleidovi z Alexandrie (kolem 300 př. n. l.), starověkém
řeckém matematikovi, který geometrii trojrozměrného prostoru a těles̊um,
která jsou v něm usazena, věnoval posledńı tři knihy ze svého třináctid́ılného
d́ıla Základy. Kompletńı český překlad tohoto d́ıla provedený Frantǐskem
Serv́ıtem v roce 1907 je volně dostupný na adrese https://commons.

wikimedia.org/wiki/File:Eukleides_Servit.pdf (11. kniha zač́ıná na
str. 237).

2.1 Soustava souřadnic

Výchoźım pojmem zavedeńı Eukleidovského prostoru pro nás byl afinńı
bodový prostor, viz (Hašek: LAG 2020), str. 126. Použitá definice afinńıho
bodového prostoru nám dovolila zavést afinńı soustavu souřadnic (též na-
zývanou repér).

9

https://en.wikipedia.org/wiki/Euclidean_space
https://en.wikipedia.org/wiki/Euclid
https://en.wikipedia.org/wiki/Euclid%27s_Elements
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Eukleides_Servit.pdf
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Eukleides_Servit.pdf
http://home.pf.jcu.cz/~hasek/LA2/Linearni_algebra_a_geometrie_studijni_text_2020.pdf
https://mathworld.wolfram.com/AffineCoordinates.html
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Figure 2.1: Afinńı soustava souřadnic φ = {P, e1, e2, e3}

2.2 Afinńı soustava souřadnic

Abychom soustavu souřadnic v trojrozměrném prostoru, jej́ıž př́ıklad je
na Obr. 2.1, mohli nazvat afinńı, stač́ı, aby splňovala jediný požadavek,
aby vektory e⃗1, e⃗2, e⃗3 neležely v jedné rovině. Ekvivalentńı podmı́nkou je
požadavek, aby v jedné rovině neležel bod P spolu s koncovými body vek-
tor̊u e⃗1, e⃗2, e⃗3 (tyto body ovšem nejsou v obrázku popsány).

Zavedeńı pojmu afinńı do geometrie je připisováno švýcarskému matem-
atikovi Leonardu Eulerovi (1707–1783). Afinńı zobrazeńı můžeme stručně
charakterizovat jako zobrazeńı, které př́ımku zobrazuje opět na př́ımku
nebo na bod, a které střed dvojice bod̊u–vzor̊u zobraźı zase na střed
odpov́ıdaj́ıćı dvojice bod̊u–obraz̊u (přesněji řečeno, zachovává děĺıćı poměr,
viz (Hašek: PLA 2020), str. 15).

Afinńı geometríı potom rozumı́me geometrii, která zkoumá takové vlast-
nosti geometrických útvar̊u, které se neměńı při jejich afinńıch zobrazeńıch.

https://www.geogebra.org/m/pr3swdgk
https://en.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
http://home.pf.jcu.cz/~hasek/PLA/Planimetrie_studijni_text_2020.pdf
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Afinńı soustavu souřadnic nazýváme:

– kosoúhlou, pokud alespoň dvě jej́ı souřadnicové osy (tj. jejich směrové
vektory) nejsou navzájem kolmé, viz Obr. 2.1,

– pravoúhlou (ortogonálńı), pokud každé dvě jej́ı osy (tj. jejich směrové
vektory) jsou navzájem kolmé,

– kartézskou (ortonormálńı), pokud každé dvě jej́ı osy jsou navzájem
kolmé (tj. jsou ortogonálńı) a zároveň jsou jednotky na všech těchto
osách stejné.

Ve školńı matematice pracujeme s kartézskou soustavou souřadnic. Je
pojmenována po francouzském matematikovi a filosofovi René Descartovi
(1596–1650), který se systematickým zavedeńım metody práce se souřadnicemi
bod̊u v prostoru zasloužil o vznik analytické geometrie (tj. analytické
metody v geometrii).

2.3 Vzdálenosti a odchylky

Již tedy umı́me přǐradit každému bodu prostoru jeho souřadnice, tj. v př́ı-
padě trojrozměrného prostoru uspořádanou trojici reálných č́ısel. To nám
dovoluje zkoumat vzájemné polohy geometrických útvar̊u v prostoru. Ne-
stač́ı to ale k určováńı jejich vzdálenost́ı a odchylek. To nám dovoluje až
zavedeńı skalárńıho součinu na zaměřeńı bodového prostoru (zjednodušeně
můžeme zaměřeńı charakterizovat jako vektorový prostor všech směr̊u mož-
ných v daném bodovém prostoru).

Jak je uvedeno v (Hašek: LAG 2020) na str. 166:

Eukleidovským bodovým prostorem rozumı́me afinńı bodový prostor, na jehož
zaměřeńı je definován skalárńı součin. Vı́me, že pomoćı skalárńıho součinu
jsou definovány pojmy norma vektoru a odchylka vektor̊u. Ty ... využijeme
k zavedeńı pojm̊u vzdálenost bod̊u, vzdálenost podprostor̊u, odchylka pod-
prostor̊u. Vektorový a vněǰśı součin potom ... využijeme k výpočtu obsah̊u
a objem̊u ...

Detailńı pojednáńı pojmu skalárńı součin, viz (Hašek: LAG 2020), str. 58.

https://en.wikipedia.org/wiki/Ren%C3%A9_Descartes
http://home.pf.jcu.cz/~hasek/LA2/Linearni_algebra_a_geometrie_studijni_text_2020.pdf
http://home.pf.jcu.cz/~hasek/LA2/Linearni_algebra_a_geometrie_studijni_text_2020.pdf
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Pojem eukleidovský prostor můžeme však zavést i axiomaticky, bez použit́ı
vektorového prostoru, jak ilustruje definice uvedená ve Slovńıku školské
matematiky (zprac. česká terminologická komise pro matematiku JČMF,
Praha: SPN, 1981):

Euklidovský prostor (n-rozměrný) - množina všech uspořádaných n-tic reál-
ných č́ısel, přičemž pro každou dvojici u = (u1, u2, . . . , un), v = (v1, v2, . . . , vn)
je definována vzdálenost d předpisem

d(u, v) =
√

(u1 − v1)2 + (u2 − v2)2 + · · ·+ (un − vn)2.

Např́ıklad, zavedeme-li v rovině (resp. v trojrozměrném prostoru) kartézskou
soustavu souřadnic, dostaneme dvojrozměrný (resp. trojrozměrný) eukli-
dovský prostor, v němž se vzdálenost d shoduje s obvyklou vzdálenost́ı bod̊u.

Poznámka: Obvyklou vzdálenost́ı bod̊u můžeme rozumět vzdálenost spo-
č́ıtanou použit́ım Pythagorovy věty, viz Obr. 2.2, 2.3.

Figure 2.2: Vzdálenost dvou bod̊u (velikost úsečky) v rovině
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Figure 2.3: Vzdálenost dvou bod̊u (velikost úsečky) v trojrozměrném prostoru

2.4 Jiné soustavy souřadnic

Existuj́ı i jiné soustavy souřadnic, než jsou kartézské nebo kosoúhlé. Jaké
znáte?

2.4.1 Sférické souřadnice

Sférické souřadnice, viz Wikipedia: Spherical Coordinate System.

Figure 2.4: Sférické souřadnice (r, φ, ω)

https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_coordinate_system
https://www.geogebra.org/m/w3k9afhv
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Př́ıklad 2.1. Využijte princip sférických souřadnic k odvozeńı paramet-
rických rovnic kulové plochy a k jej́ımu zobrazeńı v GeoGebře.

Řešeńı: Použijeme sférické souřadnice (r, φ, ω) zavedené dle Obr. 2.4, které
se mı́rně lǐśı od jejich zavedeněǰśıho pojet́ı (mı́sto našeho úhlu ω se použ́ıvá
θ = π/2− ω),viz Wikipedia: Spherical Coordinate System.

Potom pro parametrické rovnice kulové plochy plat́ı:

x(r, φ, ω) = r · cosω · cosφ, (2.1)

y(r, φ, ω) = r · cosω · sinφ, (2.2)

z(r, φ, ω) = r · sinω; r ≥ 0, φ ∈ ⟨0; π), ω ∈ ⟨0, 2π). (2.3)

Po zavedeńı posuvńıku pro hodnoty r a po zadáńı př́ıkazu

Plocha(r ·cosω ·cosφ, r ·cosω ·sinφ, r ·sinω, φ, 0, π, ω, 0, 2π)

źıskáme graf kulové plochy zachycený na Obr. 2.5. Měńıme-li posuvńıkem
hodnotu r, měńı se velikost (poloměr) kulové plochy.

Figure 2.5: Kulová plocha

https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_coordinate_system
https://www.geogebra.org/m/eqcvkcrk
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Rovinnou analogíı sférických souřadnic jsou polárńı souřadnice. Mohou
sloužit jako jednodušš́ı předstupeň pro pochopeńı sférických souřadnic a
rovnice pro jejich převedeńı na kartézské souřadnice, viz (2.1), (2.2), (2.3).

2.4.2 Polárńı souřadnice

Polárńı souřadnice (r, φ) boduX v rovině si zavedeme dle Obr. 2.6. Polárńı
soustava souřadnic je určena pólem P a polárńı osou p. Obrázek nab́ıźı
jednoduchý přechod od polárńıch souřadnic X = (r, φ) k souřadnićım
kartézským X = [x; y]. Pokud ztotožńıme pól P s počátkem kartézské
soustavy souřadnic a polárńı osu p s kladnou poloosou x, lze pro bod X
psát:

x = r · cosφ, (2.4)

y = r · sinφ. (2.5)

Figure 2.6: Polárńı souřadnice

Př́ıklad 2.2. Napǐste parametrické rovnice kružnice se středem v počátku
soustavy souřadnic a s poloměrem r = 5. Napǐste rovnici této kružnice
v polárńıch souřadnićıch. Užit́ım parametrických rovnic zobrazte kružnici
v programu GeoGebra.

https://www.geogebra.org/m/prh5kx9h
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2.4.3 Cylindrické souřadnice

Cylindrické souřadnice, viz Wikipedia: Cylindrical Coordinate System.

Př́ıklad 2.3. V programu GeoGebra zobrazte část válcové plochy o poloměru
r (posuvńık), která bude mı́t výšku v (posuvńık), viz Obr. 2.7.

Figure 2.7: Část válcové plochy zobrazená v GeoGebře

https://en.wikipedia.org/wiki/Cylindrical_coordinate_system
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Základńı geometrická tělesa

Tělesem v geometrii rozumı́me uzavřenou omezenou oblast v prostoru.
Hranićı tělesa bývá plocha. [1]

Tělesa můžeme rozdělit na konvexńı a nekonvexńı [2]. Připomeňme si,
že pro konvexńı útvar plat́ı, že úsečka spojuj́ıćı libovolné dva jeho body
nálež́ı celá tomuto útvaru. Naproti tomu pro nekonvexńı útvar plat́ı, že
v něm existuj́ı takové dva body, že úsečka jimi určená nelež́ı celá v tomto
útvaru.

Tělesa můžeme rozdělit na mnohostěny a na oblá tělesa [2]. Mnohostěny

Krychle(A,B,C) Hranol(A,B,C,D,H)

Figure 3.1: GeoGebra: Krychle a kvádr

jsou tělesa, jejichž povrch tvoř́ı mnohoúhelńıky. Tyto mnohoúhelńıky jsou
stěnami mnohostěnu. Společnou stranu dvou sousedńıch stěn nazýváme
hranou. Pro každý konvexńı mnohostěn potom plat́ı následuj́ıćı vztah,
známý jako Eulerova věta:

s+ v = h+ 2,

kde s je počet jeho stěn, v počet jeho vrchol̊u a h je počet jeho hran.

17

https://www.geogebra.org/m/bq7epmac
https://www.geogebra.org/m/vywrwrkk
https://en.wikipedia.org/wiki/Euler_characteristic
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Hranol(podstava,J) Hranol(podstava,D)

Figure 3.2: GeoGebra: Rovnoběžnostěn a kosý trojboký hranol

Vybranými mnohostěny, s kterými se budeme postupně seznamovat, jsou:

- krychle, kvádr, rovnoběžnostěn,

- hranoly,

- jehlany,

- pravidelné mnohostěny (zvané též Platónská tělesa),

- polopravidelné mnohostěny (konkrétně Archimédovská tělesa).

Jehlan(podstava,F) Jehlan(podstava,F)

Figure 3.3: GeoGebra: Jehlan konvexńı a jehlan nekonvexńı

https://www.geogebra.org/m/yq8hc9yq
https://www.geogebra.org/m/jsubp4zy
https://www.geogebra.org/m/qp6d4dws
https://www.geogebra.org/m/kwuwq7qg
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Př́ıklad 3.1. Pro mnohostěny, které jsou v tomto textu dosud zobrazeny,
vyplňte následuj́ıćı tabulku a ověřte platnost Eulerova vztahu.

mnohostěn s v h s+ v − h

Z oblých těles nás budou zaj́ımat předevš́ım rotačńı tělesa:

- válec,

- kužel,

- koule,

- anuloid (též torus).

Koule(Bod,Bod) Valec(A,B,2) Kuzel(A,B,3)

Figure 3.4: GeoGebra: Koule, válec a kužel

ÚKOL: Zabývejte se tvorbou fyzických i digitálńıch model̊u výše uve-
dených těles.

https://www.geogebra.org/m/dftpnbgj
https://www.geogebra.org/m/tukt5nfj
https://www.geogebra.org/m/x6sydw7k
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Př́ıklad 3.2. Pro vykresleńı krychle v prostřed́ı Grafický náhled 3D pro-
gramu GeoGebra stač́ı př́ıkazu Krychle(A,B,C) zadat prvńı dva body A,
B, třet́ı bod C si program “domysĺı”. Přijdete na to, jak? Jaké kritérium
takový bod C splňuje?

Př́ıklad 3.3. Sestrojte v GeoGebře dva kolmé pětiboké hranoly, jeden kon-
vexńı a druhý nekonvexńı.

Př́ıklad 3.4. Každé z těles uvedených v této kapitole zobrazte v programu
GeoGebra. Alespoň pro vybraná z nich potom využijte možnost programu
měnit metodu promı́táńı (axonometrie, perspektiva, kosoúhlé promı́táńı) a
směr pohledu na zobrazovaný objekt (p̊udorys, nárys a bokorys) a všemi
těmito zp̊usoby si je zobrazte. Pokuste se popsat některé zjevné odlǐsnosti
v zobrazeńı téhož tělesa r̊uznými metodami.



Kapitola 4

Zobrazeńı útvar̊u trojrozměrného
prostoru. Promı́táńı.

Promı́táńı (též projekce) je zobrazeńı trojrozměrného prostoru na danou
plochu, rovinu, kulovou plochu, válcovou plochu apod. V deskriptivńı ge-
ometrii uvažujeme vesměs promı́táńı trojrozměrného prostoru na rovinu.

S termı́nem promı́táńı, ve spojeńı s určitým př́ıvlastkem, se setkáme
v označeńı některých zobrazovaćıch metod, viz např. Mongeovo promı́táńı,
kosoúhlé promı́táńı, kótované promı́táńı, i když se jedná o kombinaci několika
promı́táńı. [1]

4.1 Středové a rovnoběžné promı́táńı

Figure 4.1: Středové promı́táńı dané středem S a pr̊umětnou π

Středové promı́táńı dané středem (promı́táńı) S a pr̊umětnou π je zobrazeńı,
které libovolnému bodu A prostoru (s výjimkou samotného bodu S) přǐrad́ı

21
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jeho obraz A′ jako pr̊useč́ık př́ımky SA s rovinou π, viz Obr. 4.1. Bod A′ se
nazývá středový pr̊umět bodu A, př́ımka SA se nazývá promı́taćı př́ımka
bodu A (též ř́ıkáme promı́taćı paprsek bodu A).

Rovnoběžné promı́táńı dané směrem (promı́táńı) s⃗ a pr̊umětnou π. Pokud
je střed promı́táńı S “nekonečně daleko” (hovoř́ıme o tzv. nevlastńıch
bodech v rozš́ıřeném eukleidovském prostoru, viz později) promı́taćı př́ımky
r̊uzných bod̊u prostoru se stanou rovnoběžné, viz Obr. 4.2. Hovoř́ıme po-
tom o rovnoběžném (paralelńım) promı́táńı určeném směrem promı́táńı s⃗ a
pr̊umětnou π.

Figure 4.2: Rovnoběžné promı́táńı dané směrem s⃗ a pr̊umětnou π

Pr̊umětem útvaru nazýváme množinu pr̊umět̊u všech jeho bod̊u, viz Obr. 4.4,
jeho promı́taćım útvarem nazýváme útvar, který vyplńı promı́taćı př́ımky
všech bod̊u útvaru. Promı́taćım útvarem př́ımky je promı́taćı rovina, viz
Obr. 4.3. Pr̊useč́ık př́ımky s pr̊umětnou nazýváme stopńık př́ımky, viz
Obr. 4.1, 4.2 nebo 4.3, kde je zobrazen stopńık P př́ımky ↔ AB.
K výraz̊um pr̊umět, promı́taćı př́ımka, apod. se často přidává př́ıvlastek
určuj́ıćı druh promı́táńı nebo název pr̊umětny – kosoúhlý pr̊umět, p̊udorysně
promı́taćı př́ımka.
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Figure 4.3: Promı́taćı rovina σ př́ımky a při rovnoběžném promı́táńı

4.2 Invarianty středového a rovnoběžného promı́táńı

Př́ıklad 4.1. U geometrických zobrazeńı nás zaj́ımaj́ı vlastnosti a charak-
teristiky, které se při nich zachovávaj́ı, tj. plat́ı jak pro vzor, tak i pro
jeho obraz, ř́ıkáme jeim invarianty daného zobrazeńı. Známe např́ıklad
tvrzeńı, že se při určitém zobrazeńı “zachovává incidence”. Zjistěte exper-
imentálně, zda se u rovnoběžného a středového promı́táńı zachovává střed
úsečky. Své závěry se pokuste dokázat.

Experimentálńı řešeńı př́ıkladu 4.1 můžeme provést v programu GeoGebra,
viz Obr. 4.5 a 4.6. Využijeme při tom funkci Vytvořit 2D náhled z dané
roviny. Pro rovnoběžné i středové promı́táńı si nejprve v 3D náhledu zo-
braźıme promı́taćı rovinu př́ımky AB, potom použit́ım uvedené funkce
zobraźıme děńı v této rovině ve vedleǰśım okně, jak vid́ıme na Obr. 4.5 a
4.6. Tyto náhledy z perspektivy promı́taćı roviny nám jasně ukazuj́ı, jaké
bude řešeńı úkolu stanoveného v př́ıkladu.

V př́ıpadě rovnoběžného promı́táńı se střed (bod S) úsečky (AB) zobraźı
na střed obrazu (A′B′) této úsečky. Tvrzeńı bychom dokázali odkazem na
podobnost trojúhelńık̊u, Konkrétně v situaci na Obr. 4.5 jsou trojúhelńıky
PB′B, PS ′S a PA′A vzájemně podobné podle kritéria uu. Všechny tři

https://www.geogebra.org/m/aaahvnfs
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Figure 4.4: Pr̊umět kvádru ve středovém (vlevo) a rovnoběžném (vpravo) promı́táńı do roviny

trojúhelńıky maj́ı společný vnitřńı úhel při vrcholu P . Shoda daľśıch sobě
odpov́ıdaj́ıćıch úhl̊u, např. u vrchol̊u B′, S ′ a A′, je zajǐstěna rovnoběžnost́ı
promı́taćıch př́ımek.
V př́ıpadě středového promı́táńı, viz Obr. 4.6, právě tato shoda úhl̊u při
vrcholech B′, M ′ a A′ nebo B, M a A neplat́ı v d̊usledku r̊uznoběžnosti
promı́taćıch př́ımek. Př́ıslušné trojúhelńıky tak nejsou podobné, tedy střed
(bod M) úsečky (AB) se nezobraźı na střed obrazu (A′B′) této úsečky. Pro
vizuálńı evidenci této skutečnosti je střed úsečky A′B′ na Obr. 4.6 vyznačen
žlutým bodem.

Zjǐstěné skutečnosti jsou projevem obecných vlastnost́ı rovnoběžného a
středového promı́táńı a týkaj́ı se invariant1 těchto zobrazeńı.

1Invariantem rozumı́me vlastnost, která se při aplikaci dané transformace neměńı. Vı́ce viz např. Wikipedia: Invariant
(mathematics)

https://www.geogebra.org/m/qjubpwy9
https://www.geogebra.org/m/erjjwbkv
https://en.wikipedia.org/wiki/Invariant_(mathematics)
https://en.wikipedia.org/wiki/Invariant_(mathematics)
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Figure 4.5: Zobrazeńı středu úsečky v rovnoběžném promı́táńı (řešeno v programu GeoGebra)

Invariantem rovnoběžného promı́táńı je dělićı poměr.

Vlastnost zachováńı středu při rovnoběžném promı́táńı, tj. zobrazeńı středu
úsečky na střed jej́ıho obrazu, je pouze d́ılč́ım projevem obecné vlastnosti
tohoto zobrazeńı, která spoč́ıvá v tom, že se zachovává (tj. přenáš́ı ze
vzor̊u na obrazy) jakýkoliv poměr vzdálenost́ı tř́ı bod̊u. Stručně vyjádřeno,
v rovnoběžném promı́táńı se zachovává dělićı poměr2.

Invariantem středového promı́táńı je dvojpoměr.

Jak je zjevné z Obr. 4.6, ve středovém promı́táńı se dělićı poměr neza-
chovává. Neznamená to ale, že je toto promı́táńı zcela nevyzpytatelné.
I ono disponuje invariantem. Dokonce takovým, který je spjat s pojmem
dělićı poměr. Ten se sice ve středovém promı́táńı nezachovává, zachovává

2Dělićım poměrem rozumı́me č́ıslo, které jednoznačně udává polohu bodu na př́ımce vzhledem ke dvěma pevně daným
bod̊um této př́ımky. Můžeme ho definovat takto: Nechť A,B,C; A ̸= B, C ̸= B, jsou tři body lež́ıćı na př́ımce (tj. tři
kolineárńı body). Potom č́ıslo λ definované rovnićı

C −A = λ(C −B)

znač́ıme (ABC) a nazýváme dělićım poměrem bodu C vzhledem k bod̊um A,B.. Vı́ce viz Hašek, R. Planimetrie (studijńı
text). 2020, str. 15

https://www.geogebra.org/classic/mpef6d4e
http://home.pf.jcu.cz/~hasek/PLA/Planimetrie_studijni_text_2020.pdf
http://home.pf.jcu.cz/~hasek/PLA/Planimetrie_studijni_text_2020.pdf
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Figure 4.6: Zobrazeńı středu úsečky ve středovém promı́táńı (řešeno v programu GeoGebra)

se ale poměr dělićıch poměr̊u pro čtyři body na př́ımce, tzv. dvojpoměr3.
Tato vlastnost je předmětem Pappovy věty o invarianci dvojpoměru. Důkaz
je uveden např. v Hašek, R. Geometrie 4 (studijńı text). 2021, str. 26–27.

4.3 Vybrané pojmy a vlastnosti (rovnoběžného) promı́táńı

Hlavńı rovina je (každá) rovina rovnoběžná s pr̊umětnou π, viz rovina τ ∥ π
na Obr. 4.7.

Z Obr. 4.7 a s ńım spojených online applet̊u je zřejmé, že obrazem př́ımky
lež́ıćı v hlavńı rovině (jinak řečeno, př́ımky rovnoběžné s pr̊umětnou) je
v obou typech promı́táńı př́ımka, která je s ńı rovnoběžná. V př́ıpadě
rovnoběžného promı́táńı nav́ıc plat́ı, že pr̊umětem (obrazem) útvaru lež́ıćıho
v hlavńı rovině je útvar s ńım shodný.

3Dvojpoměr můžeme definovat takto: Nechť A,B,C,D jsou čtyři navzájem r̊uzné body př́ımky. Čı́slo δ =
(ABC)

(ABD)
nazýváme dvojpoměrem bod̊u A,B,C,D (v tomto pořad́ı) a znač́ıme δ = (ABCD). Vı́ce viz Hašek, R. Geometrie 4 (studijńı
text). 2021, str. 19–30

https://www.geogebra.org/m/kdgxaybb
https://en.wikipedia.org/wiki/Cross-ratio
http://home.pf.jcu.cz/~hasek/3G4/CZV_Geometrie_4_3G4_2021_1.pdf
http://home.pf.jcu.cz/~hasek/3G4/CZV_Geometrie_4_3G4_2021_1.pdf
http://home.pf.jcu.cz/~hasek/3G4/CZV_Geometrie_4_3G4_2021_1.pdf
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Figure 4.7: Hlavńı rovina τ ve středovém (vlevo) a v rovnoběžném (vpravo) promı́táńı.

Př́ıklad 4.2. Jak je uvedeno výše, v př́ıpadě rovnoběžného promı́táńı je
pr̊umětem útvaru lež́ıćıho v hlavńı rovině útvar s ńım shodný. Jak je tomu
ve středovém promı́táńı? Existuje i zde nějaká souvislost mezi obrazcem
lež́ıćım v hlavńı rovině a obrazcem, který je jeho obrazem? Vysvětlete!

Nadále se budeme zabývat výhradně rovnoběžným promı́táńım. Budeme
při tom často odkazovat na následuj́ıćı vlastnosti rovnoběžného promı́táńı:

1. Pr̊umětem př́ımky je př́ımka nebo bod.

2. Pr̊umětem roviny je celá pr̊umětna nebo př́ımka.

3. Pr̊umětem rovnoběžných př́ımek jsou rovnoběžné př́ımky nebo dva body.

Př́ıklad 4.3. Každou z uvedených vlastnost́ı ilustrujte 3D obrázkem nakre-
sleným v prostřed́ı GeoGebra Grafický náhled 3D.

Př́ıklad 4.4. Plat́ı výše uvedené vlastnosti 1–3 také pro středové promı́táńı?
Pokud ne doslova, plat́ı alespoň nějaké analogie? Vyslovte je!

Třet́ım podprostorem trojrozměrného bodového prostoru vedle bodu a
př́ımky je rovina. Uvedeme si zde proto ještě kĺıčové pojmy, s kterými
při zobrazováńı rovin pracujeme, viz Obr. 4.8.

Stopa roviny je pr̊usečnice roviny s pr̊umětnou, viz Obr. 4.8, př́ımka
p ≡ ρ ∩ π. Hlavńı př́ımka roviny je každá př́ımka, která lež́ı v př́ıslušné
rovině a je rovnoběžná s pr̊umětnou, viz Obr. 4.8, př́ımky h1, h2. Spádová
př́ımka roviny je př́ımka, která lež́ı v př́ıslušné rovině a je kolmá na jej́ı

https://www.geogebra.org/m/kegju74m
https://www.geogebra.org/m/u89jdgvd
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Figure 4.8: Rovina ρ a jej́ı stopa p, hlavńı př́ımky h1, h2 a spádová př́ımka s

hlavńı př́ımky, viz Obr. 4.8, př́ımka s. Z uvedeného je patrné, že stopu
roviny můžeme považovat za speciálńı př́ıpad hlavńı př́ımky a že spádová
př́ımka je kolmá i ke stopě roviny.



Kapitola 5

Kosoúhlé promı́táńı

Kosoúhlým promı́táńım rozumı́me rovnoběžné promı́táńı, při němž je směr

Figure 5.1: Princip kosoúhlého promı́táńı; vlevo názorný pr̊umět celé scény, vpravo výsledný kosoúhlý
pr̊umět

promı́táńı kosý k pr̊umětně (tzv. pr̊umětně kosoúhlého promı́táńı). [1]
Kosoúhlé promı́táńı je zpravidla určeno pr̊uměty os pravoúhlé souřadnicové

Figure 5.2: Kvádr v kosoúhlém promı́táńı; vlevo názorný pr̊umět celé scény, vpravo výsledný kosoúhlý
pr̊umět kvádru

soustavy, jej́ıž jedna souřadnicová rovina je totožná (obecně předpokládáme,

29

https://www.geogebra.org/m/e6acexed
https://www.geogebra.org/m/edbtfgxs
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že rovnoběžná) s pr̊umětnou, viz Obr. 5.1.

5.1 Zadáńı kosoúhlého promı́táńı

Kosoúhlé promı́táńı je většinou určeno pr̊uměty os pravoúhlé soustavy
souřadnic (x, y, z). V literatuře se setkáme s použit́ım jak pravotočivé, tak
i levotočivé soustavy. My budeme použ́ıvat levotočivou soustavu souřadnic,
viz Obr. 5.3 i všechny předchoźı ilustrace kosoúhlého promı́táńı, stejně jako
v Mongeově promı́táńı.

Jak bylo uvedeno dř́ıve, pr̊umětna kosoúhlého promı́táńı je rovnoběžná,
většinou př́ımo totožná, s jednou ze souřadnicových rovin. Na Obr. 5.3 je to

Figure 5.3: Kosoúhlé promı́táńı (ω, q) - zadáńı osovým kř́ıžem

rovina xz. Velikost kosoúhlého pr̊umětu jednotkové úsečky na souřadnicové
ose kolmé k pr̊umětně, na Obr. 5.3 se jedná o kosoúhlý pr̊umět yk osy y, se
nazývá poměr zkráceńı (též poměr (kvocient) zkresleńı) a znač́ı se q. Osy x

a z jsou totožné se svými kosoúhlými pr̊uměty, znač́ıme je tedy x, z. Osa y
je orientována “proti nám”, kolmo k pr̊umětně. Jej́ım kolmým pr̊umětem
je bod O. Pracujeme tedy s jej́ım kosoúhlým pr̊umětem yk, jeho6 jed-
notky ale vid́ıme zkreslené koeficientem q, jak bylo uvedeno. Orientovaný
úhel kosoúhlých pr̊umět̊u yk a x (při “naš́ı” volbě pr̊umětny kosoúhlého
promı́táńı rovnoběžné s rovinou xz) se nazývá úhel kosoúhlého promı́táńı
(též úhel zkoseńı) a znač́ı se ω, mluv́ıme pak o kosoúhlém promı́táńı (ω, q),
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viz Obr. 5.3.

5.2 Zobrazeńı bodu v kosoúhlém promı́táńı

Př́ıklad 5.1. V kosoúhlém promı́táńı, které je zadáno úhlem zkoseńı ω =
135◦ a poměrem zkresleńı q = 3/4, sestrojte kosoúhlý pr̊umět bodu A =
[3, 5, 6] (použijte levotočivou soustavu).

Pro určeńı polohy bodu vzhledem k souřadnicovým osám nestač́ı jenom
jeho kosoúhlý pr̊umět Ak (nehroźı-li mýlka, znač́ıme jednoduše A) do pr̊u-
mětny πk (př́ıpadně označené pouze π). Je to pouze jeden bod, který nám
neposkytne informaci, jak hluboko ve scéně je umı́stěn. Potřebujeme proto
ještě jeden kolmý pr̊umět bodu do jedné ze souřadnicových rovin. Použ́ıvá
se p̊udorys, tj. kolmý pr̊umět A1 do roviny xy. Ten se potom kosoúhle
promı́tá do pr̊umětny πk (π) jako kosoúhlý p̊udorys A1k.

Figure 5.4: Kosoúhlé promı́táńı (135◦, 3/4): Zobrazeńı bodu A[3, 5, 6]

Př́ıklad 5.2. V kosoúhlém promı́táńı (120◦, 1/2) zobrazte body K = [−2, 6, 5],
L = [5,−4, 3].

https://www.geogebra.org/m/gfhvcfnw
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5.3 Vybrané druhy kosoúhlého promı́táńı

• Kavaĺırńı perspektiva

Pr̊umětnou je ν = (xz), ω = 135◦, q = 1 (izometrie)1

Figure 5.5: Vojenská perspektiva

• Vojenská perspektiva (plánometrie)

Pr̊umětnou je π = (xy), ω = 135◦, q = 1 (izometrie)

Figure 5.6: Vojenská perspektiva

1Podle vztahu velikost́ı jednotek jx, jy , jz (hovoř́ıme o axonometrických jednotkách, viz kapitola Axonometrie) na
jednotlivých osách soustavy souřadnic O(xyz) označujeme př́ıslušné promı́táńı př́ıvlastkem:

– ISOMETRIE pro jx = jy = jz ,

– DIMETRIE pro jx = jy ̸= jz nebo jx ̸= jy = jz nebo jz ̸= jx = jy ,

– TRIMETRIE pro jx ̸= jy ̸= jz ̸= jx.
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• Volné rovnoběžné promı́táńı

Nejsou zobrazeny osy, ω = 135◦, q = 1/2

5.4 Volné rovnoběžné promı́táńı

Volné rovnoběžné promı́táńı je rovnoběžné promı́táńı na jednu pr̊umětnu,
v němž se obraz pr̊umětu útvaru sestrojuje užit́ım vět plat́ıćıch pro rovnoběžné
promı́táńı, viz str. 27, a to bez zadáńı obraz̊u pr̊umět̊u os souřadnicové
soustavy. [1]

Volné rovnoběžné promı́táńı je základńı metodou zobrazeńı trojrozměrných
těles použ́ıvanou ve výuce na základńı a středńı škole.

Figure 5.7: Volné rovnoběžné promı́táńı – zobrazeńı kvádru v pr̊učelné poloze

Volným rovnoběžným promı́táńım (nazývá se též zkráceněVolné promı́táńı)
nazýváme rovnoběžné promı́táńı, u kterého nezadáváme souřadnicové osy
(přesněji jejich pr̊uměty). Při zobrazováńı těles ve volném rovnoběžném
promı́táńı dbáme na dodržeńı těchto vlastnost́ı (viz Obr. 5.7):

* Pr̊umětem libovolné př́ımky je buď př́ımka nebo bod.

* Pr̊umětem libovolných dvou rovnoběžek jsou buď rovnoběžky (mohou
i splývat) nebo dva body.

* Pr̊umětem každého geometrického útvaru, který lež́ı v pr̊učelné rovině
(tj. v rovině rovnoběžné s pr̊umětnou) je útvar s ńım shodný.
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* Geometrický útvar, který nelež́ı v pr̊učelné rovině se zpravidla zkresluje.
Poměr rovnoběžných úseček se při tom zachovává, tj. pro dvě úsečky
AB, CD a jejich obrazy A′B′, C ′D′ plat́ı |A′B′|/|C ′D′| = |AB|/|CD|.

* Obrazy úseček kolmých k pr̊umětně (tj. k jakékoliv pr̊učelné rovině)
jsou vzájemně rovnoběžné a s vodorovným směrem (představme si třeba
směr kladné poloosy x) sv́ıraj́ı úhel φ (zpravidla voĺıme φ = 45◦). Ve-
likost obrazu každé takové úsečky je potom q násobkem velikosti p̊uvodńı
úsečky, tj. pro každou úsečku KM kolmou k pr̊umětně a jej́ı obraz

K ′M ′ plat́ı |K ′M ′| = q|KM | (zpravidla voĺıme q =
1

2
).

Figure 5.8: Volné rovnoběžné promı́táńı – zobrazeńı kvádru 4× 5× 6

Př́ıklad 5.3. Výše uvedené tvrzeńı “Poměr rovnoběžných úseček se při
tom zachovává, tj. pro dvě úsečky AB, CD a jejich obrazy A′B′, C ′D′ plat́ı
|A′B′|/|C ′D′| = |AB|/|CD|” je d̊usledkem invariantnosti dělićıho poměru
v rovnoběžném promı́táńı. Vysvětlete!

Př́ıklad 5.4. Naučte se načrtnout od ruky krychli, pravidelný čtyřstěn a
válec ve volném rovnoběžném promı́táńı (φ = 45◦, q = 1/2), viz Obr. 5.9,
5.10 a 5.11.
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Figure 5.9: Volné rovnoběžné promı́táńı – zobrazeńı krychle a× a× a

Figure 5.10: Volné rovnoběžné promı́táńı – zobrazeńı pravidelného čtyřstěnu s hranou délky a

Figure 5.11: Volné rovnoběžné promı́táńı – zobrazeńı válce s poloměrem r a výškou v

Elipsa kosoúhlého pr̊umětu podstavy válce je určena svými sdruženými
pr̊uměry AB, CD, viz Obr. 5.11. Pro nalezeńı jej́ıch os a vrchol̊u použijeme
Rytzovu konstrukci.

https://www.geogebra.org/m/hmdRCvf2
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5.5 Slabiny kosoúhlého promı́táńı

Výsledek kosoúhlého promı́táńı je názorný, ale neodpov́ıdá realitě. Evi-
dentńı je to v př́ıpadě zobrazeńı koule, viz Obr. 5.12, jej́ımž pr̊umětem je

Figure 5.12: Koule v kosoúhlém promı́táńı; provedeno v programu GeoGebra

elipsa. Podobný efekt, i když méně patrný, se projevuje i při zobrazeńı
válce nebo kužele, kdy délka hlavńı poloosy elipsy podstavy je větš́ı než
poloměr př́ıslušného kruhu. Při zobrazeńı kvádru nebo krychle (ale plat́ı to
samozřejmě naprosto obecně) se zase dobře projevuje absence zohledněńı
hloubky scény, kdy neńı rozd́ıl v zobrazeńı stejně vysokých hran, které jsou
od pozorovatele r̊uzně daleko (jak známe z reálného světa a jak je uplatněno
při perspektivńım zobrazeńı). Nejedná se o nedostatky či chyby, jedná se
o přirozený d̊usledek skutečnosti, že se jedná o rovnoběžné promı́táńı ve
směru kosém vzhledem k pr̊umětně.



Kapitola 6

Pravoúhlá axonometrie

Axonometrie je rovnoběžné promı́táńı, pravoúhlé (kolmé) nebo kosoúhlé,
na tzv. axonometrickou pr̊umětnu ρ, která je r̊uznoběžná se všemi třemi
souřadnicovými rovinami π = (x, y), ν = (y, z) (ν = (x, z), pro lev-
otočivou soustavu), µ = (x, z) (µ = (y, z), pro levotočivou soustavu), viz
Obr. 6.1. My se budeme nadále zabývat výhradně pravoúhlou axonometríı,
tj. kolmým rovnoběžným promı́táńım na axonometrickou pr̊umětnu ρ.
Protože to je jediná axonometrie, které se budeme věnovat, a nehroźı
tak záměna s jiným typem tohoto zobrazeńı, budeme v tomto textu pro
pravoúhlou axonometrii pro jednoduchost použ́ıvat termı́n axonometrie.

Figure 6.1: Podstata pravoúhlé axonometrie, názorný pohled
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https://en.wikipedia.org/wiki/Axonometry
https://www.geogebra.org/m/bktv5xyy
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6.1 Zadáńı axonometrie

Osy x, y, z soustavy souřadnic se v axonometrii promı́taj́ı do tř́ı r̊uzných
př́ımek, s r̊uzně velkými pr̊uměty jednotek, viz Obr. 6.3. Axonometrie je
obecně trimetríı.

Věta 6.1 (Pohlkeova věta). Tři úsečky v rovině se společným koncovým bo-
dem a nelež́ıćı na jedné př́ımce m̊užeme považovat za rovnoběžný pr̊umět tř́ı
navzájem kolmých, shodných úseček se společným koncovým bodem v pros-
toru (viz Obr. 6.2).

Figure 6.2: Pohlkeova věta, ilustrace

Pravoúhlý trojhran

Axonometrii můžeme zadat axonometrickým osovým kř́ı̌zem spolu s ax-
onometrickými jednotkami, hovoř́ıme o tzv. pravoúhlém trojhranu, viz
Obr. 6.3. Výše uvedená Pohlkeova věta poukazuje na skutečnost, že každé
tři polopř́ımky nelež́ıćı v př́ımce mohou být rovnoběžným pr̊umětem oso-
vého kř́ıže xyz kartézské soustavy souřadnic.

Axonometrický trojúhelńık

Většinou však axonometrii zadáváme prostřednictv́ım tzv. axonometrické-
ho trojúhelńıku XY Z. Jeho vznik je patrný z Obr. 6.4, strany axonomet-
rického trojúhelńıku jsou tvořeny pr̊usečnicemi axonometrické pr̊umětny
se souřadnicovými rovinami. Je třeba mı́t na paměti, že na Obr. 6.4 je
názorný pr̊umět na situaci vzniku axonometrického trojúhelńıku. Samotný

https://www.geogebra.org/m/hnapne5b
https://en.wikipedia.org/wiki/Pohlke%27s_theorem
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Figure 6.3: Pravoúhlý trojhran

Figure 6.4: Původ astronomického trojúhelńıku

axonometrický pr̊umět uživatel nahĺıž́ı z perspektivy axonometrické pr̊u-
mětny na kterou hled́ı kolmo! Zadáńı axonometrie pomoćı axonomet-
rického trojúhelńıku proto vypadá jako na Obr. 6.5. Použit́ı axonomet-
rického trojúhelńıku pro zadáńı axonometrie je umožněno jeho následuj́ı-
ćımi vlastnostmi.

Axonometrický trojúhelńık

- se zobrazuje ve skutečné velikosti,

- je vždy ostroúhlý a

https://www.geogebra.org/m/acpewhem
https://www.geogebra.org/m/mzwbxdwq
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Figure 6.5: Axonometrický trojúhelńık

- souřadnicové osy se promı́taj́ı do jeho výšek.

Př́ıklad 6.1. V axonometrii, která je zadána axonometrickým trojúhelńıkem
XY Z o stranách 5, 4, 5 (v pořad́ı stran x, y, z), sestrojte axonometrický
pr̊umět bodu A = [3, 5, 6] spolu s jeho souřadnicovým kvádrem.

Figure 6.6: Axonometrie; řešeńı př́ıkladu 6.1

https://www.geogebra.org/m/mxA5EpJk
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Poznámka. Axonometrie v š́ırš́ım smyslu tohoto pojmu, tj. kosoúhlá i pravoúhlá,
je obecným označeńım rovnoběžného promı́táńı na jednu pr̊umětnu. Kosoúhlé
promı́táńı, pojednávané v kapitole 5 je tak speciálńım př́ıpadem axonome-
trie. Slovo axonometrie je řeckého p̊uvodu (aksonometria), složené z axon
(osa) a metria (mı́ra).
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Kapitola 7

Kolmé promı́táńı

Kromě metod názorného promı́táńı, z nichž s některými jsme se seznámili
v předcházej́ıćıch kapitolách, použ́ıváme pro zachyceńı informaćı o pros-
torovém útvaru také jeho kolmé (též pravoúhlé) pr̊uměty do jedné, dvou
i v́ıce pr̊uměten. Je-li pr̊uměten v́ıce, jsou na sebe kolmé a podle jejich
orientace vzhledem k zobrazovanému objektu je označujeme jako nárysnu
(pr̊umětna rovnoběžná s frontálńı rovinou), p̊udorysnu (vodorovná pr̊umět-
na) a bokorysnu (kolmá na nárysnu i p̊udorysnu). Př́ıslušné pr̊uměty potom
nazýváme nárys, p̊udorys a bokorys. Role uvedených tř́ı rovin překračuje
hranice deskriptivńı geometrie, analogické roviny např́ıklad určuj́ı tzv. a-
natomické směry, viz Obr. 7.1.

Figure 7.1: Nárys, p̊udorys a bokorys (H. Stachell: The status of todays descriptive geometry related
education in Europe )

S nárysem, p̊udorysem a bokorysem se samozřejmě setkáme v grafických 3D
softwarech, kde jsou tyto kolmé pr̊uměty často kombinovány s názorným
pr̊umětem útvaru, viz Obr. 7.2
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https://cs.wikipedia.org/wiki/Anatomick%C3%A9_sm%C4%9Bry
https://cs.wikipedia.org/wiki/Anatomick%C3%A9_sm%C4%9Bry
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Figure 7.2: Audi R8 (www.ak3d.de/portfolio/tutorials/FreeSample.pdf)

7.1 Stavby z krychĺı

Stavbou z krychĺı (ř́ıkáme též stavba z kostek nebo krychlová stavba) rozumı́me
na podložce volně stoj́ıćı mnohostěn, který vznikne složeńım několika krychĺı
stejných rozměr̊u tak, že sousedńı dvě krychle k sobě přiléhaj́ı vždy celými
stěnami.

Figure 7.3: Stavba z kostek
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Př́ıklad 7.1. Zobrazte nárys, p̊udorys a bokorys stavby z kostek uvedené
na Obr. 7.3. Představte si, že stavbu rozeberete a potom ji chcete zrekon-
struovat z těchto pr̊umět̊u. Je jimi jej́ı tvar určen jednoznačně?

Řešeńı: Nárys, p̊udorys a bokorys tělesa z Obr. 7.3 vid́ıme na Obr. 7.4.
Je zřejmé, že těmito třemi pr̊uměty neńı daná stavba jednoznačně určena.

Figure 7.4: Stavba z Obr. 7.3 – nárys, p̊udorys a bokorys

Existuje v́ıce r̊uzných těles postavených z kostek, které maj́ı stejné pr̊uměty.
Zkuste nějaké takové těleso načrtnout ve volném rovnoběžném promı́táńı.

7.2 Kótovaný p̊udorys

Přesto existuje možnost, jak stavbu z krychĺı jednoznačně určit jenom
jedńım pr̊umětem! Jedná se o tzv. kótovaný p̊udorys, tj. p̊udorys, v němž

Figure 7.5: Půdorysy stavby z kostek – běžný (vlevo) a kótovaný (vpravo)

je v každém čtverečku představuj́ıćım sloupec kostek uvedeno č́ıslo odpov́ıdaj́ıćı
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počtu kostek v tomto sloupci. Srovnáńı běžného a kótovaného p̊udorysu
tělesa z Obr. 7.3 vid́ıme na Obr. 7.5.



Kapitola 8

Kótované promı́táńı

Kótované promı́táńı je pravoúhlé (kolmé) promı́táńı na jednu (vodorov-
nou) pr̊umětnu. Této pr̊umětně ř́ıkáme p̊udorysna a obvykle j́ı znač́ıme π.
Pr̊umět bodu do této pr̊umětny nazýváme kótovaný pr̊umět. Př́ıvlastkem
kótované/kótovaný vyjadřujeme skutečnost, že u pr̊umětu bodu je v závorce
uvedena orientovaná vzdálenost bodu od pr̊umětny (tj. jeho z-ová souřad-
nice), které ř́ıkáme kóta.

8.1 Zobrazeńı bodu

Podstata kótovaného promı́táńı je na jednoduchém př́ıkladu zobrazeńı bodu
ilustrována Obr. 8.1. Uvažujme bod A = [5, 3, 7]. Vlevo na obrázku je

Figure 8.1: Bod A v prostoru 3D; vlevo názorný pr̊umět vpravo kótovaný pr̊umět

zachycen názorný pr̊umět (konkrétně se jedná o axonometrický pr̊umět)
jeho umı́stěńı vzhledem k souřadnicovým osám (pracujeme s levotočivou
soustavou) a speciálně vzhledem k rovině (x, y), která hraje roli pr̊umětny
π. Vpravo je potom zobrazen kótovaný pr̊umět bodu A, tj. jeho kolmý
(pravoúhlý) pr̊umět do roviny π s vyznačenou kótou (z-ovou souřadnićı).
Nutno dodat, že se jedná o ilustračńı obrázek. V praxi samozřejmě nevy-
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https://www.geogebra.org/m/jz8btk8u
https://www.geogebra.org/m/zqqf2qtq
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barvujeme pr̊umětnu, souřadnicové osy rýsujeme co nejméně nápadné (osu
y ani rýsovat nemuśıme) a kótovaný pr̊umět bodu vyznač́ıme kř́ıžkem a pro
zápis jeho označeńı a kóty použijeme černou barvu, viz Obr. 8.2. Kótovaný
pr̊umět bodu nav́ıc znač́ıme dolńım indexem 1, jedná se totiž vlastně o
kótovaný p̊udorys bodu. Kótovaný pr̊umět bodu A na Obr. 8.1 vpravo by
tak měl být zapsán jako A1(7). Nutno ovšem dodat, že je-li z kontextu
úlohy zřejmé, že se jedná o kótovaný p̊udorys, index 1 můžeme beztrestně
vynechat.

Př́ıklad 8.1. V kótovaném promı́táńı zobrazte pr̊uměty bod̊u K = [3, 5,−4],
L = [−2, 0, 2].

Řešeńı:

Figure 8.2: Zobrazeńı bod̊u K,L v kótovaném promı́táńı

8.2 Zobrazeńı př́ımky

Pr̊umětem př́ımky je př́ımka nebo bod. Bod P ≡ a1 je kolmým pr̊umětem
př́ımky a, která je kolmá k pr̊umětně, tj. a ⊥ π. Př́ımka a1 je kolmým
pr̊umětem př́ımky a, která neńı kolmá k pr̊umětně, tj. a ̸⊥ π. Pr̊umětem
př́ımky je v tomto př́ıpadě pr̊usečnice a1 kolmé promı́taćı roviny κ s pr̊u-
mětnou π, viz Obr. 8.3, vpravo.
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Figure 8.3: Př́ımka v kolmém promı́táńı; vlevo kolmým pr̊umětem př́ımky kolmé k pr̊umětně je bod,
vpravo kolmý pr̊umět př́ımky jako pr̊useč́ık kolmé promı́taćı roviny s pr̊umětnou

Zobrazeńı př́ımky v kótovaném promı́táńı vid́ıme na Obr. 8.4 vpravo.
Pr̊umět př́ımky v kótovaném promı́táńı je určen pr̊uměty dvou jej́ıch bod̊u.
Zaj́ımá nás, jak lze z takto zobrazené př́ımky, bez jakéhokoliv názorného
pr̊umětu, zjistit pr̊useč́ık této př́ımky s pr̊umětnou (ř́ıkáme mu stopńık), jej́ı
odchylku od pr̊umětny a skutečnou vzdálenost dvou jej́ıch bod̊u (hovoř́ıme
o skutečné velikosti úsečky).

Figure 8.4: Př́ımka KL v prostoru 3D; vlevo názorný pr̊umět vpravo kótovaný pr̊umět

Př́ıklad 8.2. V kótovaném promı́táńı zobrazte př́ımku p, která je určena
body A,B;A[−2, 3,−4], B[3,−1, 2]. Určete jej́ı pr̊useč́ık s pr̊umětnou, tj.
stopńık P , a jej́ı odchylku od pr̊umětny α.

Řešeńı: Úlohu řeš́ıme sklopeńım promı́taćı roviny př́ımky p. V názorném
promı́táńı je postup řešeńı př́ıkladu naznačen na Obr. 8.5. Př́ımkou p
vedeme promı́taćı rovinu, kterou následně skloṕıme, abychom celou situaci
viděli z jiného úhlu pohledu, konkrétně ze směru kolmého na promı́taćı
rovinu. Je potom jasné, že stopńık P je pr̊useč́ıkem kolmého pr̊umětu

https://www.geogebra.org/m/nhszevxw
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p1 př́ımky p a obrazu (p) př́ımky p ve sklopeńı. Stejně tak odchylka
př́ımky p od pr̊umětny je stejná, jako odchylka sklopené př́ımky (p) od
kolmého pr̊umětu p1 př́ımky p. Toto vše je zřejmé z názorného zobrazeńı

Figure 8.5: Názorné zobrazeńı řešeńı př́ıkladu 8.2

celé situace př́ıkladu 8.2. Jak ale př́ıslušné řešeńı provedeme v kótovaném
promı́táńı, tj. v situaci, kdy je př́ımka určena pr̊uměty dvou svých bod̊u a
my jsme omezeni pouze na kolmé promı́táńı do pr̊umětny π? Postup řešeńı

Figure 8.6:

je naznačen na Obr. 8.6, kde vlevo vid́ıme zadáńı, vpravo potom výsledek.
Konkrétńı kroky postupu řešeńı jsou zřejmé. Řeš́ıme sklopeńım promı́taćı
roviny př́ımky p do pr̊umětny. Jak je naznačeno na Obr. 8.5, v pravoúhlém

https://www.geogebra.org/m/tpyvjj97
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pr̊umětu se to projev́ı tak, že obrazy bod̊u A,B ve sklopeńı, body (A), (B),
se zobraźı na kolmice sestrojené na př́ımku p1 postupně v bodech A1 a B1,
vždy ve vzdálenosti odpov́ıdaj́ıćı absolutńı hodnotě kóty daného bodu. Bod
(A) tak lež́ı na odpov́ıdaj́ıćı kolmici ve vzdálenosti 4 od A1, bod (B) pak
ve vzdálenosti 2 od B1. Protože kóty obou bod̊u maj́ı r̊uzná znaménka,
bod A má kótu zápornou, protože lež́ı ”pod” pr̊umětnou, zat́ımco bod B
má kótu kladnou, protože lež́ı ”nad” pr̊umětnou, zobraźı se body (A), (B)
po sklopeńı promı́taćı roviny do vzájemně opačných polorovin. Pr̊umětem
P1(0) stopńıku př́ımky p, který je identický se samotným stopńıkem P
(protože ten lež́ı z titulu své role v pr̊umětně), je pr̊useč́ık pr̊umětu p1
př́ımky p s obrazem (p) př́ımky p ve sklopeńı, tj. P ∈ p1 ∩ (p). Od-
chylka α př́ımky p od pr̊umětny je identická s odchylkou př́ımek (p) a
p1. Pokud by nás zaj́ımala skutečná vzdálenost bod̊u A,B, najdeme j́ı ve
výsledné konstrukci na Obr. 8.6 vpravo jako vzdálenost bod̊u (A), (B), tj.
|AB| = |(A)(B)|.

Př́ıklad 8.3. V kótovaném promı́táńı zobrazte pr̊umět př́ımky p = KL
dané body K = [3, 5,−4], L = [−2, 0, 2], určete jej́ı stopńık P , odchylku
př́ımky p od pr̊umětny a skutečnou velikost úsečky KL.

Řešeńı:

Figure 8.7: Řešeńı př́ıkladu 8.3
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Př́ıklad 8.4. Jak z kótovaných pr̊umět̊u bod̊u A,B poznáme, že př́ımka
AB je

a) rovnoběžná s pr̊umětnou,

b) kolmá k pr̊umětně,

c) incidentńı s pr̊umětnou,

d) r̊uznoběžná s pr̊umětnou?

Jednotlivé polohy př́ımka AB ilustrujte konkrétńımi př́ıklady

8.3 Stupňováńı př́ımky

Stupňováńı př́ımky je vyznačeńı bod̊u s celoč́ıselnými kótami na př́ımce.
Ř́ıkáme, že př́ımku stupňujeme, a že je t́ım na ńı dána stupnice. Názorný

Figure 8.8: Princip stupňováńı př́ımky

pr̊umět př́ımky p se stupnićı, spolu s jej́ı kolmou promı́taćı rovinou κ,
je zachycen na Obr. 8.8. Výškový rozd́ıl dvou sousedńıch bod̊u stupnice
př́ımky je roven 1, viz modrá úsečka, vzdálenost jejich p̊udorys̊u nazýváme
interval př́ımky p, znač́ıme ho i. Body stupnice př́ımky jsou analogíı
vrstevnic, které známe z map. Vı́me, že když jsou vrstevnice bĺızko u sebe,
stoupáńı či klesáńı je v daném mı́stě strmé. Zaj́ımá nás, zda lze z hod-
noty intervalu zjistit ”strmost” př́ıslušné př́ımky. Nejprve si ale zavedeme
několik pojmů v této souvislosti použ́ıvaných.
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Pro odchylku př́ımky od pr̊umětny, kterou jsme značili α, budeme použ́ıvat
termı́n spádový úhel př́ımky.

Tangens spádového úhlu tanα potom nazýváme spád př́ımky. Plat́ı

tanα =
1

i
, (8.1)

kde i je interval př́ımky.

Př́ıklad 8.5. Pro jakou velikost spádového úhlu je

a) i > 1,

b) i < 1?

Př́ıklad 8.6. Zobrazte př́ımku a = AB; A[5, 2,−1], B[1, 2, ?]. Určete kótu
bodu B, je-li odchylka př́ımky a od pr̊umětny 45◦.

Př́ıklad 8.7. Je dána př́ımka CD; C[−4, 5, 5], D[2; 1;−1]. Určete obrazy
bod̊u E[?; ?; 3, 5], F [?; ?;−2].

Řešeńı:

Figure 8.9: Řešeńı př́ıkladu 8.7 stupňováńım př́ımky p
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Na Obr. 8.9 vid́ıme uplatněńı obecné metody stupňováńı př́ımky, která
pracuje s rovnoběžkami s p1 vedenými ve vzájemných vzdálenostech 1 (fi-
alové př́ımky), jejichž pr̊useč́ıky se sklopenou př́ımkou (p) jsou promı́tnuty
(zelené př́ımky) na p1, aby tam vytvořily stupnici. Jedná se o robustńı
metodu, která nijak nezohledňuje specifika úlohy. Samozřejmě je možné
uplatnit i jiné metody, citlivěǰśı k zadáńı, které jsou založeny na děleńı
úsečky na daný počet d́ıl̊u, př́ıpadně k rozvinut́ı stupnice využ́ıvaj́ı délku
intervalu.

8.4 Zobrazeńı roviny

Pr̊umětem roviny je celá pr̊umětna nebo př́ımka. Na Obr. 8.10 vid́ıme
situaci, kdy je rovina ρ r̊uznoběžná s pr̊umětnou π. V takovém př́ıpadě je
pr̊umětem roviny celá pr̊umětna. Abychom s rovinou mohli v kótovaném
promı́táńı pracovat, a abychom mohli rozlǐsovat mezi r̊uznými rovinami
r̊uznoběžnými s pr̊umětnou, využ́ıváme významné př́ımky roviny, kterými
jsou stopa roviny pρ, tj. pr̊usečnice roviny s pr̊umětnou, hlavńı př́ımky, viz
např. hρ, tj. př́ımky rovnoběžné s pr̊umětnou, a spádové př́ımky, viz např.
sρ, tj. př́ımky roviny, které jsou kolmé na hlavńı př́ımky a samozřejmě také
na stopu roviny (která je vlastně speciálńım př́ıpadem hlavńı př́ımky).

Figure 8.10: Názorné zobrazeńı principu zobrazeńı roviny v kótovaném promı́táńı; rovina r̊uznoběžná s
pr̊umětnou



Kapitola 9

Mongeovo promı́táńı

Výsledkem Mongeova promı́táńı (M. p.)1 jsou dva sdružené pr̊uměty zobra-
zovaného objektu. Jedná se o kolmé pr̊uměty objektu do dvou navzájem
kolmých pr̊uměten, p̊udorysny π a nárysny ν, které jsou zobrazeny společně
v d̊usledku sklopeńı p̊udorysny do nárysny, jak na př́ıkladu zobrazeńı bodu
X ilustruje Obr. 9.1.

Figure 9.1: Mongeovo promı́táńı; zobrazeńı bodu

Základńı pojmy:

π ... p̊udorysna; ν ... nárysna; x1,2 ... základnice; X1, X2 ... sdružené
pr̊uměty; X1 ... p̊udorys bodu X; X2 ... nárys bodu X; X1X2 ... ordinála
bodu X.

Př́ıklad 9.1. V Mongeově promı́táńı zobrazte sdružené pr̊uměty bod̊u K =
[2; 3; 4], L = [−5; 4; 0], M = [4;−5;−8].

1Gaspard Monge, 1746–1818
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https://cs.wikipedia.org/wiki/Mongeovo_prom%C3%ADt%C3%A1n%C3%AD
https://www.geogebra.org/m/va8tfj28
https://en.wikipedia.org/wiki/Gaspard_Monge
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9.1 Zobrazeńı př́ımky

Sdruženými pr̊uměty př́ımky a v obecné poloze v̊uči pr̊umětnám jsou př́ımky
a1, a2, viz Obr. 9.2. Při zvláštńıch polohách př́ımky v̊uči pr̊umětnám (Jaké
to jsou?) může být jedńım z pr̊umět̊u bod.

Figure 9.2: Mongeovo promı́táńı; zobrazeńı př́ımky, vlevo názorný pohled, vpravo samotné Mongeovo
promı́táńı

Základńı pojmy:
a1, a2 ... sdružené pr̊uměty př́ımky a; P ... p̊udorysný stopńık; N ...
nárysný stopńık.

Př́ıklad 9.2. Sestrojte stopńıky (jejich sdružené pr̊uměty) př́ımky a.

Figure 9.3: Sestrojte sdružené pr̊uměty stopńık̊u př́ımky a

Na Obr. 9.2 je ilustrováno zobrazeńı př́ımky r̊uznoběžně s pr̊umětnsmi
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v Mongeově promı́táńı. Promyslete si a načrtněte, jak budou vypadat
sdružené pr̊uměty př́ımek, které v̊uči pr̊umětnám zauj́ımaj́ı následuj́ıćı
zvláštńı polohy:

• př́ımka kolmá k pr̊umětně,

• př́ımka kolmá k základnici,

• př́ımka rovnoběžná s p̊udorysnou; nazýváme j́ı horizontálńı hlavńı př́ımka
(též hlavńı př́ımka prvé osnovy) h, hI ,

• př́ımka rovnoběžná s nárysnou; nazýváme j́ı frontálńı hlavńı př́ımka
(též hlavńı př́ımka druhé osnovy) f , f II .

Př́ıklad 9.3. Sestrojte sdružené pr̊uměty př́ımek v uvedených polohách.

Př́ıklad 9.4. Sestrojte postupně sdružené pr̊uměty dvou rovnoběžných, r̊uz-
noběžných a mimoběžných př́ımek.

9.2 Zobrazeńı roviny

Rovina se v Mongeově promı́táńı zobrazuje pomoćı svých pr̊usečnic s pr̊u-
mětnami, kterým ř́ıkáme stopy roviny. Rozlǐsujeme p̊udorysnou a nárysnou
stopu, v př́ıpadě roviny ρ je znač́ıme pρ a nρ. Přitom vždy jeden ze
sdružených pr̊umět̊u každé stopy splývá se základnićı. Proto je rovina ρ

(i každá jiná) zobrazena pomoćı (p̊udorysu) p̊udorysné stopy pρ1 a (nárysu)
nárysné stopy nρ

2, viz Obr. 9.4.

Figure 9.4: Mongeovo promı́táńı; zobrazeńı roviny, vlevo názorný pohled, vpravo samotné Mongeovo
promı́táńı
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Základńı pojmy:

pρ1, n
ρ
2 ... p̊udorysná a nárysná stopa roviny ρ (přesněji p̊udorys p̊udorysné

a nárys nárysné stopy ...), hρ ... horizontálńı hlavńı př́ımka roviny ρ, fρ ...
frontálńı hlavńı př́ımka roviny ρ.

Specifické polohy hlavńıch př́ımek konkrétńı roviny se projevuj́ı typickými
vlastnostmi jejich sdružených pr̊umět̊u, viz Obr. 9.5; nárys h2 horizontálńı
hlavńı př́ımky je vždy rovnoběžný se základnićı, zat́ımco jej́ı p̊udorys h1 je
rovnoběžný s p̊udorysnou stopou p1, a naopak, p̊udorys f1 frontálńı hlavńı
př́ımky je rovnoběžný se základnićı, zat́ımco jej́ı nárys f2 je rovnoběžný
s nárysnou stopou n2.

Figure 9.5: Mongeovo promı́táńı; sdružené pr̊uměty horizontálńı a frontálńı hlavńı př́ımky dané roviny

9.3 Zobrazeńı kružnice

Figure 9.6: Mongeovo promı́táńı; sdružené pr̊uměty kružnice, v rovině kolmé k nárysně, vlevo, a v rovině
r̊uznoběžné s pr̊umětnami, vpravo

https://www.geogebra.org/m/kzvpsacj
https://www.geogebra.org/m/p23rb4ve
https://www.geogebra.org/m/p23rb4ve
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Na Obr. 9.6 vid́ıme, jak vypadaj́ı sdružené pr̊uměty kružnice, která lež́ı
v rovině r̊uznoběžné s pr̊umětnami. Nejprve je uvažována rovina kolmá
k jedné z pr̊uměten, v př́ıpadě obrázku se jedná o kolmost k nárysně, potom
obecně umı́stěná rovina. Text popisku obrázku je prostřednictv́ım odkaz̊u
propojen s applety,v nichž lze každou ze zobrazených konstrukćı přehrávat
krok za krokem. Součást́ı zobrazeńı sdružených pr̊umět̊u kružnice lež́ıćı
v obecné rovině je úloha určeńı chyběj́ıćıho pr̊umětu bodu roviny (dané
stopami), konkrétně se jedná o určeńı chyběj́ıćıho nárysu S2 středu kružnice
S.

9.4 Vybrané úlohy

Př́ıklad 9.5. V Mongeově promı́táńı je rovina ρ dána svými stopami.
Mimo tuto rovinu lež́ı bod A. Sestrojte patu Q kolmice spuštěné z bodu
A do roviny ρ.

Př́ıklad 9.6. V Mongeově promı́táńı je dána rovina α svými stopami a
př́ımka q svými sdruženými pr̊uměty. Sestrojte sdružené pr̊uměty pr̊useč́ıku
př́ımky q s rovinou α. Řešeńı načrtněte

Řešeńı: Postupujte dle appletu, v němž je krok za krokem zachycen postup
řešeńı analogické úlohy: https://www.geogebra.org/m/WbD1Y95d.

https://www.geogebra.org/m/WbD1Y95d
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Kapitola 10

Tělesa

Zaměř́ıme se na tato tělesa: hranol, jehlan, válec, kužel a koule. U hra-
nolu pak na některé jeho speciálńı př́ıpady: kolmý hranol, kosý hranol,
pravidelný hranol, kvádr, krychle, rovnoběžnostěn.

Figure 10.1: Kosý šestiboký hranol a jeho śı̌t

U každého hranolu rozlǐsujeme vrcholy, hrany, stěny, podstavy, plášť, śıť,
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Figure 10.2: Kolmý pětiboký hranol a jeho śı̌t

tělesové úhlopř́ıčky, stěnové úhlopř́ıčky.

Př́ıklad 10.1. Jaký je rozd́ıl mezi śıt́ı a pláštěm hranolu? Vysvětlete s po-
moćı Obr. 10.1 a 10.2.

U jehlanu rozlǐsujeme hlavńı vrchol (viz V na Obr. 10.4), podstavu, bočńı
stěny, podstavné hrany, bočńı hrany, vrcholy podstavy (viz A, B, C, D, E
na Obr. 10.4), stěnovou (bočńı) výšku (viz vs na Obr. 10.4) a výšku jehlanu
(viz v na Obr. 10.4). Stejně jako u hranolu rozlǐsujeme śıť a plášť, přitom
plášť jehlanu je tvořen všemi jeho bočńımi stěnami.

Válec a kužel jsou určeny poloměrem podstavy (viz r na Obr. 10.6) a
výškou (viz v na Obr. 10.6). U obou útvar̊u pak rozlǐsujeme podstavu
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Figure 10.3: Pravidelný osmiboký hranol, kvádr, krychle a rovnoběžnostěn

a plášť. U kužele nav́ıc ještě vrchol (viz V na Obr. 10.6) a stranu (též
površku) (viz s na Obr. 10.6).

Tak jako jsme rozlǐsovali kruh a kružnici, rozlǐsujeme v trojrozměrném
prostoru kouli a kulovou plochu. Přitom koule je množina bod̊u v prostoru,
jejichž vzdálenost od středu S je menš́ı nebo rovna poloměru r a kulová
plocha je množina bod̊u v prostoru, jejichž vzdálenost od středu S je rovna
r (viz Obr. 10.7). Kulovou plochu nelze rozvinout do roviny, proto jej́ı śı̌t
neexistuje.
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Figure 10.4: Pětiboký jehlan (obecný) a jeho śı̌t

Figure 10.5: Pravidelný šestiboký jehlan (kolmý), kosý jehlan a komolý (kolmý šestiboký) jehlan
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Figure 10.6: Válec a kužel
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Figure 10.7: Koule



Kapitola 11

Pravidelné mnohostěny

Figure 11.1: Hraćı kostky jako Platónská tělesa

Pravidelnými mnohostěny, kterým ř́ıkáme též platónská tělesa, rozumı́me
takové konvexńı mnohostěny, jejichž stěny jsou tvořeny shodnými pravidelnými
mnohoúhelńıky. Přitom v každém vrcholu pravidelného mnohostěnu se
stýká stejný počet stěn (i hran).

Figure 11.2: Platónská tělesa: čtyřstěn (tetraedr), šestistěn (krychle; hexaedr), osmistěn (oktaedr),
dvanáctistěn (dodekaedr), dvacetistěn (ikosaedr)

Takovýchto mnohostěn̊u je, jak vid́ıme na Obr. 11.2 pouze pět typ̊u. Naši
předkové této skutečnosti přikládali magický význam a tak byla tato tělesa
spojována s jednotlivými živly, jako stavebńımi kameny našeho vesmı́ru
(Platon) nebo s rozložeńım nebeských sfér (Johannes Kepler).

Př́ıčina toho, že je pravidelných mnohostěn̊u právě pět je přitom ryze
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https://en.wikipedia.org/wiki/Platonic_solid
https://en.wikipedia.org/wiki/Plato
https://en.wikipedia.org/wiki/Johannes_Kepler
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geometrická. Souviśı s t́ım, že v každém vrcholu takovéhoto mnohostěnu
se stýká stejný počet stěn, kterými jsou shodné pravidelné mnohoúhelńıky.

Figure 11.3: Vznik vrcholu pravidelného mnohostěnu

Př́ıklad 11.1. Pomoćı schémat na Obr. 11.3 vysvětlete, proč je pravidelných
mnohostěn̊u právě pět typ̊u.

Pro konvexńı mnohostěny (ne jenom pro pravidelné) plat́ı tzv. Euler̊uv
vztah, který dává dohromady počet stěn s, vrchol̊u v a hran h:

s+ v − h = 2.

Leonhard Euler, 1707–1783, švýcarský matematik.

Př́ıklad 11.2. Ověřte platnost Eulerova vztahu pro pravidelné mnohostěny.

Při pohledu na počty stěn a vrchol̊u jednotlivých mnohostěn̊u (źıskaných
řešeńım př́ıkladu 11.2, napǐste si je do tabulky) odhaĺıme určité souvislosti:

https://en.wikipedia.org/wiki/Euler_characteristic
https://en.wikipedia.org/wiki/Euler_characteristic
https://en.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
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čtyřstěn má stejný počet vrchol̊u a stěn, šestistěn má stejný počet vrchol̊u
jako osmistěn stěn a naopak, stejný vztah pak plat́ı i pro dvanáctistěn a
dvacetistěn. Ř́ıkáme, že uvedené dvojice (čtyřstěn ji tvoř́ı sám se sebou)
jsou tzv. duálńı mnohostěny, viz Obr. 11.4.

Figure 11.4: Pravidelné mnohostěny jsou duálńı
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Kapitola 12

Osová afinita

Určeńı osové afinity. Charakteristika a rovnice osové afinity. Elace. Základńı
afinity. Involuce. Osová afinita, viz Obr. 12.1.

Figure 12.1: Osová afinita daná osou o a dvojićı bod̊u A, A′

12.1 Základńı afinity

Základńımi afinitami nazýváme afinity, jejichž všechny samodružné body
tvoř́ı nadrovinu prostoru An. Př́ıklady základńıch afinit jsou osová afinita
v A2, osová souměrnost v E2 nebo rovinová souměrnost v E3.
Základńı afinita taková, že př́ımka spojuj́ıćı vzor a obraz je rovnoběžná s
nadrovinou samodružných bod̊u, se nazývá elace.
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https://www.geogebra.org/m/j4lQQpeb
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Figure 12.2: Vznik osové afinity

12.2 Osová afinita v rovině

Osová afinita je určena osou o, směrem s a charakteristikou κ. Směr a
charakteristika jsou většinou zadány dvojićı sobě odpov́ıdaj́ıćıch bod̊uA,A′.

Př́ıklad 12.1. V osové afinitě určené osou o a dvojićı sobě odpov́ıdaj́ıćıch
bod̊u A,A′ zobrazte bod X a př́ımku p.

Řešeńı: Viz Obr. 12.4. Při určeńı obrazu bodu a př́ımky využijeme

Vlastnosti osové afinity

(1) Př́ımka spojuj́ıćı sobě odpov́ıdaj́ıćı body je rovnoběžná se směrem afin-
ity.

(2) Sobě odpov́ıdaj́ıćı př́ımky se prot́ınaj́ı na ose afinity.

(3) Incidence se zachovává.

(4) Osa afinity a př́ımky rovnoběžné se směrem afinity jsou samodružnými
př́ımkami.
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Figure 12.3: Osová afinita v rovině, jej́ıž směr je rovnoběžný s jej́ı osou, jako př́ıklad elace

Figure 12.4: Osová afinita v rovině,̌rešeńı př́ıkladu 12.1

Postupujeme tak, že sestroj́ıme př́ımku p =
←→
AX a urč́ıme jej́ı pr̊useč́ık I

s osou afinity o. Z vlastnosti (2) vyplývá, že př́ımka p′, která je obrazem
př́ımky p, také procháźı bodem I. Z vlastnosti (3) pak plyne, že p′ procháźı

rovněž bodem A′. Sestroj́ıme tedy př́ımku p′ =
←→
A′I. Obraz bodu X, bod

X ′, pak urč́ıme podle vlastnosti (1) jako pr̊useč́ık p′ s př́ımkou jdoućı bodem

X rovnoběžně s
←→
AA′.

Charakteristika osové afinity

Charakteristikou osové afinity κ rozumı́me dělićı poměr

(A′AA1) = κ,

kde body A,A′ jsou ve vztahu vzor a obraz a bod A1 je pr̊useč́ık př́ımky
AA′ s osou afinity o, viz Obr. 12.4. Charakteristika osové afinity je rovna
jej́ımu modulu, proto se κ nazývá také modul osové afinity.
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Poznámka. Osová souměrnost v rovině je zvláštńım př́ıpadem osové afinity,
jej́ıž směr s⃗ je kolmý na osu o (s⃗⊥o) a jej́ıž charakteristika κ je rovna −1
(κ = −1).

Př́ıklad 12.2. Je dána př́ımka o, trojúhelńık ABC a dvojice bod̊u X,X ′.
Sestrojte obraz trojúhelńıka ABC v osové afinitě s osou o, v ńı̌z je obrazem
bodu X bod X ′.

Věta 12.1. Rovnoběžné př́ımky a∥b se v osové afinitě zobraźı opět na
rovnoběžné př́ımky a′∥b′.

Proof. Důkaz provedeme sporem. Předpokládáme, že obrazy rovnoběžných
př́ımek jsou r̊uznoběžky. Dostaneme se do sporu s definićı charakteristiky
afinity.

Věta 12.2. Děĺıćı poměr se v osové afinitě zachovává, tj. (ABC) =
(A′B′C ′).

Důsledky věty 12.2:

1) Střed úsečky se zobraźı zase na střed úsečky.

2) Zachovává se uspořádáńı bod̊u na př́ımce.

Př́ıklad 12.3. Je dána př́ımka o a trojúhelńık ABC. Sestrojte obraz A′B′C ′

trojúhelńıka ABC v takové osové afinitě s osou o, aby byl trojúhelńık A′B′C ′

rovnostranný.
(Postup konstrukce viz http: // tube. geogebra. org/ student/ mni2IYH1c )

Věta 12.3. Nechť P je obsah trojúhelńıka ABC a P ′ obsah jeho obrazu
A′B′C ′ v osové afinitě s charakteristikou κ. Potom P ′ = |κ| · P.

Z výše uvedených vět 12.1, 12.2, 12.3 plyne, že osová afinita má následuj́ıćı
invarianty.

Invarianty osové afinity

(1) Rovnoběžnost př́ımek.

(2) Děĺıćı poměr.

(3) Poměr obsahu obrazc̊u.

http://tube.geogebra.org/student/mni2IYH1c
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Charakteristika základńı afinity
Charakteristiku přǐrazujeme každé základńı afinitě, která neńı elaćı. Plat́ı

κ = (X ′XX1),

kdeX1 je pr̊useč́ık
←−→
XX ′ s nadrovinou samodružných bod̊u uvažované základńı

afinity.
Základńı afinita jako involuce
Involutorńı zobrazeńı, též involuce, je každé zobrazeńı afinńıho bodového
prostoru na sebe, které neńı identitou, ale složeno samo se sebou je identitě
rovno.

Základńı afinita je involućı tehdy, když neńı elaćı a jej́ı charakteristika
je rovna −1.

12.3 Cvičeńı – Osová afinita

1. Pomoćı výsledku Př́ıkladu 12.3 dokažte tvrzeńı: Těžnice trojúhelńıka se
prot́ınaj́ı v jednom bodě, který je děĺı v poměru 1 : 2.

2. Dokažte Větu 12.3.
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Kapitola 13

Středová kolineace

Jak naznačuje Obr. 13.1, středová kolineace (se středem S), jako vzájemně
jednoznačné zobrazeńı Ē2 na sebe, je výsledkem středového pr̊umětu (se
středem S ′) středového promı́táńı (se středem S1) mezi dvěma r̊uznoběžnými
rovinami v prostoru E3.

Figure 13.1: Vznik středové kolineace

Definice 13.1 (Středová kolineace). Středovou kolineaćı (též perspektivńı

77
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kolineaćı, osovou kolineaćı či homologíı) rozumı́me vzájemně jednoznačné
zobrazeńı roviny Ē2 těchto vlastnost́ı (viz Obr. 13.2):

1. Spojnice odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u procházej́ı pevným bodem - středem
kolineace.

2. Pr̊useč́ık odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek lež́ı na pevné př́ımce - ose kolineace.

3. Incidence se zachovává.

Figure 13.2: Zobrazeńı bodu ve středové kolineaci se středem S a s osou o

Poznámka. Tři kolineárńı body (tj. tři body na př́ımce) přejdou t́ımto
zobrazeńım opět v body kolineárńı - proto KOLINEACE.

Poznámka. Středová kolineace je určena:

- osou o (samodružná př́ımka)

- středem S (samodružný bod)

- dvojićı odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u A, A′; S ∈ AA′ nebo př́ımek p, p′; S ̸∈
p, p′.

Př́ıklad 13.1. Ve středové kolineaci určené osou o, středem S a dvojićı
bod̊u A, A′ sestrojte:

a) obraz bodu X,

b) obraz př́ımky p.

Př́ıklad 13.2. Ve středové kolineaci určené středem, osou a jedńım párem
odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek sestrojte:
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a) obraz bodu B,
b) obraz př́ımky m.

Věta 13.1. Střed a každý bod osy kolineace jsou jej́ımi samodružnými body.
Osa kolineace a každá př́ımka procházej́ıćı jej́ım středem jsou samodružné
př́ımky.

Věta 13.2. Kolineace je určena, je-li dán jej́ı střed, osa a jeden pár
odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u nebo př́ımek, jež nejsou incidentńı ani se
středem, ani s osou kolineace.

Charakteristika kolineace

(SA1AA
′) = (SB1BB′) = λ

Př́ıklad 13.3. Středová kolineace je určena středem, osou a dvojićı sobě
odpov́ıdaj́ıćıch bod̊u. Sestrojte obraz nevlastńıho bodu U∞ př́ımky p.

Řešeńı: Viz Obr. 13.3.

Figure 13.3: Zobrazeńı nevlastńıho bodu př́ımky p ve středové kolineaci se středem S a s osou o

Úběžńık a úběžnice

• Úběžńık je bod, který je v dané kolineaci obrazem nevlastńıho bodu
(viz bod U ′ na Obr. 13.3).
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• Úběžnice je př́ımka, která je obrazem nevlastńı př́ımky.

Př́ıklad 13.4. Úběžnice je rovnoběžná s osou kolineace. Dokažte.

Řešeńı: Důkaz založ́ıme na skutečnosti, že osa kolineace je př́ımkou samodružných
bod̊u. Protože úběžnice je obrazem nevlastńı př́ımky, nemůže mı́t s osou
kolineace jiný společný bod než bod nevlastńı.

Př́ıklad 13.5. Sestrojte úběžnici v kolineaci dané středem, osou a
a) párem odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u,
b) párem odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek.

Řešeńı: Řešeńı ad a) viz Obr. 13.4

Figure 13.4: Zobrazeńı úběžnice u′ ve středové kolineaci se středem S a s osou o

Př́ıklad 13.6. Ve středové kolineaci najděte alespoň jeden bod V, jehož
obrazem je nevlastńı bod.

Věta 13.3. V kolineaci existuj́ı dvě úbežnice (1. a 2. úběžnice nebo
úběžnice a protiúběžnice). Vzdálenost středu kolineace od jedné z nich
je rovna vzdálenosti osy kolineace od druhé z nich; přitom buď obě tyto
úběžnice lež́ı mezi středem a osou kolineace, nebo střed a osa kolineace lež́ı
mezi těmito úběžnicemi.
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Věta 13.4. Kolineace je určena středem, osou a jednou úběžnićı.

Př́ıklad 13.7. Ve středové kolineaci určené středem S, osou o a úběžnićı
u sestrojte obraz bodu A.

Věta 13.5. Dvojpoměr se kolineaćı zachovává.

Př́ıklad 13.8. Střed úsečky se kolineaćı věťsinou nezachovává. Ukažte.

Př́ıklad 13.9. Středová kolineace je dána středem S, osou o a dvojićı bod̊u
B, B∞. Najděte obraz bodu A.

13.1 Kolineace kružnice a kuželosečky

Kuželosečce odpov́ıdá v kolineaci zase kuželosečka. Obrazem kružnice v
kolineaci tak může být elipsa, parabola nebo hyperbola. Na čem to záviśı?

Př́ıklad 13.10. Sestrojte elipsu, která odpov́ıdá kružnici k v kolineaci dané
osou, středem a úběžnićı.

Při konstrukci obrazu kuželosečky v kolineaci využ́ıváme následuj́ıćı
vlastnosti:

1. Tečna kuželosečky k přejde kolineaćı v tečnu kuželosečky k′.

2. Dvojpoměr se kolineaćı zachovává.
3. Př́ımkám rovnoběžným s osou kolineace odpov́ıdaj́ı př́ımky téhož směru.
4. Kuželosečky k, k′ odpov́ıdaj́ıćı si v kolineaci maj́ı společné pr̊useč́ıky s
osou kolineace a společné tečny vedené k nim ze středu kolineace.
5. Polárńı vlastnosti kuželoseček:
- Je-li př́ımka p polárou bodu P vzhledem ke kuželosečce k, pak body
dotyku T1, T2 tečen kuželosečky k z bodu P jsou pr̊useč́ıky p s k.
- Bod P indukuje na kuželosečce involuci.
- Dva body, z nichž každý lež́ı na poláře toho druhého vzhledem k téže
kuželosečce, se nazývaj́ı sdružené póly.

6. Pr̊uměr kuželosečky
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- Každá vlastńı př́ımka, jej́ıž pól je bod nevlastńı.
- Spojnice bodu dotyku dvou rovnoběžných tečen kuželosečky (kromě paraboly).
- Spojnice pr̊useč́ıku dvou tečen kuželosečky se středem úsečky určené body
dotyku těchto tečen s kuželosečkou.
- Spojnice středu dvou rovnoběžných tětiv.
- Každá př́ımka procházej́ıćı středem kuželosečky (středové).

7. Střed kuželosecky
- Pro středové kuželosečky (elipsa, hyperbola) je to pól nevlastńı př́ımky.
Pól nevlastńı př́ımky vzhledem k parabole je bod dotyku nevlastńı př́ımky
s parabolou.

Př́ıklad 13.11. Sestrojte parabolu, která odpov́ıdá kružnici k v dané kolin-
eaci.

Př́ıklad 13.12. Sestrojte hyperbolu, která odpov́ıdá kružnici k v dané ko-
lineaci.

Př́ıklad 13.13. Sestrojte kuželosečku, znáte-li tři jej́ı body a dvě tečny.

Řešeńı: Viz Obr. 13.5

Figure 13.5: Konstrukce kuželosečky (elipsy) z daných 3 bod̊u a 2 tečen

Př́ıklad 13.14. Středová kolineace v E2 je dána osou o: y = 0, středem
S =< 1, 0, a > a dvojićı bod̊u B =< 1, 0, b >, B′∞ =< 0, 0, b′ > . Volte hod-
noty parametr̊u a, b, r tak, aby obrazem kružnice x2+y2 = r2 byla postupně
parabola, hyperbola a elipsa. Sestrojte.
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