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1 Inverze

V této kapitole se nejprve seznamime s inverzi jako takovou, potom se zamérime na jeji konkrétni
priklady, sférickou inverzi v trojrozmérném prostoru a kruhovou inverzi v roviné. Kruhové inverzi se
budeme podrobné vénovat i v piisti kapitole. Otézka inverzi je pojedndna v [14] na str. 83-92.

Definice 1 (Inverze). Inverze se stredem S a koeficientem k (k # 0) v eukleidovském prostoru E,,
je zobrazeni mnoziny E, — {S} na sebe, které kazdy bod X zobrazi na bod X' tak, Ze

a) pro k> 0 jsou poloprimky SX,SX' totozné, pro k < 0 jsou potom opacné,

||

|SX|

b) |SX'| =

Je ziejmé, ze body S, X (vzor) a X' (obraz) jsou kolinedrni. K urceni inverze staci zadat stred S a
dvojici bodu, napi. A, A’, ve vztahu vzor a obraz.

Poznamka. Definice inverze je na prvni pohled analogickd s definici stejnolehlosti. Definice téchto
dvou zobrazeni v eukleidovském prostoru se lisi akordt ve vztahu mezi vzdalenostmi |[SX'| a [SX].
Zatimco u stejnolehlosti je |SX'| piimo umérnd |SX| (tj. |[SX'| = |SX]|, kde & je koeficient ste-

jnolehlosti), u inverze je |SX’| neptimo umérna |SX| (tj. |SX'| = kde k je koeficient inverze).

K
|SX|

PRIKLAD 1.1. Dokazte, zZe zobrazeni v roviné, jehoz princip je naznacen na Obr. [ (kruznice
k mad stred S a polomeér r; body X, X' a S lezi v primce p), splniuje definici inverze.

-
-
-
-
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Obrazek 1: Inverze v roviné

T2

|SX|

splituje definici inverze dané stiedem S a koeficientem x = r%, kde r je polomér dané kruznice k.
Jedna se o tzv. kruhovou inverzi uréenou kruznici k. Tomuto zobrazeni se budeme podrobné vénovat
v kapitole 2l Tam si také uvedeme jesté jeden mechanismus prifazeni obrazu danému bodu v kruhové
inverzi.

Zobrazeni tak

Resend: 7 podobnosti trojihelnikit ASXP ~ ASQX' vyplyva vatah |SX'| =



1.1 Sféricka inverze

Nyni uvazujme trojrozmérnou variantu Obr. [[l kde misto kruznice k figuruje sféra (kulové plocha)
w se sttedem S a polomérem r a misto ptimky p je dana rovina p prochazejici bodem S, kolmo na
spojnici dvou diametralné protilehlych bodu (pélu) P, Q, viz Obr. 2

Obrazek 2: Inverze v prostoru — Sféricka inverze

Jedna se o tzv. sférickou inverzi uréenou sférou (kulovou plochou) w se stiedem S a polomérem r.
Opét, tak jako v piipadé rovinné varianty z prikladu [T, neni obtizné dokazat, Zze toto zobrazeni
prifazujici bodu X € p obraz X' € p splnuje definici [l Postup tohoto pfifazeni lze pritom popsat
pomoci slozeni dvou zobrazeni, z nichz jedno je tzv. stereografickd projekce a druhé je zobrazeni k této
projekci inverzni.

1.2 Stereograficka projekce

Pojednéni o tomto zobrazeni a jeho vlastnostech 1ze najit napf. v [7]. Zde je také uvedena informace,
ze se stereografickym prumeétem pracoval jiz kolem roku 150 pf. n. L.

Obrazek 3: Stereograficka projekce


https://cs.wikipedia.org/wiki/Hipparchos

Definice 2 (Stereografickd projekce). Stereograficky primét kulové plochy je stredovym primétem
kulové plochy pro stred promitdini S leZici na kulové plose w a pro prumétnu m rovnobéznou s tecnou
rovinou kulové plochy ve stredu promitdini S, viz Obr.[3 [7]

Poznamka. Prumétna 7 se vétsinou voli tak, jak je zndzornéno na Obr. B tj. prochazi stredem O
kulové plochy kolmo na primku OS.

Stereograficka projekce ma dveé dulezité vlastnosti:

(1) Kruznice kulové plochy w se promitaji opét do kruznic, viz Obr. [l

Obrazek 4: Obrazem kruznice je opét kruznice

(2) Uhel dvou kiivek kulové plochy w se u jejich obrazii zachovava, (zobrazeni, kterd zachovévaji
velikost thlu nazyvame konformni), viz Obr.

Obrazek 5: Velikost 1ihlu se zachovava



1.3 Vybrané vlastnosti sférické inverze

Podivame-li se zpét na Obr. 2 vidime, ze sférickou inverzi lze slozit ze dvou zobrazeni. Bod X se
nejprve zobrazi na bod X, prostfednictvim inverzniho zobrazeni ke stereografické projekci z bodu P
na rovinu 7, potom se bod X zobrazi na X’ ve stereografické projekci z bodu ) na rovinu 7.

Inverze je involutorni zobrazent, to znamenad, ze je-li obrazem bodu X bod X', je obrazem bodu X’

bod X.

Ptitom body uvnitf sféry (v pripadé kruhové inverze pak kruznice) se zobrazuji vné, a naopak body
vné sféry (kruznice) se zobrazuji dovnit. Body sféry (kruznice) jsou potom samodruzné.

Snadno ovéiime skutecnost, ze priblizuje-le se bod X ke stfedu S inverze, jeho obraz X' se neomezené
vzdaluje. Prirozené se tak nabizi myslenka, ze obrazem bodu S, ktery je v definici [l z eukleidovskOho
prostoru vynat, je bod v nekoneé¢nu. Tuto myslenku precizuje zavedeni tzv. Mobiova prostoru, viz
napi. [14], str. 85 (August Ferdinand Mobius, 1790-1868).

Mobiovym prostorem rozumime eukleidovsky prostor E, rozSiteny o tzv. nevlastni bod, tj. bod
,v nekone¢nu“. Znacime ho M, = E, U {oo}. Tento nevlastni bod je potom v Mobiové prostoru
obrazem stiedu inverze S.


https://en.wikipedia.org/wiki/August_Ferdinand_M%C3%B6bius

2 Kruhova inverze

Definice 3. Kruhovd inverze urcend kruznici w(S,r) (viz Obr.[@) je zobrazent, které kazdému bodu
X # S pritadi bod X' timto zpisobem:

(1) X' € = SX,
(2) 1SX|-|SX'| = r?.

Obréazek 6: Kruhova inverze

7 definice vyplyva, ze kruhova inverze je involutorni zobrazeni, tj. obrazem bodu X’ je bod X.

Otéazkou je, jak toto zobrazeni konstrukéné provés. Na Obr. [l je jeden mozny zpusob, zalozeny, jak
uz vime, na projekcich z bodu P a ). Obvykle se vSak pouziva jiny zpusob, zalozeny na Eukleidové
vété o odvésné. Nyni se s nim pomoci Obr. [ sezndmime. Jestlize T je bod dotyku teény kruznice

Obréazek 7: Kruhova inverze — konstrukce obrazu bodu X

w vedené z bodu X, je AXST pravouhly trojihelnik s preponou XS. Potom pro patu Y vysky
sestrojené z vrcholu T' na preponu XS dle Fukleidovy véty o odvésné pravouhlého trojuhelniku plati

1SY|-SX]| = 2.

'Pfi rysovani v GeoGebie tuto otdzku fesit nemusime. Program m4 implementovan ndstroj Kruhovd inverze. Pii
jeho pouziti staci zadat bod, ktery chceme zobrazit a urcujici kruznici.



Je tedy zrejmé, ze bod Y je obrazem bodu X v souladu s definici Bl Prislusnou konstrukei proto
muzeme pouzit k sestrojeni obrazu bodu v kruhové inverzi. Pfitom je tfeba mit na paméti, ze kruhova
inverze je involutornim zobrazenim. Obrazem bodu Y (vnitini bod kruznice w) je tedy naopak zase
bod X (vnéjsi bod kruznice w). Pro uplnost pfipomenme, ze body kruznice w jsou samodruzné,
zobrazi se samy na sebe, opét v souladu s definici

2.1 Vybrané vlastnosti kruhové inverze

Kruhova inverze je ptikladem nelinedrniho zobrazeni, nejednda se o afinni zobrazeni, pitimka se az na
specidlni piipady nezobrazuje na piimku (pfimky, které neprochédzeji stredem inverze, se zobrazuji
na kruznice).

Z definice inverze je patrné, ze vnitini body urcujici kruznice (sféry) se zobrazuji na vnéjsi body a
naopak.

Inverze je tzv. konformni zobrazeni, tj. zachovava velikost thlu.

Jak je na tom kruhova inverze se samodruznymi utvary? Samodruznymi body jsou body urcujici
kruznice. Samodruznymi primkami jsou ptimky prochéazejici sttedem inverze. Samodruzné jsou ty
kruznice, které ortogonalné protinaji urcujici kruznici.

Nyni si tyto vlstnosti uvedeme formou vét (jejichz dukaz je vsak vétsinou prenechén ¢tenéii).

Veéta 1. Vnaitrni body urcujici kruznice se zobrazi na vnéjsi body této kruznice a naopak, vnéjsi body
se zobrazi na vnitrng.

Véta 2. Jestlize jsou A', B' obrazy bodu A, B v kruhové inverzi, jejiz stred S nelezi na primce AB
(viz Obr.[8), potom |LSAB| = |£SB'A'|.

Obrézek 8: |/ SAB| = |/SB'A|

SA SB
Diikaz. 7 definice kruhové inverze vyplyva |SA'|-|SA| = |SB'|-|SB| = r?, tj. ||SB’|| = ||S—A|| Protoze
trojihelniky ABS a B’A’S maji spolecny thel pii vrcholu S, jsou podle véty sus podobné. O



Véta 3. Body primky prochazejici stredem inverze S se zobrazuji opét na tuto primku. S vyjimkou
stredu S.

Véta 4. Obrazem primky p, kterd neprochazi stiedem inverze S, je kruznice p' prochdzejici stiedem
S. Kromé bodu S.

Véta 5. Obrazem kruznice prochdzejici stredem inverze S (kromé bodu S ) je primka, kterd neprochdzi
stredem inverze S.

Obrazek 9: Obrazem piimky p je kruznice p’ a naopak.

Dikaz. Pii znalosti Thaletovy kruznice lze tuto vétu dokéazat jako dusledek véty 2 viz Obr. @ O

Véta 6. Obrazem kruznice, ktera naprochazi stredem inverze S je kruznice.

Obréazek 10: Obrazem kruznice k, kterd neprochézi stiedem S, je kruznice k' a naopak.

Diikaz. K dukazu lze vyuzit mocnost bodu ke kruznici, konkrétné mocnosti bodu S ke kruznicim k

a k', viz Obr. 10O O
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Poznamka. Na Obr. [I( je patrnd jedna typicka vesmés vSak opomijend vlastnost kruhové inverze,
ze obrazem stiedu kruznice k nenf stied kruznice k', viz body O a O’ na obrazku.

Veéta 7. Nutnou a postacujici podminkou, aby kruznice k se stredem O, ruznd od urcéujici kruznice
w, byla v kruhové inverzi samodruznd je, aby ortogonalné protinala urcéujici kruznici inverze w.

Obrazek 11: Samodruznda kruznice k ortogonalné protind urcujici kruznici w.

Diikaz. K dukazu opét vyuzijeme mocnost bodu ke kruznici, konkrétné mocnost bodu S ke kruznici

k, viz Obr. 1l !

Poznamka. Na Obr. [[I] opét stoji za pozornost fakt, ze ackoliv se kruznice k zobrazuje sama na
sebe, jeji stted O se zobrazuje na jiny bod O’.

Véta 8. Necht jsou a,b dvé kruznice nebo primka a kruznice, které se dotiykaji. Potom:

a) Jestlize se dotykagi v bodé T # S, kde S je stied inverze, potom se dotykaji i jejich obrazy v bodé
T', ktery je obrazem bodu T .

a) Jestlize se dotykaji ve stredu inverze S, potom jsou jejich obrazem primky o' || .

Obrazek 12: Zachovani incidence v kruhové inverzi

11



2.2 Analytické vyjadreni kruhové inverze

Pii odvozeni analytického vyjadieni kruhové inverze se stiedem S a koeficientem k vyjdeme z Obr. [[3]
kde je uvazovand inverze zaddna urcujici kruznici w se stiedem S a polomérem r (vime, ze plati

r? = k). Vztah mezi body S, X a X’ mizeme v kazdém okamziku popsat rovnosti

[SX'| = k- |SX], (1)

kterd sice pripomind stejnolehlost, 1isi se vSak od ni tim, zZe hodnota k neni konstantni, ale zavisi na
X (misto k by asi bylo vhodngjsi psat k(X )). Vime prece, ze kruhova inverze je definovéana vztahem

K

Déme-li vztahy () a () dohromady, dostaneme pro k vztah

K

k= oxp (3)

Nyni stac¢i rovnost () prepsat do tvaru X' — S = k- (X —5), odkud po dosazeni z [B]) odvodime
koneéné analytické vyjadreni kruhové inverze. Pro obraz X’ bodu X v kruhové inverzi se stredem S

a koeficientem r tak plati
K

X’:S—Fm'(X—S), (4)
pripadné
2
, r
X:S—FW'(X—S), (5)

pro urcujici kruznici w se sttedem S a polomérem r.

Obrazek 13: Analytické vyjadieni kruhové inverze.
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2.3 Cviceni — kruhova inverze

1. V jaky utvar prevede kruhova inverze kruznici a jeji dvé tecny, které jsou

a) ruznobézné, b) rovnobézné?

2. Prozkoumejte obrazy téchto dvou utvaru v kruhové inverzi:

a) dvé na sebe kolmé primky, b) kruznice a piimka, kterd prochézi jejim stiedem.

3. Je dédna primka p, kterda protina danou kruznici £ v bodech K, L a je dan bod B, lezici mimo
pifmku p i kruznici k. Bodem B vedte kruznici, kterd se dotyka p i k.

4. Sestrojte kruznici prochazejici danymi body A, B a dotykajici se dané kruznice k; body A, B jsou
vnéjsi body kruznice k.

5. Jsou déany tii kruznice ki, ko, k3, které se navzajem protinaji a vSechny prochézeji bodem O.
Sestrojte kruznici k, ktera se dotyka kruznic ky, ks, k3.

6. Jsou dany tii kruznice ki, ko, k3, z nichz se kazdé dvé zvenku dotykaji. Sestrojte kruznici k,
dotykajici se danych kruznic.

7. Jsou dany dvé dotykajici se kruznice kq, ko a primka p. Sestrojte kruznici, ktera se dotyka kruznic
k1, ko a primky p.

8. Jsou dany dvé primky pq, ps a kruznice k, ktera se dotyka ptimky p;. Sestrojte kruznici, ktera se
dotyka piimek pq, po a kruznice k.

9. Jsou dany dveé dotykajici se kruznice ki, ko a ptimka p. Sestrojte kruznici se stfedem na ptimce p,
ktera se dotyka kruznic kq, ko.

10. Jsou déany tii kruznice kq, ko, k3, z nichz k; a ko se protinaji v bodech A, B; k3 lezi vné ky i ko.
Sestrojte kruznici k, ktera se dotyka kruznic kq, ko, k3.

11. V roviné je dan trojuhelnik ABC. Najdéte stted kruhové inverze zobrazujici bod A na bod B,
je-li bod C' samodruzny.

12. Urcete stied kruhové inverze s koeficientem 2, pii které se bod [1, 0] zobrazi na bod [2,0].

13. Existuje kruhové inverze, pii niz jsou body [—1, 0], [1, 0] samodruzné a bod [0, 0] se zobrazi na
bod [0, 1]7 Pti kladné odpovédi urcete stied této inverze, koeficient a analytické vyjadieni.

14. Pii kterych kruhovych inverzich se zobrazi bod [0, 1] na bod [0, 9] a bod [2, 0] do vlastniho bodu
na ose x? Urcete vzdy stied a koeficient inverze.

15. V omezené nékresné je ddna piimka ¢ a na ni piistupny bod 7. Déle je dan neptistupny bod
M = pngq; p, q jsou primky. Sestrojte kruznici k, ktera prochazi bodem M a piimky ¢ se dotyka v
bode T.

16. V omezené nékresné sestrojte stted S kruznice k prochazejici nepiistupnymi body A = xNy, B =
uNwv a pristupnym bodem C' (z,y,u, v jsou dané piistupné piimky).
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3 Projektivni rozsireni £, prostoru FE,

Projektivnim rozsitenim eukleidovského prostoru F,, rozumime jeho doplnéni o nevlastni body. Vysledny
prostor znaé¢ime [E,. Takovéto rozsiieni eukleidovského prostoru ndm podstatné zjednodusuje popis
a zkoumani nékterych geometrickych vztahu. Vyuziva se tieba pii vykladu perspektivy, zavadéni
kolineace nebo pti zkoumani kuzelosecek a kvadrik.

3.1 Projektivni rozsireni roviny F,
Pifmka je urc¢ena bud dvéma body, nebo bodem a smérem (smérovym vektorem), viz Obr. [4 Dvé

piimky v roving, které nejsou totozné, maji bud jeden spoleény bod, nebo nemaji zadny spolecny
bod, ale maji spolecny smer.

Obrézek 14: Piimka je uréena bud dvéma body, nebo bodem a smérem (smérovym vektorem).

Kdybychom sméry ztotoznili s body, mohli bychom vyse uvedena tvrzeni nahradit témito jednodussimi:
Primka je urcena dvéema body. Dvé primky v roviné magi vidy alespon jeden spolecny bod.

Resenfm je doplnéni roviny o tzv. nevlastni body Nu, tj. body v nekonecnu, které si muzeme
predstavovat jako sméry vsech piimek roviny. Dusledkem zavedeni téchto nevlastnich bodu do euk-
leidovské roviny je jeji doplnéni také o tzv. nevlastni primku n.., kterd je z nevlastnich bodu slozena.

Prvotni predstava o nevlastnim bodu piimky je takova, ze je to bod této primky, ktery lezi v nekonec¢nu.
Proto je logické, ze nevlastni bod primky ztotoZnujeme s jejim smérem.

Definice 4 (Smeér). Je-li i libovolny nenulovy vektor, potom mnozZinu vSech vektoru ki, k € R nazgvdme
smérem, znacime (i0). Libovolny vektor daného sméru pak nazijvame reprezentantem tohoto sméru.

Potom muzeme projektivné rozsifeny prostor Es, chapat jako sjednoceni eukleidovského prostoru F,
s mnozinou v8ech sméru (V5) (kde V4 je zamérenim FEs), tj. s mnozinou vSech nevlastnich bodu N;

Ey = Ey U Ny, = By U (V3).

Bodem prostoru E, tak je jak bod, tak jak jej zname (tj. vlastni bod), tak i smér (tj. nevlastni bod).

Poznamka. Kazd4 vlastni piimka mé prave jeden nevlastni bod (smeér).
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3.2 Homogenni souradnice v Ej

Je otdzka, jak reprezentovat body projektivné rozsiteného prostoru Es,. Tato reprezentace by méla
byt na jedné strané jednotna, na druhé strané by vsak méla dovolovat rozlisSovat mezi body vlastnimi
(tj. body puvodniho eukleidovského prostoru E,) a nevlastnimi (tj. sméry zaméreni V5 puvodniho
eukleidovského prostoru Ej).

Tento na prvni pohled obtizny tkol elegantné tesi zavedeni tzv. homogennich soutadnic. Homogenni
soufadnice v Fy jsou vysledkem projektivniho rozsifeni, to jest ztotoznéni vlastnich i nevlastnich
bodti prostoru Fy se sméry (V3) prostoru Es. Soutadnice vektoru z Vi, ktery ukazuje na konkrétni
bod prostoru F, potom nazyvame aritmetickym zdstupcem tohoto bodu.

y
1 " U=(XUsyU!0)
— Q///..
A
e
N N T — -
" - x
1 A=(xs,¥p,1)
ATA
]
E,
Z

Obréazek 15: Myslenka zavedeni homogennich souradnic.

Myslenka zavedeni homogennich soutradnic je zalozena na tom, ze celou projektivné rozsitenou euklei-
dovskou rovinu F, ,,umistime“ do eukleidovského trojrozmérného prostoru Fs, vhodné v ném zvolime
pevny bod Q a viechny body prostoru Fs ztotoznime se sméry ,pohledi® z tohoto bodu, tj. s vek-
tory z vektorového prostoru V3. Mozné teSeni je zachyceno na Obr. Eukleidovsky prostor Es je
znazornén modrou (spodni) rovinou, ta tedy predstavuje mnozinu vlastnich bodi. Nevlastnim bodum,
tj. smérum piimek z F5, potom odpovidaji vektory rovnobézné s touto rovinou. Pro zjednoduseni
nasich predstav volime umisténi vSech téchto vektoru v bodé (). Nevlastni body potom vyplnuji
¢ervenou (horni) rovinu. Zvolime-li kartézskou soustavu soutadnic ,hostitelského“ prostoru Ej tak,
aby jeji pocatek splyval s bodem @), osy x,y lezely v roviné rovnobézné s E, a osa z byla orientovana
tak, ze jeji prusecik s rovinou E, ma soufadnici 1, jak vidime na Obr. [[H je zfejmé, ze kazdy vlastni
bod X mé v této soustavé souradnice X = (z,y,1), kde x,y jsou kartézské soufadnice bodu X
v roviné Fjy, zatimco nevlastni bod U ma soutadnice U = (uy, ug, 0). Tak se ndm podafilo doséhnout
vytéeného cile. Uvedeny postup neni samoziejmé jediny. Neni napf. nutné, aby tfeti soutadnice
vlastniho bodu byla 1. Protoze ndm jde o smér ,pohledu* z bodu ) do daného bodu, neni nezbytné,
aby vektor tohoto sméru v prislusném bodé koncil. Podstatné je, aby timto bodem prochazela piimka
tohoto sméru. Obecné tak muze byt treti souradnici vlastnitho bodu jakékoliv nenulové ¢islo.

Pokud vsak vSechny souradnice timto nenulovym ¢islem vydélime, dostaneme vyse uvedeny specidlni
pripad homogennich soutadnic, ktery také odpovida situaci na Obr. Hovoiime o tzv. afinnich ho-
mogennich souradnicich. Ty nam zpusobem svého zavedeni umoznuji v pripadé vlastnich bodu prejit
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k afinnim (nebo primo kartézskym) souradnicim v E,,. V piipadé nevlastnich bodu pak k souradnicim
prislusnych smérovych vektortu ve V,,. Pro zjednoduseni vsak budeme nadale pouzivat pro tento typ
soufadnic vesmés oznaceni homogenni souradnice.

(Afinni) homogenni souradnice vlastniho bodu X € Ey:

hy h
X = (h1, ho, h3) = <h_;’h_§’ 1> = (21,22, 1).

(Afinni) homogenni soufadnice nevlastniho bodu (sméru) Z € Ey:

7 = <21,ZQ,O>.

Potom (zq,x2) jsou afinni (nebo rovnou kartézské) soutfadnice bodu X v Es, zatimco (21, z2) jsou
afinni (nebo rovnou kartézské) souradnice smérového vektoru 2z ve V5.

Rovnice piimky v £

V E, existuji rizné zpusoby vyjadieni piimky, kterd je v E, ddna obecnou rovnici ax + by + ¢ = 0.
x
Uvazujeme-li homogenni soufadnice jejtho libovolného bodu X ve tvaru X = (z,y,2) = (-, y, 1),
2’z
jeji obecna rovnice je ve tvaru

ar + by +cz = 0.

Je-li pfimka dédna dvéma body A, B s homogennimi souradnicemi A = (ay,as,as), B = (by, b, bs),
muzeme ji zadat pomoci rovnice

X=a-A+p-B,

ktera vyjadiuje jeji obecny bod X jako linearni kombinaci bodu (sméru) A, B. K vyjadreni téhoz lze
vyuzit i determinant. Rovnice ptimky dané body A, B mé potom tvar

T Y z
a; as ag | = 0.
by by bs

PRiKLAD 3.1. V roviné Ey je ddna primka 2z + 5y + 7 = 0. Vypoctéte (afinni) homogenni
souradnice jejiho nevlastniho bodu.

PRIKLAD 3.2. V rovine Ey jsou ddny body A = (0,3,2), B = (2,8,2). Napiste rovnici primky
AB.

PRIKLAD 3.3. V roviné Eyje A=(1,2,0),B=(1,1,-1),C = (0,1,0), D = (1,0, —3). Urcete
souradnice pruseciku primek AB a CD.
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Rovnice kuzelose¢ky v Fj

Kuzelosecka s algebraickou rovnici ve tvaru axz? + 2bxy + cy® + 2dx + 2ey + f = 0 ma v E, homogenn{
rovnici
az? + 2bxy + cy® + 2dxz + 2eyz + f22 = 0.

PRiKLAD 3.4. Vi roviné Ey je dana kuzelosecka 2% +y? + 2xy — 62 — 4y + 2 = 0. Vypoctéte
jegi nevlastni body v Es.

3.3 Zobecnéni

Myslenku projektivniho rozsiteni roviny muzeme zobecnit na prostor dimenze n. Vysledny prostor
nazyvame projektivni prostor P, a lze ho ztotoznit s mnozinou sméru (V,,11):

Pn = En - <Vn+1>

(Afinn{) homogenni souradnice: X = (1, ..., ZTp, Tpi1)-
PRiKLAD 3.5. Napiste rovnici roviny, kterd prochdzi body A = (2,—1,1,2), B=(—1,0,0,1),C =
(=3,2,2,3).

PRiKLAD 3.6. V prostoru As urcete prisecik P primky AB s rovinou CDE; A = (0,1,0,1), B =
(—1,1,2,0),C = (0,0,0,1), D = (1,2,0,1), E = (0,2, -5, 1).

3.4 Cviceni — projektivni rozsifeni prostoru

1. V roviné je dédna ptimka 2z — 3y + 7 = 0. Napiste jeji rovnici v prislusnych afinnich homogennich
soutadnicich a vypoctéte jeji nevlastni bod U.

2. V prostoru £ je pifmka popsdna v afinnich homogennich soufadnicich rovnicemi
2?[71 -+ 3?[72 — 4?[73 + 51‘4 = O,

Tx1 — 4xy + dxs — 4y = 0.
Vypoctéte jeji nevlastni bod U.

3. Napiste rovnici roviny, kterd v prostoru P3 prochéaz body A = (2,—-1,1,2), B=(-1,0,0,1),C =
(—3,2,2,3).

4. Kazda shodnost muze byt v homogennich soutadnicich vyjadiena jednou matici. Pokuste se najit
prislusné matice.

5. Urcete obrazy bodu A = [2,5], B = [-1,0] v rotaci R(S,a); S = [1,2],a = 7/3. Pouzijte matici
v homogennich soutadnicich.

6. V prostoru Ej urcete pruseéik P pifmky AB s rovinou CDE.
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A=(0,1,0,1), B=(-1,1,2,0), C =(0,0,0,1), D =(2,0,1,1), £ =(0,2,-5,1).

7. Rovnice kuzelosecek prepiste do homogennich soufadnic a urcete jejich nevlastni body.
a) —2% + 2xy + 3y* — 2r + 4y + 1 =0,

b) x? + dxy + 4y? — 4x — 8y + 3 = 0,

c) x? — by + 6y? —2xr +1=0.

8. V projektivnim prostoru P, najdéte spoleény bod M rovin

Ty — To + 223 + x4 — 3Bxy = 0,
21’1 + To + 41'3 + 3{L‘4 - 101‘5 = O,
- 61’2 + 2?[73 + 3ZL‘4 + 5 = O,

2¢¢ + 10z — 223 — 4xy — 625 = 0.
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4 Dvojpomeér

Pro kazdé geometrické zobrazeni jsou typické urcité vlastnosti, které se pti ném zachovavaji. Hovorime
o tzv. invariantech daného geometrického zobrazeni. Pro shodné zobrazeni je to napt. vzdalenost
bodu, pro podobné zobrazeni pomér vzdalenosti bodu, pro afinni zobrazeni je to potom délici
pomeér. Nyni nds bude zajimat projektivni invariant (tj. vlastnost, kterd se zachovavé napt. pfi
sttedovém promitani mezi dvéma ruznobéznymi rovinami v trojrozmérném prostoru, nebo mezi
dvéma ruaznobéznymi piimkami v roviné). Jak je patrné z Obr. [[6 délici pomér to byt nemuze.
Ukaze se, ze timto invariantem je tzv. dvojpomér (viz véta[[2 Pappova véta o projektioni invariant-
nosti dvojpoméru). Dvojpomérem (ABC D) étyt ruznych kolinedrnich bodu rozumime pomér délicich
poméru (ABC)/(ABD) (viz nasledujici definice [Bl). Pro podrobnéjsi studium otézek invariantu geo-
metrickych zobrazeni, zvlasté pak dvojpoméru, lze doporucit [§].

Vyse uvedené tivahy o invariantech muzeme shrnout takto:
e vzdalenost — metricky (eukleidovsky) invariant,
e délici pomeér — afinni invariant,

e dvojpomér — projektivni invariant.

Obréazek 16: Stredové promitani mezi dvéma ruznobéznymi piimkami (rovinami) na rozdil od
rovnobézného nezachovava délici pomeér (sledujte, jak se zobrazuje bod Z, stied tsecky XY).

(ABC)

Definice 5 (Dvojpomér). Necht A, B, C, D jsou ¢tyri navzdjem rizné body primky. Cislo § = (ABD)

nazyvame dvojpomeérem bodu A, B,C, D (v tomto poradi) a znacime § = (ABCD).

Poznamka. Zapisem (ABC), resp. (ABD), rozumime délici pomér bodu C, resp. D, vzhledem
k bodum A, B.

PRIKLAD 4.1. Na primce p jsou ddny body A, B. Sestrojte na primce p bod C' tak, aby délici
pomeér (ABC) = X byl roven danému éislu.

a) A =3,
b) A =1,
c) A= -2
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PRIKLAD 4.2. Urcete hodnoty délicich pomeéri (ABCy), (AByC), (AxBC), kde Aso, Boo, Coo
jsou nevlastni body.

Reseni: (ABCy) =1, (AB,C) =0, (A BC = o).

PRiKLAD 4.3. Jak vidime na Obr.[T7, na primce p jsou ve stejnijch vzddlenostech postupné
umistény body A, B,C, D. Urcete hodnotu dvojpoméru (ABCD).

Obrazek 17: Urcete hodnotu dvojpoméru (ABCD).

Veéta 9. Dvojpomer ctyr bodu se mezméni, vymenime-li vzdjemné dva z nich a zdaroven jesté oba
zbyvagict, t.j. plati (ABCD) = (BADC') = (CDAB) = (DCBA).

Diikaz. Dokazeme piimo, rozepsanim dle definice [l O

Véta 10. Vymenime-li posledni dva body mezi sebou, zmeéni se hodnota dvojpoméru v hodnotu
prevrdcenou, t.j. plati (ABCD) = m

Diikaz. Dokazeme piimo, rozepsanim dle definice [l O

Definice 6 (Harmonické ¢tverice). Je-li (ABCD) = —1, rikdme, Ze body A, B,C, D tvoti harmon-
ickou ctverici bodi, nebo Ze body C, D jsou harmonicky sdruZeny vzhledem k bodum A, B, nebo Ze
body C, D oddéluji harmonicky body A, B.

PRiKLAD 4.4. Jsou-li na primce ddny body A, B, C, sestrojte bod D tak, aby A, B, C, D tvorily

harmonickou ctverici.

Resent: Jedna z moznych konstrukei harmonické ¢tvefice, zalozend na podobnosti trojihelniki, je
zobrazena na Obr. [I8. Vyjdeme z ni pii hledani postupu konstrukce, ktery by byl projektivné invari-
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Obrazek 18: Jedna z moznych konstrukei harmonické ¢tvetice
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Obrazek 19: Dalsi z moznych konstrukei harmonické ¢tvefice

antni (nemél by byt zalozen na rovnobéznosti).

Konstrukei nejprve modifikujeme (viz Obr. [[9) tak, ze dvojicemi bodu A, F' a B, E vedeme piimky,
jejichz prusecikem G nasledné vedeme rovnobézku n s primkami k,[. Prusecikem piimek n a p je
potom hledany bod D.

Nyni zbyva nahradit nevlastni prusecik piimek k, [, n vlastnim bodem ). Vysledkem je konstrukce
na Obr. R0, ktera je ekvivalentni s puvodni a pritom pfi ni nemusime vyuzivat rovnobéznost. Postup
této konstrukee je takovy, ze bodem C' vedeme libovolnou piimku m, na ni zvolime dva ruzné body
E. F a vedeme jimi ptimky k = AE a n = BF, jejichz prusecik nazveme (). Bod D je potom urcen
jako prusecik ptimek p a | = QG, kde G je prusecikem piimek AF a BE.

. 1
N \ nl | 7 k
~ 1!
\ /7
m~_ \ [
N \ L4
~ /
N \ #
~
~ \ ’Q
N \ 74
\\ \ / I'
N \ 4 Iy -
N \ 4 -~
~ 7 II _-
DY 4 Iy -~
\ 7/ 1 I P
\ﬂ/E o e
ZARNES I’ ' -
’ INRN _-
. NS IIF/’/
N \K
e <N
, _ Gl AN
ya /z’ 1\ 1 ~
Vs - AN | N
A= b/ NB  n.cC
-/’/ é \é >
—e & >
p //// 1 I\ N
-~ 1 [IIEN S
- ’ ~
-7 ’ ! [N So

Obrazek 20: Jednoduchd konstrukce harmonické ¢tverice

Body A, B, F, E na Obr. 20 (viz téz Obr. 21]) tvoii tzv. dplny ctyrroh. Takto nazyvame skupinu ctyt
bodu v roviné, z nichz zadné tii nelezi v jedné piimce. Body A, B, F, E potom nazyvame vrcholy
tUplného ctyirohu. Sest pifmek, které tyto vrcholy spojuji, nazyvame stranami tplného ctyirohu.
Tyto strany se protinaji jesté v dalsich ttech bodech G, C, @, jimz tikame diagondlni vrcholy uplného
ctyrrohw; trojuhelnik jimi urceny se nazyva diagondalni trojuhelnik a jeho strany diagondlnimai stranams
uplného ctyrrohu. Nalezend jednoduchd konstrukce harmonické ¢tvetice potom odrazi harmonickou
vlastnost iplného ¢tyirohu, kterd je formulovana v nésledujici véte, vice viz [6].
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Veéta 11. Na kazdé strané uplného ctyrrohu tvori oba jeho vrcholy a dvojice bodu, z nichZ jeden je
diagondlni vrchol a druhy je incidentni s jeho protéjsi diagondlni stranou, dvé dvojice bodu, které se
harmonicky oddélugi.

Obréazek 21: Uplny ¢tyiroh A, B, F, E a diagonalni trojihelnitk AGCQ.
Poznamka. Tvrzeni, ze body A, B, C, D (viz Obr. 20l a[21]) se harmonicky oddéluji znamen4, ze pro

dvojpomeér téchto bodu v uvedeném poradi plati (ABCD) = —1.

PRiKLAD 4.5. V P, jsou ddny body A = (1,2,3), B = (3,2,1),C = (1,1,1). Dokazte, Ze lezi
na primce a vypoctéte bod D tak aby (ABCD) = —1.

PRiKLAD 4.6. Stred isecky AB je harmonicky sdruZen s nevlastnim bodem primky, uréené
body A, B, vzhledem k bodum A, B. Dokazte.
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5 Pappova véta a jeji dusledky

Pappos z Alezandrie (7290-7350), fecky matematik a astronom. Pod oznacenim ,Pappova véta“
je uvadéno vice vét. Proto je tieba uvést, o jaké z téchto vét hovorime. Zde se budeme vénovat
Pappové veété o invarianci dvojpoméru pri promitani. Prestoze je dvojpomér invariantni vuci rovno-
béznému i sttedovému promitani, omezime se zde pouze na stredové promitani. Vuci rovnobéznému
promitani je invariantni i délici pomér. Pozdéji uvedeme jesté Pappovu vetu o sestiuhelniku.

5.1 Stredové promitani

Stredové promitani patii mezi zobrazeni zvana kolineace. Kolineace je nejobecnéjsim moznym zo-
brazenim, které zachovava linearitu geometrickych utvaru, [IJ.

Existuji ruzné druhy kolineaci. Zanedlouho se budeme zabyvat |stredovou kolineaci, znamou napft.
z kurzu deskriptivni geometrie.

Uvazujeme stiedové promitani v prostoru Fy nebo v prostoru FEs. Nejprve si probereme podobu
sttedovych prumétu zakladnich utvaru pii sttedovém promitani prostoru F3 do roviny m se stfedem

S(S¢).

Zobrazeni bodu

Viz Obr. Vlastni bod se zobrazi opét na vlastni bod (A — A’), nebo, pokud lezi v roviné p
prochézejici sttedem S rovnobézné s prumétnou m, zobrazi se na nevlastni bod (B — B._). Nevlastni
bod (tj. smér pifmky v E3) se zobrazi na vlastni bod, tzv. 1ibéznik (Us — U’), nebo, pokud pifmka
lezi v roviné p prochéazejici sttedem S rovnobézné s prumétnou 7w, zobrazi se sdém na sebe, tj. opét na
nevlastni bod.

Obrézek 22: Stiedové priméty bodu v Ej.

Zobrazeni primky

Viz Obr. Piimka se zobrazi opét na piimku (¢« — ', bod P je samodruzny, nazyvame ho
stopnik dané primky), nebo, pokud je ptimkou promitaci, tj. prochdzi stfedem S, zobrazi se na bod
(¢ — Q). Primka lezici v roviné p prochézejici sttedem S rovnobézné s prumétnou 7 se potom
zobrazi na nevlastni piimku roviny 7 (u — ) sdm na sebe, tj. opét na nevlastni bod.
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Obrazek 23: Stiedové priméty piimky v Es.

Zajimava je otézka, jak vypadaji stfedové pruméty dvou rovnobézek. Jak dokumentuje Obr. 24]
sttedovymi pruméty dvou rovnobézek jsou obecné dvé ruznobézky (a — a’,b — b;a || b,d’ } ),
jejichz spoleénym bodem je ubéznik (bod U’ na Obr. 4]), obraz nevlastniho bodu (sméru) téchto
rovnobézek.

Obrézek 24: Stiedové priméty rovnobézek v Ej nejsou rovnobézné.

Zobrazeni tusecky

Poznamenejme pouze, ze obrazem usecky ve stredovém promitani nemusi byt usecka. Jak vidime
na Obr. 25 tusecka AB v obecné poloze se zobrazi na tsecku A’B’, zatimco usecka DC'| ktera je
kolmé k prumétné 7 a jejiz jeden krajni bod D lezi v roviné p prochézejici stredem S rovnobézné s
prumeétnou 7, se zobrazuje na polopiimku s po¢atecnim bodem D', jejiz smér je dle orientace uvedené
na obrazku urcéen nevlastnim obrazem D, bodu D.
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Obrézek 25: Stiedové priméty bodu v Fj.

Zobrazeni roviny

Viz Obr. 28l Pokud je rovina promitaci, tj. prochazi bodem S, je jejim stfedovym prumétem piimka,
jeji stopa (¢ — p¥). V obecném piipadé je pak stfedovym prumétem roviny celd prumétna 7 (v — 7).
Prusecnici roviny s prumétnou nazyvame stopou roviny (piimky p® a p? na obrazku). Nevlastni
piimka roviny se promita do tzv. @béznice. Ubéznici rovniny « je piimka u'®.

Obrézek 26: Stiedové priméty roviny v Es.
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5.2 Pappova véta o invarianci dvojpomeéru

Véta 12 (Pappova véta o invarianci dvojpomeéru). Jestlize jsou A', B, C", D" rovnobézné nebo stiedové
pruméty étyr navzdjem riuznych bodu A, B,C, D primky p na primku p’ # p, potom (A'B'C'D’) =
(ABCD,).

Diikaz. Jak bylo jiz fe¢eno, omezime se pouze na sttedové promitani. Dukaz invariance dvojpoméru
vuci rovnobéznému promitani prenechavame laskavému c¢tendri.

SN Yy
\\I

\ N ~

yd

Obrazek 27: Pappova véta.

Dukaz naznacime pro konfiguraci bodu A, B, C, D dle Obr. Diskusi obecné platnosti prenechame
¢tendfi pro samostatnou praci.

Nebudeme dokazovat piimo rovnost (ABCD) = (A'B'C'D'’). Dokazeme, ze hodnota dvojpoméru
¢ty bodu na ptimce p, resp. p’, zavisi pouze na ihlech, které sviraji primky spojujici tyto body se
sttedem S (thly «, 3,7, na Obr. 27)). Protoze tak nezdvisi na umisténi piimky p, je pii zachovani
velikosti uvedenych thlu pro vSechny jeji polohy tento dvojpomeér stejny.

Pro dvojpomér (ABCD) plati
(ABC)

ABCD) = ——= 6
( ) (ABD)’ (6)
kde uvedené délici poméry muzeme vzhledem k Obr. 21 zapsat takto
|AC| |AD|
ABC) = — ABD) = ——. 7
( ) |BC’ ( ) |BD| (M)

Nyni provedeme ekvivalentni tpravy téchto rovnosti () tak, aby se v nich ,objevily“ vztahy pro
vypocet obsahu vybranych trojihelniku, které tvoii body A, B,C,D,S na Obr. (konkrétné se
jednd o AACS, ABCS,ABDS a ACDS):

_ |AC|] _ 3lACW _ Spacs
|BC| %|BC|’U SABCS’

ABC = = - ,
( ) |BD| %‘BD|’U SABDS

(8)

kde v je spolecna vyska téchto trojihelniku, tj. kolmé vzdalenost bodu S od primky p.
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Nyni vyjadrime kazdy z uvedenych obsahu trojihelniku za pouziti jinych zakladen a vysek

1 1
SAACS:§|AS||SC|SiIlOé, SABCS:§|BS||SC|SH16, (9)

1 1
SAADS:§|AS||SD|Sin7, SaBps = §|BS||SD|SH15. (10)
a dosadime do vztahu (g])

(ABC) = Saacs _ %|ASHSC|S%HQ _ |AS|S%I104’
Sapcs  3|BS||SClsinf  |BS|sinf

(11)

Saaps  5|AS|[SD[siny  |AS|siny

ABD) = = 12
( ) SABDS %|BS||SD|Sin5 |BS|sind’ (12)
zjednodusené tvary pak do ([I3])
|AS|sina
_|BS|sinp
(ABCD) = TAS e (13)
| BS| sin o
abychom po zjednoduseni dostali vztah
sin asin 0
ABCD) = ——— 14
(ABCD) sin B sin~y’ (14)
ze kterého vyplyva nezavislost hodnoty dvojpoméru (ABC D) na volbé piimky p. Je tedy
(ABCD) = (A'B'C'D’). (15)
O

Pappovu vétu muzeme formulovat i jednodussim zptisobem.
Véta 13 (Pappova véta o invarianci dvojpoméru II). Dvojpomeér se promitdinim neménd.

Poznamka. Pappova véta o invarianci dvojpoméru plati i v pripadé, Ze je jeden z uvazovanych bodu
nevlastni. Napiiklad pro D, (viz Obr. 28) plati

(ABCDy) = (ABC). (16)
Postup dukazu tohoto vztahu je analogicky s dukazem veéty [[2l Jak ukazuje Obr.28| body A, B, C, D,

kde D, je nevlastni, lezi na primce p. Je vsak tfeba mit na paméti, Ze pro jinou piimku, napi. p’ dle
Obr. 28 mohou byt vSechny ¢étyti body A’ B', C', D" vlastni.

Skutecnost uvedenou v posledni poznamce muzeme vyhodné vyuzit pii feseni nasledujictho prikladu.
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Obréazek 28: Pappova véta pro nevlastni bod.

PRIKLAD 5.1. Na primce p jsou ddny tri rizné body A, B, C'. Sestrojte bod D tak, aby (ABCD) =
i, kde p je dané cislo.

Resend: Viz Obr. Vyjdeme z toho, ze plati (ABCD) = (A'B'C'D!,) = (A'B'C"). Nejprve ses-
trojime (libovolnou) piimku p’ prochézejici bodem C' = C’, na ni potom zvolime body A’, B’ tak, aby
platilo (A’B’'C") = p. Jako prusecik piimek AA’, BB’ dostaneme stied S, kterym vedeme rovnobézku
s p'. Jejim prusecikem s p je hledany bod D.

Obrazek 29: Konstrukce daného dvojpoméru.

Dvojpomér ¢tyr primek

Z vyse uvedeného dukazu Pappovy véty (Vety [[2) vyplyvd, ze pravdivost jejiho tvrzeni zavisi pouze
na zachovani velikosti thlu mezi promitacimi piimkami a,b, ¢, d, viz Obr. Misto dvojpomeéru
¢tverice bodu A, B, C, D lezicich na jedné piimce p tak muzeme klidné uvazovat dvojpomér ¢tverice
piimek a, b, ¢, d prochézejicich jednim bodem S, viz Obr. Zaménili jsme tedy body za primky a
piimky za body, a dostali jsme opét smysluplny vztah. To je projevem tzv. principu duality v pro-
jektivni roviné, kterému se vénujeme v nasledujici kapitole .3l

Pro dvojpomeér ctyt piimek a, b, ¢, d z Obr. 27 a [30) ziejmeé plati

(abed) = (ABCD) = Smosino (17)

sin Bsiny’
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Obrazek 30: Dvojpomeér ¢tyt piimek.

PRiKLAD 9.2. Urcete hodnotu (abxy), jsou-li a,b dvé riznobéiné primky a x,y osy soumérnosti
uhlu, které primky a,b sviraji.

Reseni: Viz Obr. BIl Je zfejmé, ze plati (abxy) = —1.

Obrazek 31: Dvojpomér dvou riuznobézek a os jejich thla.

Analogicky s dvojpomérem ¢tyi piimek zavedeme dvojpomeér ¢tyr nevlastnich bodu a dvojpomeér étyt
rovin.

Dvojpomér ¢tyr nevlastnich bodu

(As BxCooDoo) = (abed).

Dvojpomér ¢tyr rovin

(afv0) = (abed).

Viz Obr. B2
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Obrazek 32: Dvojpomér ¢tyt rovin.

5.3 Princip duality v projektivni roviné

7 kazdé véty v rovinné projektivni geometrii dostaneme novou spravnou vétu, kdyz v ni prislusné
Yy ) y

pojmy nahradime pojmy s nimi dudlnimi, napiiklad slovo ,bod*“ nahradime slovem ,pfimka“ a

slovo ,,primka“ nahradime slovem ,,bod*“, pficemz incidenci zachovame. Kompletni prehled vzajemné

dudlnich pojmu a tvrzeni nabiz{ nésledujici tabulka [l Vzdjemnymi zdménami uvedenych pojmiu
Po) ] J y ych poj

vznikaji dvojice ,navzajem dudlnich vét*.

bod piimka

lezi na prochazi

piimka spojujici dva body prusecik dvou piimek
piimky prochazejici jednim bodem body lezici na jedné piimce
¢tytroh ctytstran

pol polara

mnozina bodu dané vlastnosti obalka

tecna bod dotyku

Tabulka 1: Vzajemné dudlni pojmy, [2]

Ukazka dvojice navzajem dualnich vét:

Véta 1: Dvéma ruznymi body prochazi jedinad primka.

Véta 2: Dvé ruzné piimky se protinaji v jediném bodé.

Poznamka. Dualizovat nelze vzdalenost a thel.
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5.4 Princip duality v praxi

Uplatnéni principu duality ilustruji také dvé nasledujici vzajemné dualni definice — definice tiplného
¢tyirohu (viz Obr. B3) a definice tiplného ctyfstranu.

Definice 7 (Upln}’f ¢tyiroh). Skupina ctyr bodu A, B, C, D v roviné, z nichZ Zddné tii nelezi v jedné
pitmee, se nazjvd uplny &tyiroh A, B, C, D. Body A, B,C,D se nazjvaji jeho vrcholy. Sest
primek, z nichz kazdd je incidentni se dvéema z téchto vrcholu, nazgyvame stranami upiného ctyrrohu
A, B,C,D. Tyto strany se protinaji jesté v dalsich trech bodech P,Q, R, jimZ rTikame diagonalni
vrcholy upiného ctyrrohu, trojuhelnik jimi urceny se nazyvd diagonalni trojihelnik o jeho strany
diagonalnimi stranami upiného ctyrrohu A, B,C, D.

Definice 8 (Upln}'f ctytstran). Skupina ¢tyr primek a,b, ¢, d v roviné, z nichZ Zddné tri neprochdzeji
tymz bodem, se nazjvd uplny &tyfstran a, b, ¢, d. Piimky a,b,c,d se nazjvaji jeho strany. Sest
bodu, z nichZ kaZdy je incidentni se dvéma z téchto stran, nazyvame vrcholy upiného ctyrstranu
a, b, c,d. Tyto vrcholy lze spojit jesté dalsimi trema primkamsi p, q,r, jimz Tikdme diagonalni strany;
troguhelnik jimi urceny se nazyvd diagonalni trojihelnik a jeho vrcholy pak diagonalnimi vr-
choly uplného ctyrstranu a, b, c,d.

Véta 14. Na kazdé strané tplného ctyrrohu tvori oba jeho wvrcholy (viz Obr. [33, body A, B) a par
bodu, z nichz jeden je diagondlni vrchol a druhy je incidentni s jeho protéjsi diagondlni stranou (viz
Obr. [33, body P', P"), dvé dvojice bodu, jez se navzdjem oddéluji harmonicky.

Obrazek 33: Uplny ¢tytroh.

Diikaz. Uvazujme nejprve sttedové promitani se stredem R, potom se stbedem (. Dostaneme
(DCPP")= (ABPP'"), (DCPP")=(BAPP), (18)

odkud plyne
1

(ABPP') = (BAPP') = m,

(19)
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tj.
(ABPP')* = 1. (20)

Protoze body P a P’ jsou oddéleny bodem B, musi byt dvojpomér (ABPP’) zéporny. Vysledkem
odmocneéni ([20) je tedy rovnost
(ABPP'") = —1. (21)

Tim je véta dokazana. O

Véta [[4 ndm dovoluje konstruovat harmonickou ¢tvetici jednoduse pomoci tuplného ¢tyirohu, jak
jsme uvedli jiz na str. 211

5.5 Cviceni — Pappova véta a princip duality

1. K vete [[4] vyslovte vétu dudlni a tu dokazte.

2. Dvé proteéjsi strany tiplného ¢tyirohu jsou harmonicky sdruzeny vzhledem k ptislusnym diagonalnim
stranam. Dokazte.

3. Ke konstrukci harmonické étvetrice bodu (doplnit D, zndme-li A, B,C') vymyslete konstrukci
dudlni, tj. konstrukci harmonické ¢tverice primek.
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6 Stredova kolineace

Jak naznacuje Obr. B4 stiedovd kolineace (se stiedem S), jako vzdjemné jednoznacné zobrazeni E,
na sebe, je vysledkem stiedového prumétu (se stiedem S’) sttedového promitani (se stfedem Sy) mezi
dvéma ruznobéznymi rovinami v prostoru Fjs.

Obréazek 34: Vznik stfedové kolineace

Definice 9 (Stfedova kolineace). Stredovou kolineact (1éZ perspektioni kolineact, osovou kolineact ¢i
homologii) rozumime vzdjemné jednoznacné zobrazeni roviny Ey téchto vlastnosti (viz Obr. [33):

1. Spojnice odpovidajicich si bodu prochdzeji pevnym bodem - stfedem kolineace.
2. Prusecik odpovidajicich si primek lezi na pevné primce - ose kolineace.

3. Incidence se zachovdva.

Poznamka. Tii kolinedrni body (tj. tii body na pifmce) pfejdou timto zobrazenim opét v body
kolinearni - proto KOLINEACE.

Poznamka. Stiredova kolineace je urcena:

- osou o (samodruznd piimka)
- sttedem S (samodruzny bod)

- dvojici odpovidajicich si bodu A, A’; S € AA’ nebo piimek p, p'; S & p,p'.
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Obrazek 35: Zobrazeni bodu ve stfedové kolineaci se stfedem S a s osou o

PRiKLAD 6.1. Ve stredové kolineaci uréené osou o, stredem S a dvojici bodu A, A’ sestrojte:
a) obraz bodu X,
b) obraz primky p.

PRIKLAD 6.2. Ve stiedové kolineaci urcené stredem, osou a jednim pdrem odpovidajicich si
primek sestrojte:

a) obraz bodu B,

b) obraz primky m.

Véta 15. Stred a kaZdy bod osy kolineace jsou jejimi samodruznymi body. Osa kolineace a kazZdd
primka prochdzejici jejim stredem jsou samodruzné primky.

Véta 16. Kolineace je urcena, je-li dan jeji stied, osa a jeden par odpovidajicich si boda nebo
7 J
primek, jez nejsou incidentni ani se stredem, ani s osou kolineace.

Charakteristika kolineace

(SALAA) = (SBiBB') = A

PRiKLAD 6.3. Stredovd kolineace je urcena stredem, osou a dvojici sobé odpovidagicich bodii.
Sestrojte obraz nevlastniho bodu U, primky p.

Reseni: Viz Obr.
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Obréazek 36: Zobrazeni nevlastniho bodu ptimky p ve stiedové kolineaci se stfedem S a s osou o

Ubéznik a ibéznice

e Ubéznik je bod, ktery je v dané kolineaci obrazem nevlastniho bodu (viz bod U’ na Obr. [30).

e Ubéznice je ptimka, ktera je obrazem nevlastni piimky.

PRIKLAD 6.4. Ub&nice je rovnobéind s osou kolineace. Dokazte.

Reseni: Dukaz zalozime na skutec¢nosti, ze osa kolineace je piimkou samodruznych bodu. Protoze
ubéznice je obrazem nevlastni piimky, nemuze mit s osou kolineace jiny spoleény bod nez bod
nevlastni.

PRIKLAD 6.5. Sestrojte ubéznici v kolineaci dané stredem, osou a
a) pdrem odpovidajicich si bodu,

b) parem odpovidagicich si primek.
Reseni: Resenf ad a) viz Obr. BT

PRiKLAD 6.6. Ve stredové kolineaci najdéte alespon jeden bod V, jehoZ obrazem je nevlastni
bod.

Veéta 17. V kolineaci existuji dvé ibeznice (1. a 2. ubéznice nebo ibéznice a protiubéznice). Vzdalenost
stredu kolineace od jedné z nich je rovna vzddlenosti osy kolineace od druhé z nich; pritom bud obé tyto
ubéznice lezi mezi stredem a osou kolineace, nebo stred a osa kolineace leZi mezi témito ubéznicems.

Veéta 18. Kolineace je urcena stredem, osou a jednou ubéznici.
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Obrazek 37: Zobrazeni iibéznice v’ ve stifedové kolineaci se stfedem S a s osou o

PRIKLAD 6.7. Ve stiedové kolineaci urcené stiedem S, osou o a ubéznici u sestrojte obraz bodu
A.

Veéta 19. Dvojpomér se kolineaci zachovava.

PRIKLAD 6.8. Stred isecky se kolineact vétsinou nezachovdvd. Ukazte.

PRIKLAD 6.9. Stiedovd kolineace je ddna stredem S, osou o a dvojici bodiu B, B.. Najdéte
obraz bodu A.

6.1 Kolineace kruznice a kuzelosecky

Kuzelosecce odpovida v kolineaci zase kuzelosecka. Obrazem kruznice v kolineaci tak muze byt elipsa,
parabola nebo hyperbola. Na ¢em to zavisi?

PRIKLAD 6.10. Sestrojte elipsu, kterd odpovidd kruznici k v kolineaci dané osou, stredem a
ubéznict.

Pii konstrukci obrazu kuzelosecky v kolineaci vyuzivame nasledujici vlastnosti:

1. Teéna kuzelosecky k prejde kolineaci v tecnu kuzelosecky &'
2. Dvojpomér se kolineaci zachovava.
3. Primkam rovnobéznym s osou kolineace odpovidaji ptimky téhoz sméru.

4. Kuzelosecky k, k' odpovidajici si v kolineaci maji spolecné pruseciky s osou kolineace a spole¢né
tecny vedené k nim ze sttedu kolineace.
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5. Polarni vlastnosti kuzelosecek:

- Je-li piimka p poldrou bodu P vzhledem ke kuzelosecce k, pak body dotyku 77, T5 te¢en kuzelosecky
k z bodu P jsou pruseciky p s k.

- Bod P indukuje na kuzelosecce involuci.

- Dva body, z nichz kazdy lezi na polaie toho druhého vzhledem k téze kuzelosecce, se nazyvaji
sdruzené poly.

6. Pramér kuzelosecky

- Kazda vlastni primka, jejiz pdl je bod nevlastni.

- Spojnice bodu dotyku dvou rovnobéznych tecen kuzelosecky (kromé paraboly).

- Spojnice pruseciku dvou tecen kuzelosecky se stredem tsecky uréené body dotyku téchto tecen
s kuzeloseckou.

- Spojnice stfedu dvou rovnobéznych tétiv.

- Kazdé primka prochéazejici sttedem kuzelosecky (stredové).
7. Stred kuzelosecky

- Pro stredové kuzelosecky (elipsa, hyperbola) je to pdl nevlastni piimky. P6l nevlastni piimky
vzhledem k parabole je bod dotyku nevlastni piimky s parabolou.

PRIKLAD 6.11. Sestrojte parabolu, kterd odpovidd kruznici k v dané kolineaci.
PRIKLAD 6.12. Sestrojte hyperbolu, kterd odpovidd kruznici k v dané kolineaci.
PRIKLAD 6.13. Sestrojte kuzelosecku, zndte-li tri jeji body a dvé tecny.

Resend: Viz Obr.

Obréazek 38: Konstrukce kuzelosecky (elipsy) z danych 3 bodu a 2 tecen

PRIKLAD 6.14. Stiedova kolineace v Es je dina osou o:y = 0, stiedem S =< 1,0,a >
a dvojici bodi B =< 1,0,b >, B/, =< 0,0,0 > . Volte hodnoty parametri a,b,r tak, aby obrazem
kruznice 2% 4+ y? = r? byla postupné parabola, hyperbola a elipsa. Sestrojte.
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7 Vybrané véty projektivni geometrie

7.1 Pappova véta o Sestitithelniku

Nésledujici vétu poprvé dokazal |Pappos z Alexandrie kolem roku 300 n. 1. Jeji vyznam pro zéklady
projektivni geometrie byl vsak rozpoznan az v 17. stoleti, [2].

Véta 20 (Pappova véta o Sestithelniku). Jestlize A, C, E je trojice kolinedrnich bodi leZicich na
primece k a B, D, F je dalsi trojice kolinedrnich bodu tentokrdt leZicich na l, a jestliZe se primky
AB,CD, EF protinaji v uvedeném poradi postupné s primkami DE, F A, BC, potom jejich pruseciky
P=ABNDE,Q=CDNFA a R=FEFNBC lezi v primce (viz Obr. [39, primka p, tzv. Pappova
primka).

Diikaz. Vétu zde uvadime bez dukazu. Pékny dukaz s vyuzitim Menelaovy véty| je publikovan v [2].
]

Obrazek 39: Pappova véta o Sestiuhelniku

,Projektivni charakter” véty R0l spociva v tom, ze pojednava cisté jenom o incidenci, bez jakékoliv
zavislosti na délkach usecek a velikostech whlu, i bez ohledu na usporadani bodu (viz Obr. AQ).

Obrazek 40: Pappova véta o Sestitthelniku, jind uspotadani vrcholu
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7.2 Sestitthelnik

Vyse uvedend véta je deklarovana ve spojeni s Sestitthelnikem. Je otazkou, s jakym. Jednd se
o Sestitthelnik ABCDEFGH (zZe jsou jeho vrcholy ,zprehdzené” a nejdou pékné ,dokola“, jak jsme
zvykli, to nevadi). Body P, @), R pak muzeme interpretovat jako pruseciky ,protilehlych stran* tohoto
Sestitthelniku (vice viz napi. https://en.wikipedia.org/wiki/Pappus%27s_hexagon_theorem).

Pro¢ néas zajima pravé usporadani Sesti bodu v roviné? Je znamo, ze kuzelosecka je jednoznacné
urcena péti body (viz napt. néstroj KuZelosecka dand péti body programu GeoGebra)!.

Vezmeme-li libovolnou pétici bodt, vzdycky je jimi urcena néjaka kuzelosecka. Nabizi se tak otazka,
jakou podminkou musi byt spjato Sest bodiu, aby vSechny lezely na jedné kuzelosecce. Takovouto
podminku, kterou spliuje Sest bodu lezicich na jedné kuzelosecce, objevil francouzsky matematik
a filozof |Blaise Pascal (1623-1662) a uvefejnil ji roku 1640 (objevil ji ve svych 16 letech!), [6].
Pascalove veté, ktera o této podmince pojdenavd, se budeme vénovat v nasledujici kapitole
Zde si nejprve uvedeme nékteré poznatky a dilezité pojmy souvisejici s ,,organizaci Sesti bodu do
formy Sestitthelniku.

Vzhledem k vyse uvedenému je pochopitelné, ze se budeme zabyvat Sesti body na kuzelosecce (pro
nazornost se omezujeme na kruznici nebo elipsu). Sest bodii na kuzelosecce, z nichz zadné t¥i sousedn{
nelezi v ptimce, muzeme chapat jako vrcholy Sestitthelniku, ktery je kuzelosecce vepsan. UvazZujme
jedno takové rozmisténd Sesti bodi na dané kuZeloseéce. Pokud budeme body (a jejich poradi jako
vrcholu Sestitthelniku) rozlisovat ocislovanim 1,2,3,4,5,6, je dobré si uvédomit, ze existuje tolik
vepsanych Sestithelniki odpovidajicich dané Sestici bodu, kolik je moznych zpusobu oc¢islovani (téz
muzeme fikat pojmenovdni) téchto bodu, tj. 6! = 720. Ptitom ale vzdy 12 z téchto Sestithelniku ma
stejny ,tvar® a lis{ se jenom pojmenovanim vrcholu (ktery z vrcholu mé ¢islo 1 a zda pokracujeme
v zaporném ¢i v kladném smyslu, tj. 6 moznosti ,oc¢islovani vrcholi* na jednu stranu a 6 moznosti
,ocislovani vrcholu® na druhou stranu). Danym Sesti bodum na kuzelosecce tak lze pritadit 720/12 =
60 ruznych Sestithelniki. Dva konkrétni priklady vidime na Obr. A1l

Obrézek 41: Dva priklady sestithelniku vepsaného dané elipse (pro pevné zvolené umisténi 6 bodu)

U Sestithelniku rozlisujeme dvojice vrcholu sousednich (1-2, 2-3, 3-4, 4-5, 5-6, 6-1), stridavijch (1-
3, 2-4, 3-5, 4-6, 5-1, 6-2) a protilehlych (1-4, 2-5, 3-6). Piimku spojujici dvojici protilehlych vrcholu

' Tuto skuteénost mizeme zdivodnit napiiklad tim, ze dvé kuzelosecky mohou mit nejvyse ¢tyfi spoleéné body. Pro
jejich odligeni pak potfebujeme o jeden bod navic. Dalsi moznost{ je argumentovat po¢tem vstupnich idaju potiebnych
pro vypocet rovnice kuzelosecky, tj. uréeni esti koeficientti a, b, ¢, d, e, f v rovnici az? + bxy + cy® + dx + ey + f = 0.
Vzhledem k tomu, zZe se jedna o homogenni rovnici, vysta¢ime se souradnicemi péti bodu.

39


https://en.wikipedia.org/wiki/Pappus%27s_hexagon_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Blaise_Pascal
https://en.wikipedia.org/wiki/Pascal%27s_theorem

Sestitthelniku budeme nazyvat diagondlou (14, 25, 36). Mezi stranami Sestitthelniku nas budou zajimat
protilehlé strany (12-45, 23-56, 34-61). Sestithelnik m4 tedy tii dvojice protilehlych stran a tii di-
agonaly.

Ackoliv tii sousedni vrcholy nesmi byt kolinedrni, pro jiné trojice vrcholu to mozné je. Vétu
tak muzeme ptreformulovat timto zpusobem: Jestlize je kazdd trojice stridavych vrcholu Sestituhelniku
kolinedarni a jestlize se tri dvojice jeho protilehlych stran protinaji, potom jsou pruseciky téchto stran

kolinedrni (viz Obr. [A2]).

Obréazek 42: Pappova véta pro Sestiihelnik 123456
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7.3 Pascalova véta

Jak uz bylo uvedeno, nasledujici vétu formuloval ve svych 16 letech francouzsky matematik a filozof
Blaise Pascal, [2] [6].

Véta 21 (Pascalova véta). Pruseciky protilehljch stran Sestitihelniku vepsaného kuZelosecce jsou tri
body lezici na jedné primce (tzv. Pascalova primka) a naopak, eZi-li priseciky protilehlych stran
sestihelniku na jedné primce, je tento sestiuhelnik vepsan kuZelosecce.

Diikaz. Vétu zde uvadime bez dukazu. Dukaz jejiho specidlniho piipadu pro Sestitthelnik vepsany
kruznici s vyuzitim Menelaovy véty je publikovan v [2]. O

Obrazek 44: Pascalova véta
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Poznamka. B. Pascal formuloval vyse uvedenou vétu pro Sestitthelnik vepsany kruznici. Byl si vSak
védom jeji platnosti i pro Sestithelnik vepsany libovolné kuzelosecce, [2].

Pascalovu vétu muzeme vyuzit pfi feseni rozlicnych konstrukénich tloh. Pro ilustraci zde uvedeme
dva priklady, fadu dalsich konstrukei najde zdjemce v [6].

PRiKLAD 7.1. Je ddno pét bodii uréujicich kuzelosecku. Jednim z nich prochdzi primka. Uréete
jeji druhy prusecik s prislusnou kuzeloseckou.

Resent: Zadani i postup feseni ilustruje Obr. @Rl Danymi péti body jsou body 1,2,3,4,5. Danou
primkou je piimka a prochazejici bodem 5. Hledanym prusec¢ikem je potom bod 6. Konstrukce
zalozend na Pascalové vété (véta 2I)) je ziejmd. Dané body spolu s hledanym chdpeme jako vr-
choly Sestitthelniku vepsaného kuzelosecce. Z danych prvku jsme schopni sestrojit body P a @, tj.
i Pascalovu primku p. Jejim prusecikem R s piimkou 34 potom musi dle Pascalovy véty prochazet
primka 16. Bod 6 tedy urcime jako prusecik ptimek a a 1R.

Obrézek 45: Pascalova véta

PRiKLAD 7.2. Kuzelosecka v roviné je ddna péti body. Urcete dalsi jeji body.

Reseni: Nekolikrat opakujeme konstrukei z feseni pitkladu [, pro rizné zvolené pifmky a.
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7.4 Brianchonova véta

Véta, kterou v roce 1806 publikoval francouzsky matematik a chemik (C. .J. Brianchon (1783-1864),
je ldudlni vétou k vété Pascalovel [6].

Véta 22 (Brianchonova véta). T7i primky spojugici protilehlé vrcholy Sestiihelniku opsaného kuZelosecce
prochazeji jednim bodem (tzv. Brianchoniv bod) a obrdcené, pokud spojnice protilehljch vrcholi
Sestithelniku prochdzeji jednim bodem, je tento Sestiihelnik opsin kuZeloseéce (viz Obr. []6]).

Diikaz. Vétu uvddime bez dukazu. Dikaz jeji varianty pro kruznic viz [2]. O

Obréazek 46: Brianchonova véta

Uzitim Brianchonovy véty feste nasledujici piiklady. Vice podobnych konstrukénich uloh na vyuziti
vety 22 viz [6].

PRiKLAD 7.3. Kuzelosecka je ddna péti tecnami. Dangm bodem na jedné z nich ved'te dalsi
tecnu k této kuZelosecce.

PRiKLAD 7.4. Kuzelosecka v roviné je ddna péti tecnami. Sestrojte nékolik dalsich jejich tecen.
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7.5 Desarguesova véta

Nasledujici véetu o perspektive dvou trojuhelniku formuloval na zakladé hlubsiho studia teorie per-
spektivy francouzsky architekt |G. Desargues (1593-1662).

Véta 23 (Desarguesova véta o trojuhelnicih). Jestlize je jeden ze dvou trojihelniki obrazem druhého
ve stredovém promitdni, lezi pruseciky tri dvojic sobé odpovidajicich stran téchto trojuhelniki v jedné
primce. Naopak, lezi-li tri pruseciky sobé odpovidajicich stran dvojice trojuhelniki v primce, protinaji
se primky spojujici sobé odpovidagici vrcholy v jednom bodé (viz Obr. [{7).

Dukaz. Vétu uvadime bez dukazu. O

Obréazek 47: Desarguesova véta

Poznamka. Vztah mezi dvojici trojuhelnikia popsany Desarguesovou vétou zname ze stiedové ko-
lineace.
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8 Krivky v Fj

Diferencidlni geometrie vyuziva ke studiu kiivek a ploch metody diferencidlniho poctu. Nyni se
seznamime s vybranymi pojmy a postupy diferencialni geometrie prostorovych kiivek.

8.1 Popis krivky

Krivku v prostoru E5 budeme popisovat parametricky, stejné, jako popisujeme primku. Kfivku tak
chédpeme jako mnozinu bodu

X = [z(t),y(1), 2(1)], (22)
kde parametr ¢ probihd néjaky interval I. Piitom predpokladdme, ze funkce x(t),y(t) a z(t) maji
spojité derivace fadu aspont r > 1 a jejich prvni derivace podle ¢, které znacime &, y, 2, nejsou pro
zadné t € I vSechny rovny nule (tj. X (¢) # o pro vSechna t € I).

Konkrétni bod kiivky tak dostaneme dosazenim konkrétni hodnoty za parametr t.

Rovnici (22), kterou muzeme struéné zapsat jako X = X(t), nazyvame bodovou rovnici kiivky k.
Pokud misto bodu X kiivky uvazujeme jeho privodic (téz polohovy vektor nebo rddiusvektor) @,
muzeme kiivku zapsat rovnici

7= (2(t),y(t), 2(1)), (23)

kterou nazyvame rovnici vektorovou. Pokud rovnici (22]), resp. rovnici (23]) rozepiseme po souradnicich,
dostaneme parametrické rovnice krivky k

l‘I.T(t),y:y(t),ZIZ(t). (24>

Poznamka. Derivaci podle parametru ktivky znac¢ime teckou, prvni derivaci jednou teckou, druhou
L 5 5 . , . dr | d*x
derivaci potom dvéma teckami. Plati tedy = = =

Bod ktivky, v némz nejsou vSechny derivace ,7, 2 zaroven rovny nule a jemuz odpovidd jedina
hodnota ¢ € I (tj. neexistuji dvé ruzné hodnoty ¢, jimz by odpovidal tento jeden bod), nazyvame
requldrnim bodem kiivky. Kazdy bod, ktery nespliuje tato kritéria, nazyvame singuldrnim bodem.
Pokud néktery bod ptislusi nékolika riuznym hodnotam ¢ € I, nazyvame ho vicendsobnym bodem.

Prikladem prostorové kiivky je sroubovice
r =acost, y=asint, z = bt; t € (—o0,00), (25)

kde a,b € R; a je polomér valcové plochy, po niz se sroubovice odviji, b je tzv. redukovand vyska
zavitu (vyska jednoho zavitu je rovna 27b).

-, 1
PRIKLAD 8.1. Zobrazte sroubovici danou bodovou rovnici X = [2cost,2sint, §t] pro t €
(—2m, 3m).

Reseni: Pouzijeme program GeoGebra, konkrétné jeho prostiedi Graficky ndhled 3D. Do vstupniho
radku zaddme prikaz Krivka[2 cos(t),2 sin(t), 1/2 t,t,-2 pi,3 pil. Vysledek viz Obr.
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Obrazek 48: Zobrazeni sroubovice v GeoGebre

PRiKLAD 8.2. Zobrazte Vivianiho krivku, danou bodovou rovnici X = [1+cost,sint,2sint/2],
prot € (—2m, 2m).

8.2 Tecna krivky

Pii zépisu tecny kfivky k& dané rovnici X = X(¢) v bodé X(ty) pouzijeme parametrické vyjadieni
primky. Tecnu chédpeme jako primku danou bodem X (¢y) a smérovym vektorem () (ktery nazyvame
tecnym vektorem kiivky k v bodé X(ty)), viz Obr. Parametrické vyjadreni tecny kiivky k& v bodé
X (tp) mé potom tvar

X = X(ty) + ai(ty); o € R, (26)

kde « je realny parametr.

Obrazek 49: Tecna kiivky k v bodé X (to)

PRIKLAD 8.3. Napiste rovnici tecény Sroubovice X = [acost,asint, bt] v bodé X ().
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Reseni: Nejprve vyjadifme potiebné prvky rovnice: X (7) = [~a,0,br], @(t) = [~asint,acost,b],

t(m) = [0, —a,b]. Piislusnou tetnu potom muzeme zapsat parametrickou rovnici X = [—a, 0, br| +
al0, —a,b]; a € R, bodovou rovnici X = [—a, —acq,br + ab] (vektorovou zapiSeme analogicky),
pripadné parametrickymi rovnicemi * = —a, y = —aqa, z = br + ab;a € R.

Poznamka. Kiivku, kterd ma v kazdém bodé jedinou teénu spojité se ménici s parametrem, nazyvame
hladkou. Stejnym zpusobem muzeme zavést pojem hladkd ¢dst dané kiivky. Pokud se krivka sklada
z hladkych ¢asti, nazyvame ji krivkou po édstech hladkou. [13]

8.3 Oskula¢ni rovina

Krivku v prostoru E3 si muzeme predstavit jako trajektorii hmotného bodu. Jeho pohyb je tak
popsdn (vektorovou) rovnici kiivky # = Z(t). Ptitom vektor Z(¢) chdpeme jako vektor okamZité
rychlosti v ¢ase t, ktery ma vzdy smeér tecny (je to tecny vektor krivky). Vektor Z(t) potom predstavuje
vektor okamzitého zrychleni v ¢ase t. Pocatecnim bodem obou téchto vektort je pifslusny hmotny
bod (tj. bod kiivky). Pokud jsou vektory f(t) a Z(t) linedrné zavislé, nazyvame prislusny bod kiivky
inflexnim bodem. V ostatnich bodech, které nazyvame neinflexni, jsou tyto vektory linearné nezavislé.
Kazdému neinflexnimu bodu X (o) kiivky k tak muzeme pfiradit rovinu, kterd je uréena timto bodem
a ruznobéznymi vektory Z(ty), Z(ty). Tuto rovinu nazyvame oskulacni rovinou kiivky k v bodé X (ty),
znacime ji 7, viz Obr. B0

1
Obréazek 50: Oskula¢ni rovina 7 sroubovice X = [2cost, 2sint, 515] v bodé X (27)

Poznémka. V pifpadé sroubovice na Obr. 50 je vektor #(¢) kolmy na teény vektor #(t). Poznamene-
jme, ze se jedna o specialni piipad. Obecné, v pripadé jinych kiivek, mohou tyto vektory svirat
rozlicné thly (Vime, ze v pripadé inflexniho bodu jsou rovnobézné).

Vedle teény ¢ se smérovym vektorem Z(t) zavadime v bodé X kiivky k jesté dalsi dvé vyznacné
primky a nésledné jesté tii roviny témito primkami uréené, viz Obr. Bl Jednd se o piimku n, kterd
lezi v oskula¢éni roviné 7 a je kolma k tecné ¢, a o primku b, ktera prochazi bodem X kolmo na
7. Piimku n nazyvame hlavni normadlou kiivky k v bodé X, pfimku b potom binormdalou kiivky k
v bodé X. Rovinu pfimek n, b oznacujeme v a nazyvame ji normdlovou rovinou kiivky k v bodé X.
Rovinu piimek ¢, b oznacujeme p a nazyvame ji rektifikacni rovinou kiivky k v bodé X.
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Obrazek 51: Tecna t, hlavni norméla n, binorméla b, oskulacni rovina 7, normalova rovina v a

1
rektifikac¢ni rovina p Sroubovice X = [2 cost, 2sint, Qt] v bodé X (tg) (to = 2m)

8.4 Oblouk kiivky

Predstavme si, Ze na kiivce zvolime pevny bod X(ty) (tj. bod, jemuz odpovidé libovolnd, pevné
zvolend hodnota parametru tq). Délku kiivky méfenou od tohoto bodu nazyvame obloukem krivky,
viz oblouk s na Obr. B2] (ukazuje se, ze je vyhodné pouzit oblouk jako parametr kiivky).

S X(t)
X(to)

Obrazek 52: Oblouk kiivky &

V definici oblouku tak figuruje znamy vztah z integralniho poctu pro vypocet délky kiivky (nase
kiivka k) mezi dvéma body (v nasem piipadé se jednd o body X () a X (t)).

Definice 10 (Oblouk kiivky). Predpokladejme, zZe krivka k je dana vektorovou rovnici & = Z(t);t € 1.
Potom funkci

t t
s = s(t) = / Vi wdt = / VAP T 90 + 2@ dt (27)
to to
nazyvame obloukem krivky k od bodu ty € I do bodut € I.

Poznamka. Piipomenme si ve stru¢nosti hlavni myslenku odvozeni vztahu pro vypocet délky kiivky.
Oblouk s si predstavime rozdéleny na nekonecné malé elementy, kazdy z nich nahradime tseckou délky
ds (diferencial). Tuto délku potom vyjadifme vztahem ds = /da? + dy? + d22, kde dz, dy, dz jsou
odpovidajici piirustky (diferencidly) jednotlivych souradnicovych funkei x(t),y(t), z(t), viz Obr.
(jedna se vlastné o dvoji postupné pouziti Pythagorovy véty). S védomim toho, ze uvedeny vztah
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Obrazek 53: Nekonecéné maly element oblouku s

... i , P , dz?  dy?  d2?
pouzijeme v kontextu urcitého integralu, formélné ho upravime do tvaru ds = w + wTe) + o) dt,
ktery uz zretelné koresponduje s formuli 27]

Oblouk se casto pouziva jako parametr kiivky. K prechodu od puvodniho parametru ¢ k novému
parametru s pouzijeme funkci s = s(t) (pouzijeme ji jako tzv. pripustnou funkci). Ta je na piislusném
intervalu I vzdy prosta (je rostouci). Proto k ni na [ existuje funkce inverzni ¢t = ¢(s), kterou kdyz

dosadime do rovnice (bodové, vektorové, parametrickych rovnic) kiivky za ¢, stane se tato rovnice
zévisla na s, [I]. Tuto proceduru ilustruje nasledujici priklad.

PRIKLAD 8.4. Na kiivce dané rovnici X = [2cost,2sint,v/5t]; t € (—m, ) zaved'te novy
parametr, ktery je obloukem.

Resend: Nejprve uréime pripustnou funkei s = s(t):

t
s:/ Vasint? +4cost? + 5 = 3t. (28)
0

, p L . . , S (1 viis . . ..
Potom staci do dané rovnice sroubovice dosadit za t vyraz 3 a nalezité upravit meze intervalu, v némz

se pohybuji hodnoty nového intervalu s. Dostaneme X = [2 cos %, 2 sin %, \/5%], t € (—3m,3m).

8.5 Prvni kiivost krivky

Nyni budeme uvazovat, ze parametrem kfivky je oblouk s. Misto rovnice X = X(¢) tak pracujeme
s rovnici X = X(s). Pro detailni seznameni s dusledky tohoto prechodu, na které zde neni prostor,

1ze doporucit [I] a [13].
Z toho, jak byl oblouk zaveden, vyplyvd, délka kiivky mezi dvéma jejimi body X(s;) a X(s9) je
piimo rovna rozdilu s; — s1. Proto se tika, ze oblouk ,méri kiivku*.

Pro parametr s zavedeme vektory analogické vektortim Z(t), Z(¢). Pro odlisenf od bézného parametru

budeme derivaci podle oblouku s misto teckami znacit ¢arkami, tj. 2(s), 2 (s).

Definice 11 (Prvni kiivost). Pro kfivku k danou vektorovou rovnici ¥ = Z(s);s € I, kde s je
obloukem, nazijvdme vektor t(s) = &'(s) vektorem tecny kiivky k v bodé X (s) a vektor i (s) vektorem
prond kiivosti kiivky k v bodé X (s). Cislo 'k(s) = |#"(s)| nazgvame proni kiivosti (téZ flext) krivky
k v bodé X(s). Funkce 'k, kterd kazdému bodu krivky k prirazuje jeho kFivost, je tzv. pruni krFivost
krivky.
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Poznamka. Prvni kiivost je vyznamnou charakteristikou kfivky. Jeji prevracend hodnota je rovna
poloméru oskulaéni kruznice kiivky v prislusném bodé (oskula¢ni kruznice viz str. [51]).

Jesté poznamenejme, ze zatimco vektor z”(s) urcuje svou velikosti prvni kiivost kiivky, velikost
vektoru tecny #'(s) je vzdy rovna 1 (tj. vektor teény je vzdy jednotkovym vektorem) [IJ.

Pro vektor #(s) plati néasledujici véta (viz [1], str. 200).

Veéta 24. Bod krivky je inflexnim bodem pravé tehdy, jestlize pruni krivost v tomto bodé je rovna nule.
Jestlize je dany bod neinflexnim bodem krivky, potom wvektor pruni krivosti tohoto bodu je nenulovym
vektorem, ktery je kolmy na vektor tecny tohoto bodu.

Pokud je prvni kiivost kiivky rovna nule v kazdém jejim bodé, jedna se o ptimku nebo jeji ¢ast.

8.6 Frenetuv trojhran

Nyni zavrsime prehled charakteristik krivky v jejim daném bodé zavedenim pojmu Frenetuv trojhran
(viz [1, str. 201) (J. F. Frenet (1816-1900), francouzsky matematik).

Definice 12 (Frenetuv trojhran). Predpoklidejme, Ze X (s) je neinflexnd bod kiivky k. Potom vektory

—,

t(s) = 2'(s), (s) = Tls). b(s) = t(s) x 7i(s) (29)

nazyvame postupné vektorem tecny, vektorem hlavni normaly a vektorem binormaly krivky k v bodé
X(s). Usporadanou trojici vektori

(£(s),7i(s), b(s)) (30)

nazyvame Frenetovym trojhranem krivky k v bodé X (s).

Poznamka. Je zicjmé, ze vektory #(s), ii(s), b(s) jsou jednotkové a navzéjem kolmé. Jejich orientace
je pritom souhlasna s usporadanou trojici jednotkovych soutradnicovych vektoru €, és, €3. Frenetuv
trojhran tvoii ortonormalni bazi. Tuto skutecnost vyuzivame v kinematické geometrii pfi popisu
pohybu v trojrozmérném prostoru.

Veéta 25 (Frenetovy vzorce). Pro wvektorové funkce t, i, l;, které urcuji v kaZdém bode krivky k
prislusny Frenetuv trojhran, plati ndsledugjici vztahy (tzv. Frenetovy vzorce):

7 = Vet
i = 'kt +2kb, (31)
Vo= 2k,

kde redlnd funkce 'k je proni krivost krivky k a redind funkce ?k je tzv. druhd krivost (téZ torze)
krivky k.

Poznamka. Prvni kiivost 'k jsme definovali na str. @9 pojem druhé krivosti 2k je vSak zaveden az
vyse uvedenymi Frenetovymi vzorci (BIl). Zatimco prvni kiivost vyjadiuje miru vychyleni kiivky od
tecny, druhou kiivost muzeme chapat jako miru pro odchyleni (vykrouceni) kiivky z jeji oskulacni
roviny [1].

Jestlize ma kiivka bez inflexnich bodu v kazdém svém bodé druhou kiivost rovnou nule, jednd se

o rovinnou kfivku. Poznamenejme, ze v piipadé takovéto kiivky jsou Frenetovy vzorce obzvlasté
jednoduché: ¥ =' ki, i’ = —1kt.
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8.7 Oskula¢ni kruznice

Pro snazsi zavedeni pojmu oskulacni kruZnice nejprve pojedndme o povaze styku (dotyku), ktery
mohou mit dvé kiivky ve svém spoleéném bodé. Hovorime o styku g—tého tddu (ekvivalentné o styku
(q+1)—bodovém). Pro minimélni tad styku je urc¢ujici nejvyssi fad derivace rovnic obou kiivek, ktera
je pro né spolecné.

Uvazujme krivky k,l o rovnicich k = k(s), | = [(s). Potom nutnou a postacujici podminkou, aby
mely ve spolecném bodé X (sg) (tj. odpovidd mu hodnota parametru sg) styk nejméné g—tého radu
(tj. styk (¢ + 1)—bodovy), je splnéni rovnic

k(so) =1(s0), K'(s0)=1(s0), ...,kD(sg)=19(s0). (32)

Dvé protinajici se kiivky k, [ maji styk nultého fadu, tj. jednobodovy, protoze pro né plati k(s) = I(s),
ale k'(s) # U'(s).

Dveé kiivky, které maji ve spoleéném bodé spoleénou tecnu (u prostorovych kiivek také teéné roviny),
maji v tomto bodé styk nejméné prvniho tddu, tj. dvojbodovy. Vice o styku dvou kiivek viz [13].

Definice 13 (Oskula¢ni kruznice). Kruznici m nazgvame oskulaéni kruznici krivky kv jejim bodé
Xo, jestlize maji obé krivky v bode X styk alespon druhého rddu.

Vlastnosti oskula¢ni kruznice specifikuje nasledujici véta (viz [1], str. 210).

Véta 26. Necht X, je neinflexni bod krivky k. Potom existuje prdavé jedna oskulacni kruznice m
krivky k v bodé Xy a md tyto vliastnosti:

1. Kruznice m lezi v oskulacni rovine krivky k v bodé X, prochdzi bodem Xo a md v nem s krivkou
k spolecnou tecnu.

2. Polomeér kruznice m je roven prevrdcené hodnoté pruni krivosti 'k krivky k v bodé X.

3. Stred oskulacni kruznice leZi na hlavni normdle sestrojené ke krivce k v bodé Xy, a to na
poloprimce urcené bodem Xo a vektorem normaly tohoto bodu.

Diikaz. Viz [1], str. 210. O
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9 Vybrané rovinné krivky

9.1 Obalova krivka

PRIKLAD 9.1. Za urcitych okolnosti muzeme na dné dobre umytého hrnecku nebo na hladiné
napoje v ném pozorovat kiivku podobnou srdei (viz obr. [5]). Jakd je podstata tohoto jevu? Muzeme
odvodit rovnici pozorované krivky?

Obrézek 54: : Srdce ve sklenici

Dotycna krivka je polovinou kiivky zvané nefroida. Vznika jako obéalka svételnych paprsku odrazenych
od vnitini stény nadoby. Tim se fadi do rodiny tzv. kaustik. Geometrickou podstatu vzniku této kiivky
snadno modelujeme v programu GeoGebra. K vykresleni systému odrazenych paprski, jejichz je ne-
froida obdlkou, vyuzijeme zobrazeni stopy poloptimky, ktera je modelem odrazeného paprsku. Pri
plynulém pohybu bodem dopadu I (viz Obr. E5h) podél kruznice znézornujici vnitini sténu nddoby
(po jeho uchopeni ukazatelem mysi) se potom na Ndkresné zobrazuje cely systém odrazenych paprski
a vznik vysledné krivky jako jejich ,obalky“ je ztejmy. Vysledek vidime na Obr. [55b.

Obdlkou (obalovou krivkou) systému kiivek v roviné rozumime kiivku, kterd mé v kazdém svém bodé
tecnu spole¢nou s jednou z kiivek uvazovaného systému. Jeji rovnice jsou feSenim soustavy rovnic,
kterd je tvorena rovnici parametrického systému kiivek

l(z,y,p) =0, (33)
kde ¢ je redlny parametr, a jeji derivaci podle tohoto parametru
ol
I

Pti odvozeni rovnice zkoumané kiivky v programu GeoGebra zacneme zadanim soutadnic bodu
dopadu I a normalovych vektoru ng a n, piimek, které v tomto potadi reprezentuji dopadajici a
odrazeny paprsek, viz fadky 1-4 nésledujiciho kédu teseni v prostiredi CAS GeoGebry.
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a) Odraz svétla b) Obalka odrazenych paprsku

Obrazek 55: : Geometricky model vzniku kaustiky, GeoGebra 5.0

P=(xy)
- P = (xy)

I'=(cos(p+ 1T /2).5in(g+ T /2))

—~ | 1= (—sin(¢), cos (¢))

n_d:=Vektor[{0,1)]

(3

n_r=Vektor[(-sin(2 @),cos(2 ¢))]

e (D)

() =(P-Iy"n_r

= () == —(sin(¢) +x) sin(2 ) + (—cos () +y) cos (2 ¢)

di{p)-=Derivace(l(¢).9]

= dli{¢) ;= —2x cos (2 ) — 2y sin(2 @) —sin(p) cos (2 ) +sin (2 ) cos ()

K:=Reseni[{l(p)=0.dI(@)=0}.{x.y}]

- K= (—% sin[Btp)—% sin () % cus{3:p)—|—% cus{tp))




Poté definujeme rovnice ([B33), (84)), v uvedeném kodu jsou nazvany 1(¢) a d1(¢), viz fadky 5-6 kodu.
Resenim soustavy téchto rovnic je bodova rovnice zkoumané krivky, kterou vidime na poslednim
radku ¢. 7 kodu teseni.

Dalsim ptikladem obalové kiivky je asteroida. Muzeme ji totiz definovat jako obdlku jednotlivych

poloh tsecky, jejiz koncové body se pohybuji podél kolmych piimek, viz Obr. Pokuste se tuto
krivku modelovat v GeoGebte, piipadné vypocitat jeji bodovou rovnici.
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Obrazek 56: Asteroida

9.2 Evoluta a evolventa

Viz Obr. 57 Rovinnd kiivka m, ktera protina kolmo vSechny te¢ny dané kiivky k, se nazyva evolventa
krivky k. Rovinnd kiivka k, pro kterou je kiivka m evolventou se nazyva evolutou kiivky m.

Obrazek 57: Evoluta k£ a evolventa m
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K dané kiivce k existuje nekoneéné mnoho evolvent. VSechny tyto evolventy maji spolecné normaély,
které jsou tecnami k. VSechny je muzeme ziskat jako trajektorie bodu tecny odvalujici se po kiivce
k (na odvalujici se teénu nandsime délku oblouku, méteného od pevné zvoleného bodu kiivky
k dotykovému bodu tecny, tj. na Obr. 57 je délka tisecky TP’ shodnd s délkou oblouku PT).

Pokud kiivka m nemaé inflexni bod a m& vSude nenulovou derivaci prvni kfivosti, existuje k ni jedina
evoluta. Tato evoluta je mnozinou vsech stfedu oskula¢nich kruznic kiivky m. Evolutu dané rovinné
krivky muzeme charakterizovat také jako obalovou kfivku normal této krivky:.

Na Obr. 57 vidime ¢ast evolventy m kruznice k (kruznice k je tedy evolutou kiivky m). V technické
praxi se tato kfivka uplatnuje pfi ndvrhu tvaru zubt u ozubenych kol. Tvar evolventy kruznice
zajistuje odvalovani zubti dvou kol po sobé a tim dochdzi k plynulému pfenosu sily béhem jejich
vzajemného otaceni.

Prikladem dalsi znamé dvojice kiivek ve vztahu evoluta—evolventa je dvojice Tetézovka—traktrix, viz

Obr. B].

Obrazek 58: Retézovka r a traktrix ¢

Pro detailni sezndmeni s pojmy evoluta a evolventa lze doporucit [I] a [13].
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