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Kapitola 1

Uvod

Predmét Geometrie 111 je zaméren prevazné do oblasti deskriptivni geome-
trie. Deskriptivni geometrie se vénuje metodam dvojrozmérného znazornéni
trojrozmérnych objektu a zkoumaéni jejich geometrickych vztahu prostred-
nictvim tohoto znazornéni.

Figure 1.1: Audi R8 (www.ak3d.de/portfolio/tutorials/FreeSample.pdf)

Vyznamnou roli pii formovani zakladu deskriptivni geometrie hral fran-
couzsky geometr Gaspard Monge. Casto je nazyvan otcem deskriptioni ge-
ometrie. Nazev této geometrické discipliny vzesel z jeho urcujici publikace
Géométrie Descriptive vydané v roce 1799.

Gaspard Monge zacal pro zobrazeni trojrozmérnych objektu systemat-
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https://en.wikipedia.org/wiki/Gaspard_Monge
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icky vyuzivat sdruzeni jejich dvou kolmych prumeétu, metodu, kterd zacala
byt nazyvana Mongeova projekce. Jedna se jenom o jednu, i kdyz notné
vyznamnou, metodu pro zobrazeni trojrozmérnych ttvaru do roviny. Zde
jsou nékteré z téch, které se pouzivaji v technické praxi:

— kotované promitdni, rovnobézné promitani kolmo na jednu prumétnu
(pudorysnu), viz Obr. [L.2]
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Figure 1.2: Kétované promitéani — zobrazeni bodu

— Mongeovo promitant, utvar je promitnut dvéma rovnobéznymi promi-
tanimi na dvé vzajemné kolmé prumétny (ndrysnu a pudorysnu), viz

Obr. [1.3]
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Figure 1.3: Mongeovo promitani — zobrazeni pfimky

— kosouhlé promitdng, rovnobézné promitani ve sméru kosém na jednu
prumétnu, ktera je totozna s jednou ze souradnicovych rovin, specidlnim
pripadem kosotuhlého promitani je wvolné rovnobéiné promitani, viz

Obr. [1.4],

— axonometrie; rovnobézné promitani na rovinu obecné umisténou vzhle-
dem k souradnicovym osam, pokud je smér promitani kolmy, hovotrime
o pravouhlé axonometrii, viz Obr. [1.4]



— perspektiva; sttedové promitani, odpovida nasemu zrakovému vjemu,
existuje vice druht perspektivy, viz Obr. [1.4]

Figure 1.4: Kosouhlé promitani (vlevo), pravoihld axonometrie (uprostied), perspektiva (vpravo)
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Kapitola 2

Eukleidovsky trojrozmérny prostor.
Souradnice bodu.

Pojem eukleidovsky (téZ euklidovsky) bodovy prostor byl zaveden a nélezité
pojednan v predmétu Geometrie [ (KMA /7TG1). Zde si pouze ptipomeneme
prislusnou definici a uvedeme jeji alternativni formulaci.

Fuklerdovsky prostor predstavuje idealni geometricky model prostoru, ktery
nas obklopuje. Je to prostor skolni geometrie, dvojrozmérny (planimetrie)
a trojrozmeérny (stereometrie), postupem ¢asu zobecnény na n rozmeérny.

Pojmenovan po Fukleidovi z Alexandrie, starovékém feckém matematikovi,
ktery geometrii trojrozmérného prostoru a télesum, kterd jsou v ném us-
azena, vénoval posledni tii knihy ze svého trinactidilného dila |Zaklady.
Kompletni ¢esky preklad tohoto dila provedeny Frantiskem Servitem v roce
1907 je volné dostupny na adrese https://commons.wikimedia.org/wiki/

File:Eukleides_Servit.pdf.

Vychozim pojmem zavedeni Fukleidovského prostoru pro nas byl afinni
bodovy prostor, viz (Hasek: LAG 2020), str. 126. Pouzitd definice afinniho
bodového prostoru nam dovolila zavést afinni soustavu souradnic (téz na-
zyvanou repér).

Abychom soustavu soutfadnic v trojrozmérném prostoru, jejiz piiklad je
na Obr. 2.1 mohli nazvat afinni, staci, aby spliovala jediny pozadavek,
aby vektory €7, €s, €3 nelezely v jedné roviné. Ekvivalentni podminkou je
pozadavek, aby v jedné roviné nelezel bod P spolu s koncovymi body
vektoru €7, €y, €3 (tyto body ovSem nejsou v obrazku popsany). Zave-
deni pojmu afinni do geometrie je pripisovano Svycarskému matematikovi
Leonardu Fulerovi. Afinni zobrazeni muzeme strucné charakterizovat jako
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https://en.wikipedia.org/wiki/Euclidean_space
https://en.wikipedia.org/wiki/Euclid
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Figure 2.1: |Afinnf soustava soufadnic ¢ = {P, eq, ea,e3}

zobrazeni, které primku zobrazuje opét na piimku nebo na bod, a které
stted dvojice bodu—vzoru zobrazi zase na stied odpovidajici dvojice bodu—
obrazu (pfesnéji feceno, zachovava délici pomér, viz (Hasek: PLA 2020),
str. 15). Afinni geometrii potom rozumime geometrii, kterd zkouméd takové
vlastnosti geometrickych utvaru, které se nemeéni pfi jejich afinnich zo-
brazenich.

Afinni soustavu souradnic nazyvame:

— kosothlou, pokud alespon dvé jeji soufadnicové osy (tj. jejich smérové
vektory) nejsou navzajem kolmé, viz Obr. ,

— pravovhlou (ortogondlni), pokud kazdé dveé jeji osy (tj. jejich smérové
vektory) jsou navzajem kolmé,

— kartézskou (ortonormdlni), pokud kazdé dvé jeji osy jsou navzijem
kolmé (tj. jsou ortogondlni) a zaroven jsou jednotky na vsech téchto
osach stejné.


https://www.geogebra.org/m/pr3swdgk
http://home.pf.jcu.cz/~hasek/PLA/Planimetrie_studijni_text_2020.pdf
http://home.pf.jcu.cz/~hasek/PLA/Planimetrie_studijni_text_2020.pdf
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Ve skolni matematice pracujeme s kartézskou soustavou souradnic. Je po-
jmenovana po francouzském matematikovi a filosofovi René Descartouvi,
ktery se systematickym zavedenim metody prace se soufadnicemi bodu
v prostoru zaslouzil o vznik analytické geometrie (tj. analytické metody
v geometrii).

Jiz tedy umime priradit kazdému bodu prostoru jeho soutradnice, tj. v ptipadé
trojrozmérného prostoru usporadanou trojici realnych ¢isel. To nam do-
voluje zkoumat vzajemné polohy geometrickych utvaru v prostoru. Nestaci
to ale k ur¢ovani jejich vzdalenosti a odchylek. To nam dovoluje az zavedeni
skaldrniho soucinu na zaméreni bodového prostoru (zjednodusené muzeme
zameétfeni charakterizovat jako vektorovy prostor vSech sméru moznych v
daném bodovém prostoru).

Jak je uvedeno v (Hasek: LAG 2020) na str. 166:

Eukleidovskym bodovym prostorem rozumime afinni bodovy prostor, na jehoZ
zamérent je definovan skaldrni soucin. Vime, Ze pomoci skaldrniho soucinu
jsou definovdny pojmy norma vektoru a odchylka vektoru. Ty ... vyuzijeme
k zavedeni pojmi vzddlenost bodi, vzddlenost podprostori, odchylka pod-
prostoru. Vektorovy a vnéjsi soucin potom ... vyuZijeme k vipoctu obsahi
a objema ...

Detailni pojednani pojmu skaldrni soucin, viz (Hasek: LAG 2020), str. 58.

Pojem eukleidovsky prostor muzeme vsak zavést i axiomaticky, bez pouziti
vektorového prostoru, jak ilustruje definice uvedena ve Slovniku skolské

matematiky (zprac. Ceskd terminologickd komise pro matematiku J CMF,
Praha: SPN, 1981):

FEuklidovsky prostor (n-rozmeérny) - mnozina vsech usporadanijch n-tic redl-
nych ¢isel, pricemz pro kazdou dvojici u = (uy, ug, . .., Uy), v = (V1, Vo, ..., Uy)
je definovana vzddlenost d predpisem

d(u,v) = v/ (uy — v1)2 + (ug — v2)2 + - -+ + (up — vp)2.

Napriklad, zavedeme-li v roviné (resp. v trojrozmérném prostoru) kartézskou
soustavu soutadnic, dostaneme dvojrozmérny (resp. trojrozmérny) eukli-
dovsky prostor, v némz se vzdadlenost d shoduje s obvyklou vzddlenosti bodi.


https://en.wikipedia.org/wiki/Ren%C3%A9_Descartes
http://home.pf.jcu.cz/~hasek/LA2/Linearni_algebra_a_geometrie_studijni_text_2020.pdf
http://home.pf.jcu.cz/~hasek/LA2/Linearni_algebra_a_geometrie_studijni_text_2020.pdf
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Poznamka: Obvyklou vzdalenosti bodii muzeme rozumét vzdalenost spo-
¢itanou pouzitim Pythagorovy véty.

Existuji i jiné soustavy soutadnic, nez jsou kartézské nebo kosouhlé. Jaké
znate?

Sférické souradnice, viz Wikipedia: Spherical Coordinate System.

Figure 2.2: [Sférické souradnice (r, o, w)

Cylindrické souradnice, viz Wikipedia: Cylindrical Coordinate System.

Priklad 2.1. VyuZijte princip sférickych souradnic k odvozeni paramet-
rickych rovnic kulové plochy a k jejimu zobrazeni v GeoGebre.

Resend: Pouzijeme sférické souradnice (r, o, w) zavedené dle Obr. [2.2, které
se mirné lisi od jejich zavedenéjstho pojeti (misto naseho ihlu w se pouziva
0 = /2 — w),viz Wikipedia: Spherical Coordinate System.

Potom pro parametrické rovnice kulové plochy plati:
x(r, p,w) =1+ COSW - COS Y,
y(r,o,w) =7 - cosw - sin p,
2(r,p,w) =r-sinw; r > 0,p € (0;7),w € (0,27). (2.3)


https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_coordinate_system
https://www.geogebra.org/m/w3k9afhv
https://en.wikipedia.org/wiki/Cylindrical_coordinate_system
https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_coordinate_system
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Po zavedeni posuvniku pro hodnoty r a po zadani ptikazu Plocha(r -
CoSw-CosSw, r-cosw-siny, r-sinw, ¢, 0, m, w, 0, 2m) ziskdme graf
kulové plochy zachyceny na Obr. 2.3l Ménime-li posuvnikem hodnotu r,
méni se velikost (polomér) kulové plochy.

Figure 2.3: Kulové plocha

Rovinnou analogii sférickych soufadnic jsou poldrni souradnice. Mohou
slouzit jako jednodussi predstupen pro pochopeni sférickych soutradnic a
rovnice pro jejich prevedeni na kartézské soutadnice, viz (2.1)), (2.2), (2.3).

Poldrn{ soufadnice (r,¢) bodu X v roviné si zavedeme dle Obr. [2.4]
Polarni soustava soutadnic je uréena polem P a poldarni osou p. Obrazek
nabizi jednoduchy prechod od polérnich souradnic X = (r, ¢) k soufadnicim
kartézskym X = [x;y]. Pokud ztotoznime pdl P s pocatkem kartézské
soustavy soutradnic a polarni osu p s kladnou poloosou z, 1ze pro bod X
psat:

X =7"-Cos,

y =1 -singp. (2.5)


https://www.geogebra.org/m/eqcvkcrk
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X[x; ]

y=rsingp

P T =TCosp p

Figure 2.4: Polarni souradnice

Priklad 2.2. Napiste parametrické rovnice kruznice se stredem v pocdtku
soustavy souradnic a s polomérem r = 5. Napiste rovnici této kruzZnice
v poldrnich souradnicich.


https://www.geogebra.org/m/prh5kx9h

Kapitola 3

Zakladni geometricka télesa

Télesem v geometrii rozumime uzavienou omezenou oblast v prostoru.
Hranici télesa byvé plocha. [1]

Télesa muzeme rozdélit na konvexni a nekonvexni [2]. Pripomenme si,
ze pro konvexni utvar plati, ze usecka spojujici libovolné dva jeho body
nalezi cela tomuto utvaru. Naproti tomu pro nekonvexni utvar plati, ze
v ném existuji takové dva body, ze usecka jimi urcena nelezi celd v tomto
utvaru.

Télesa muzeme rozdélit na mnohostény a na obld télesa [2]. Mnohostény

B

Krychle(A,B,C) Hranol(A,B,C,D,H)

Figure 3.1: GeoGebra: Krychle a kvadr

jsou télesa, jehoz povrch tvori mmnohouhelniky. Tyto mnohostény tvori
stény mnohosténu. Spolecné strany sousednich stén nazyvame hrany. Pro
konvexni mnohostény plati Eulerova véta:

s+v=h+2,
kde s je pocet jeho stén, v pocet jeho vrcholu a h je pocet jeho hran.

15


https://www.geogebra.org/m/bq7epmac
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Hranol (podstava, J)| Hranol(A,B,C,D,H)|

Figure 3.2: GeoGebra: Rovnobéznostén a kosy trojboky hranol

Vybranymi mnohostény, s kterymi se budeme postupné seznamovat, jsou:
- krychle, kvadr, rovnobéznostén,
- hranoly,
- jehlany,
- pravidelné mnohostény (zvané téz Platonskd télesa),

- polopravidelné mnohostény (konkrétné Archimédovska télesa).

F F
E C
E
D

|Jehlan(podstava,F)| |Jehlan(podstava,F)|

Figure 3.3: GeoGebra: Jehlan konvexni a jehlan nekonvexni


https://www.geogebra.org/m/yq8hc9yq
https://www.geogebra.org/m/jsubp4zy
https://www.geogebra.org/m/qp6d4dws
https://www.geogebra.org/m/kwuwq7qg
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7 oblych téles nas budou zajimat predevsim rotacni télesa:

- valec,

- kuzel,

- koule,

- anuloid (téz torus).
UKOL: Zabyvejte se tvorbou fyzickych i digitalnich modelu vyse uve-
denych téles.

Priklad 3.1. Pro vykresleni krychle v prostredi Graficky nahled 3D pro-
gramu GeoGebra staci prikazu Krychle(A,B,C) zadat prvni dva body A,
B, treti bod C si program “domysli”. Prijdete na to, jak? Jaké kritérium
takovyy bod C' splnuje?

Priklad 3.2. Sestrojte v GeoGebre dva kolmé pétiboké hranoly, jeden kon-
vexni a druhy nekonvexnt.

Koule(Bod,Bod) Valec(A,B,2) Kuzel(A,B,3)

Figure 3.4: GeoGebra: Koule, valec a kuzel

Piiklad 3.3. Kazdé z uvedenyjch téles zobrazte v programu GeoGebra. Ale-
spon. pro vybrand z mich potom vyuZijte moznost programu menit metodu
promitani (axonometrie, perspektiva, kosouhlé promitani) a smér pohledu
na zobrazovany objekt (pudorys, ndrys a bokorys) a viemi témito zpusoby
s1 je zobrazte. Pokuste se popsat nékteré zjevné odlisnosti v zobrazeni téhoz
télesa riznymi metodami.


https://www.geogebra.org/m/dftpnbgj
https://www.geogebra.org/m/tukt5nfj
https://www.geogebra.org/m/x6sydw7k
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Kapitola 4

Zobrazeni utvaru trojrozmérného
prostoru. Promitani.

Promitant (téz projekce) je zobrazeni trojrozmérného prostoru na danou
plochu, rovinu, kulovou plochu, valcovou plochu apod. V deskriptivni ge-
ometrii uvazujeme vesmeés promitani trojrozmérného prostoru na rovinu.

S terminem promitdni, ve spojeni s urcitym privlastkem, se setkame
v oznaceni nékterych zobrazovacich metod, viz napt. Mongeovo promitani,
kosotuhlé promitant, kotované promitdni, i kdyz se jedna o kombinaci nékolika
promitani. [1]

4.1 Stredové a rovnobézné promitani

Figure 4.1: Stfedové promitani dané stifedem .S a prumétnou 7

Stredové promitdani dané stredem (promitdni) S a prumétnou  je zobrazenti,
které libovolnému bodu A prostoru (s vyjimkou samotného bodu S) priradi

19
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jeho obraz A’ jako prusecik pifmky SA s rovinou 7, viz Obr. 4.1 Bod A’ se
nazyva stredovy prumeét bodu A, primka SA se nazyva promitaci primka
bodu A (téz fikdme promitact paprsek bodu A).

Rovnobézné promitdni dané smérem (promitdni) s a prumétnou w. Pokud
je stfed promitani S “nekonecné daleko” (hovofime o tzv. nevlastnich
bodech v rozsireném eukleidovském prostoru, viz pozdéji) promitaci primky
ruznych bodu prostoru se stanou rovnobézné, viz Obr. 4.2 Hovorime po-
tom o rovnobézném (paralelnim) promitdni urceném smérem promitini s a
prumétnou 7.

Figure 4.2: Rovnobézné promitani dané smérem § a prumétnou =

Primeétem utvaru nazyvame mnozinu prumeétu vSech jeho bod, viz Obr. [4.4],
jeho promitacim utvarem nazyvame utvar, ktery vyplni promitaci primky
vSech bodu tutvaru. Promitacim dtvarem primky je promitaci rovina, viz
Obr. [4.3] Prusecik piimky s prumétnou nazyvame stopnik primky, viz
Obr. [4.1], nebo [4.3] kde je zobrazen stopnik P piimky < AB.

K vyrazum prumét, promitaci piimka, apod. se casto pridava piivlastek
urcujici druh promitani nebo nazev prumeétny — kosotthly prumét, pudorysné
promitaci piimka.

4.2 Invarianty stfedového a rovnobézného promitani

Priklad 4.1. U geometrickych zobrazeni nds zajimaji vlastnosti a charak-
teristiky, které se pri mich zachovdvaji, tj. plati jak pro vzor, tak i pro
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Figure 4.3: Promitaci rovina ¢ primky a pfi rovnobézném promitani

jeho obraz, Tikdme jeim invarianty daného zobrazeni. Zndme napriklad
turzent, Ze se pri urcitém zobrazeni “zachovdva incidence”. Zjistéte exper-
imentdlné, zda se u rovnobézného a stredového promitini zachovdva stred
usecky. Své zavery se pokuste dokdzat.

Experimentalni feseni prikladu muzeme provést v programu GeoGe-
bra, viz Obr. a [4.0, Vyuzijeme pii tom funkci Vytvorit 2D ndhled z
dané roviny. Pro rovnobézné i sttedové promitani si nejprve v 3D nahledu
zobrazime promitaci rovinu primky AB, potom pouzitim uvedené funkce
zobrazime déni v této roviné ve vedlejsim okné, jak vidime na Obr. a
4.6 Tyto nahledy z perspektivy promitaci roviny ndm jasné ukazuji, jaké
bude feseni ukolu stanoveného v prikladu.

V piipadé rovnobézného promiténi se stied (bod S) usecky (AB) zobrazi
na stied obrazu (A'B’) této usecky. Tvrzeni bychom dokazali odkazem na
podobnost trojihelnikt, Konkrétné v situaci na Obr. jsou trojuhelniky
PB'B, PS'S a PA'A vzijemné podobné podle kritéria uu. Vsechny tii
trojuhelniky maji spoleény vnitini hel pii vrcholu P. Shoda dalsich sobé
odpovidajicich uhla, napt. u vrcholu B, §" a A, je zajisténa rovnobéznosti
promitacich primek.

V piipadé stiedového promiténi, viz Obr. 4.6, pravé tato shoda dhla pii


https://www.geogebra.org/m/aaahvnfs
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Figure 4.4: Primét kvadru ve (vlevo) a (vpravo) promitan{ do roviny

vrcholech B’, M’ a A" nebo B, M a A neplati v dusledku ruznobéznosti
promitacich primek. Piislusné trojuhelniky tak nejsou podobné, tedy stied
(bod M) tisecky (AB) se nezobrazi na stied obrazu (A’B’) této usecky. Pro
vizualni evidenci této skutecnosti je stied tusecky A’B’ na Obr. 4.6/ vyznacen
zlutym bodem.

Zjisténé skutecnosti jsou projevem obecnych vlastnosti rovnobézného a
stiedového promitani a tykaji se jejich invarian{] téchto zobrazeni.

! Invariantem rozumime vlastnost, ktera se pii aplikaci dané transformace neméni. Vice viz napi. [Wikipedia: Invariant|



https://www.geogebra.org/m/qjubpwy9
https://www.geogebra.org/m/erjjwbkv
https://en.wikipedia.org/wiki/Invariant_(mathematics)
https://en.wikipedia.org/wiki/Invariant_(mathematics)
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Figure 4.5: Zobrazeni stfedu usecky v rovnobézném promitdni (feseno v programu GeoGebra)

Invariantem rovnobézného promitani je délici pomer.

Vlastnost zachovani stredu pti rovnobézném promitant, tj. zobrazeni stiedu
usecky na stred jejiho obrazu, je pouze diléim projevem obecné vlastnosti
tohoto zobrazeni, kterd spo¢ivd v tom, Ze se zachovava (tj. prendsi ze
vzoru na obrazy) jakykoliv pomér vzdélenosti tif bodu. Strucné vyjadieno,
v rovnobézném promitani se zachovdvd délici pomé7E|.

Invariantem stredového promitdini je dvojpomer.

Jak je zjevné z Obr. [£.6] ve stfedovém promiténi se délici pomeér neza-
chovdvda. Neznamend to ale, Ze je toto promitani zcela nevyzpytatelné. 1
ono disponuje invariantem. Dokonce takovym, ktery je spjat s pojmem
délici pomér. Ten se sice ve stfedovém promitani nezachovava, zachovava

2 Délicim pomeérem rozumime &islo, které jednoznaéné udéva polohu bodu na pifmce vzhledem ke dvéma pevné danym
bodtim této pfimky. Miizeme ho definovat takto: Necht A,B,C; A # B, C # B, jsou ti body lezici na primce (tj. tri
kolinedrni body). Potom ¢islo A definované rovnici

C—A=\C - B)

znacétme (ABC) a nazgvdme délicim pomérem bodu C vzhledem k bodim A, B.. Vice viz Hasek, R. Planimetrie (studijni
text). 2020, str. 15


https://www.geogebra.org/classic/mpef6d4e
http://home.pf.jcu.cz/~hasek/PLA/Planimetrie_studijni_text_2020.pdf
http://home.pf.jcu.cz/~hasek/PLA/Planimetrie_studijni_text_2020.pdf
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Figure 4.6: Zobrazeni stfedu tsecky ve stfedovém promitani (feseno v programu GeoGebra)

se ale pomeér délicich poméru pro ¢tyri body na ptimce, tzv. dvojpoméﬂ
Tato vlastnost je predmétem Pappovy véty o invarianci dvojpoméru. Dukaz
je uveden napt. v Hasek, R. Geometrie 4 (studijni text). 2021, str. 26-27.

4.3 Vybrané pojmy a vlastnosti (rovnobézného) promitani

Hlavni rovina je (kazdd) rovina rovnobéznd s prumétnou 7, viz rovina 7 || 7
na Obr. 4.7

Z Obr. a s nim spojenych online appletu je ziejmé, ze obrazem primky
lezici v hlavni roviné (jinak Teceno, primky rovnobéiné s prumétnou) je
v obou typech promitani primka, kterd je s ni rovnobéznd. V pripadé
rovnobézného promitani navic plati, ze prumétem (obrazem) itvaru leziciho
v hlavni rovine je utvar s nim shodny.

(ABC)

(ABD)
nazgvdme dvojpomérem bodi A, B,C, D (v tomto potadi) a znacime 6 = (ABCD). Vice viz|Hasek, R. Geometrie 4 (studijn{
text). 2021} str. 19-30

3 Dvojpomér muzeme definovat takto: Nechi A, B,C,D jsou étyii navzdjem rizné body primky. Cislo § =



https://www.geogebra.org/m/kdgxaybb
https://en.wikipedia.org/wiki/Cross-ratio
http://home.pf.jcu.cz/~hasek/3G4/CZV_Geometrie_4_3G4_2021_1.pdf
http://home.pf.jcu.cz/~hasek/3G4/CZV_Geometrie_4_3G4_2021_1.pdf
http://home.pf.jcu.cz/~hasek/3G4/CZV_Geometrie_4_3G4_2021_1.pdf
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Figure 4.7: Hlavn{ rovina 7 ve stfedovém (vlevo) a v rovnobézném (vpravo) promitdni.

Priklad 4.2. Jak je uwvedeno vyse, v pripadée rovnobézného promitini je
prumétem utvaru leZictho v hlavni roviné utvar s nim shodny. Jak je tomu
ve stredovém promitani? Fxistuje 1 zde néjakd souvislost mezi obrazcem
lezicim v hlavni roviné a obrazcem, ktery je jeho obrazem? Vysvétlete!

Nadéle se budeme zabyvat vyhradné rovnobézinym promitanim. Budeme
pri tom casto odkazovat na nésledujici vlastnosti rovnobézného promitani:

1. Prumeétem primky je primka nebo bod.
2. Prumétem roviny je celd prumétna nebo primka.

3. Prumétem rovnobéznyjch primek jsou rovnobéziné primky nebo dva body.

Piiklad 4.3. KaZdou z uvedenyjch vlastnosti ilustrujte 3D obrdzkem nakre-
slenym v prostredi GeoGebra Graficky ndahled 3D.

Priiklad 4.4. Plati vyse uvedené vlastnosti 1-3 také pro stredové promitdni?
Pokud ne doslova, plati alespon néjaké analogie? Vyslovte je!

Tretim podprostorem trojrozmérného bodového prostoru vedle bodu a
primky je rovina. Uvedeme si zde proto jesté klicové pojmy, s kterymi
pri zobrazovani rovin pracujeme, viz Obr. [4.8|

Stopa roviny je prusecnice roviny s prumétnou, viz Obr. 4.8 piimka
p = pNw. Hlavni primka roviny je kazda primka, kterd lezi v prislusné
roviné a je rovnobéznd s prumétnou, viz Obr. [4.8] pfimky hq, he. Spddovd
primka roviny je primka, kterd lezi v prislusné roviné a je kolma na jeji


https://www.geogebra.org/m/kegju74m
https://www.geogebra.org/m/u89jdgvd
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Figure 4.8: Rovina p a jeji stopa p, hlavni ptimky hy, ho a spadova piimka s

hlavni piimky, viz Obr. 4.8 piimka s. Z uvedeného je patrné, ze stopu
roviny muzeme povazovat za specialni piipad hlavni piimky a ze spadova
piimka je kolma i ke stopé roviny.



Kapitola 5

Kosouhlé promitani

Kosouhlym promitdnim rozumime rovnobézné promitdani, pri nemz je smer

Figure 5.1: Princip kosouhlého promitant; vlevo ndzorny prumét celé scény, vpravo vysledny kosotdhly
prumét

promitani kosy k prumétné (tzv. prumétné kosouhlého promitdni). [I]
Kosotihlé promitani je zpravidla ur¢eno pruméty os pravoihlé souradnicové

Figure 5.2: Kvadr v kosouhlém promitani; vlevo nazorny prumét celé scény, vpravo vysledny kosodhly
prumeét kvadru

soustavy, jejiz jedna souradnicové rovina je totozna (obecné predpokladame,

27
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ze rovnobéznd) s prumétnou, viz Obr. [5.1}

5.1 Zadani kosotihlého promitani

Kosouhlé promitani je vétSinou uréeno pruméty os pravouhlé soustavy
soutadnic (x,y, z). V literatuie se setkdme s pouzitim jak pravotocivé, tak
i levotocivé soustavy. My budeme pouzivat levotocivou soustavu souradnic,
viz Obr. [5.3]i vSechny predchozi ilustrace kosothlého promitani, stejné jako
v Mongeové promitani.

Jak bylo uvedeno diive, prumétna kosothlého promitani je rovnobézna,
vétsinou primo totozna, s jednou ze souradnicovych rovin. Na Obr. [5.3[je to

Yk

Figure 5.3: Kosothlé promitani (w, q) - zaddni osovym ki{zem

rovina xz. Velikost kosouhlého prumétu jednotkové isecky na souradnicové
ose kolmé k prumeétné, na Obr. se jednd o kosouhly prumét y; osy y, se
nazyva pomér zkrdaceni (téz pomeér (kvocient) zkreslent) a znaci se q. Osy x
a z jsou totozné se svymi kosoihlymi pruméty, znacime je tedy x, z. Osa y
je orientovana “proti ndm”, kolmo k prumétné. Jejim kolmym prumétem
je bod O. Pracujeme tedy s jejim kosoihlym prumétem vy, jeho6 jed-
notky ale vidime zkreslené koeficientem ¢, jak bylo uvedeno. Orientovany
tthel kosothlych pramétt y; a x (pii “nasi” volbé prumétny kosoihlého
promitani rovnobézné s rovinou xz) se nazyva wuhel kosouhlého promitdni
(téz 1ihel zkoseni) a znad¢i se w, mluvime pak o kosothlém promitani (w, q),
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viz Obr. 5.3l

5.2 Zobrazeni bodu v kosotihlém promitani

Priklad 5.1. V kosouhlém promitani, které je zaddno uhlem zkoseni w =
135° a pomérem zkresleni q = 3/4, sestrojte kosouhly prumét bodu A =
3,5,6] (pouzijte levotocivou soustavu,).

Pro urceni polohy bodu vzhledem k souradnicovym osam nestaci jenom
jeho kosouhly priumét Ay (nehrozi-li mylka, znac¢ime jednoduse A) do pru-
métny 7F (pifpadné oznacené pouze 7). Je to pouze jeden bod, ktery ndm
neposkytne informaci, jak hluboko ve scéné je umistén. Potiebujeme proto
jesté jeden kolmy prumét bodu do jedné ze souradnicovych rovin. Pouziva
se pudorys, tj. kolmy prumét A; do roviny xy. Ten se potom kosotihle
promitd do primétny 7% () jako kosouhly piidorys Aiy.

w = 135°
Figure 5.4: [Kosouhlé promitani (135°,3/4): Zobrazeni bodu A[3, 5, 6]

Piiklad 5.2. V kosouhlém promitani (120°,1/2) zobrazte body K = [—2,6, 5],
L=1[5-4,3).


https://www.geogebra.org/m/gfhvcfnw
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5.3 Vybrané druhy kosotihlého promitani

e Kavalirni perspektiva

Primétnou je v = (r2), w = 135°, ¢ = 1 (izometrie]

135° X

Figure 5.5: Vojenskd perspektiva

e Vojenska perspektiva (planometrie)

Prumétnou je 7 = (zy), w = 135°, ¢ = 1 (izometrie)

Figure 5.6: Vojenskd perspektiva

1Podle vztahu velikost{ jednotek jg,jy,j- (hovoifme o axonometrickych jednotkéch, viz kapitola Axonometrie) na
jednotlivych osdch soustavy soufadnic O(zyz) oznacujeme prislusné promitdni piivlastkem:

— ISOMETRIE pro ji = jy = jz,
— DIMETRIE pro js = jy # j» nebo jz # jy = j» nebo j. # jo = jy,
— TRIMETRIE pro ji # jy # jz # ja-
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¢ Volné rovnobézné promitani

Nejsou zobrazeny osy, w = 135°, ¢ = 1/2

5.4 Volné rovnobézné promitani

Volné rovnobézné promitani je rovnobéiné promitani na jednu primétnu,
v némz se obraz prumeétu utvaru sestrojuje uzZitim vét platicich pro rovnobézné
promitant, viz Str. a to bez zaddni obrazu priumétu os souradnicové

soustavy. []
Volné rovnobézné promitinije zakladni metodou zobrazeni trojrozmérnych

téles pouzivanou ve vyuce na zakladni a stfedni skole.

\

b
3

Figure 5.7: Volné rovnobézné promitani — zobrazeni kvadru v prucelné poloze

Volngm rovnobéznym promitanim (nazyva se téz zkracené Volné promitdni)
nazyvame rovnobézné promitani, u kterého nezadavame souradnicové osy
(pfesnéji jejich pruméty). Pii zobrazovani téles ve volném rovnobézném
promitani dbame na dodrzeni téchto vlastnosti (viz Obr. |5.7)):

* Primétem libovolné piimky je bud primka nebo bod.

* Priamétem libovolnijch dvou rovnobézek jsou bud rovnobéiky (mohou

i splyvat) nebo dva body.

* Prumétem kazdého geometrického itvaru, ktery lezi v pricelné roviné
(tj. v roviné rovnobéziné s prumétnou) je dtvar s nim shodni.
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* Geometricky utvar, ktery neleZi v prucelné roviné se zpravidla zkresluje.
Pomeér rovnobéznich iusecek se pri tom zachovdvd, tj. pro dvé usecky
AB, CD a jejich obrazy A'B’, C"D’ plati |A'B’'|/|C'D'| = |AB|/|CD|.

* Obrazy usecek kolmych k prumétné (tj. k jakékoliv prucelné roviné)
Jsou vzdjemné rovnobéziné a s vodorovnym smérem (predstavme si treba
smeér kladné poloosy x) sviraji whel ¢ (zpravidla volime ¢ = 45°). Ve-
likost obrazu kazdé takové usecky je potom q ndsobkem velikosti puvodni
usecky, tj. pro kaZdou usecku KM kolmou k primeétné a jeji obraz

K'M' plati |K'M'| = q| K M| (zpravidla volime q = 5)

H G
l
I
E ! F
I
I
| ICG|
I
I
1
1
l
\D C
/,- ___________
qlBC|
. ®
A |AB| B

Figure 5.8: Volné rovnobézné promitani — zobrazeni kvadru 4 x 5 x 6

Priklad 5.3. Vyse uwvedené tvrzeni “Pomeér rovnobéznich isecek se pri
tom zachovdvd, tj. pro dvé isecky AB, C'D a jejich obrazy A'B’, C'D’ plati
|A'B'|/|C"D'| = |AB|/|CD|” je dusledkem invariantnosti délictho poméru
v rovnobézném promitdni. Vysvétlete!

Priklad 5.4. Naucte se nacrtnout od ruky krychli, pravidelny ctyrstén a
vdlec ve volném rovnobézném promitini (p = 45°, ¢ = 1/2), viz Obr.
AL
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Figure 5.9: Volné rovnobézné promitani — zobrazeni krychle a x a x a

Figure 5.10: Volné rovnobézné promitani — zobrazen{ pravidelného ¢tytsténu s hranou délky a

Figure 5.11: Volné rovnobézné promitani — zobrazeni valce s polomérem r a vyskou v

Elipsa kosoihlého prumétu podstavy valce je uréena svymi sdruzenymi
prumery AB, C'D, viz Obr. [5.11] Pro nalezenti jejich os a vrcholu pouzijeme
Rytzovu konstrukci.


https://www.geogebra.org/m/hmdRCvf2
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5.5 Slabiny kosotihlého promitani

Vysledek kosouhlého promitani je nazorny, ale neodpovida realité. Evi-
dentni je to v pripadé zobrazeni koule, viz Obr. [5.12] jejimz prumétem je

' =
|
|
|
|

Figure 5.12: Koule v kosothlém promitani; provedeno v programu GeoGebra

elipsa. Podobny efekt, i kdyz méné patrny, se projevuje i pti zobrazeni
valce nebo kuzele, kdy délka hlavni poloosy elipsy podstavy je vétsi nez
polomeér piislusného kruhu. Pfi zobrazeni kvadru nebo krychle (ale plati to
samoziejmé naprosto obecné) se zase dobfe projevuje absence zohlednéni
hloubky scény, kdy neni rozdil v zobrazeni stejné vysokych hran, které jsou
od pozorovatele ruzné daleko (jak zndme z redlného svéta a jak je uplatnéno
pii perspektivnim zobrazeni). Nejednd se o nedostatky ¢i chyby, jedna se
o prirozeny dusledek skutecnosti, ze se jedna o rovnobézné promitani ve
sméru kosém vzhledem k prumétné.



Kapitola 6

Pravouhla axonometrie

Azonometrie je rovnobézné promitani, pravoihlé (kolmé) nebo kosouhlé,
na tzv. axonometrickou prumétnu p, ktera je ruznobéznd se vSemi tiemi
soufadnicovymi rovinami 7 = (x,y), v = (y,2) (v = (x,2), pro lev-
otocivou soustavu), u = (z,2) (u = (y, 2), pro levoto¢ivou soustavu), viz
Obr. 6.1 My se budeme nadale zabyvat vyhradné pravotihlou axonometrit,
tj. kolmym rovnobéznym promitanim na axonometrickou prumétnu p.
Protoze to je jedind axonometrie, které se budeme vénovat, a nehrozi
tak zaména s jinym typem tohoto zobrazeni, budeme v tomto textu pro
pravouhlou axonometrii pro jednoduchost pouzivat termin axonometrie.

z

z

-

I .-
I -
3

]

I

I

I

I

Figure 6.1: Podstata pravouhlé axonometrie, nazorny pohled
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6.1 Zadani axonometrie

Osy x,y, z soustavy soufadnic se v axonometrii promitaji do tfi ruznych
piimek, s ruzné velkymi pruméty jednotek, viz Obr. 6.3 Axonometrie je
obecné trimetrii.

Véta 6.1 (Pohlkeova véta). Tri usecky v roviné se spolecnym koncovim bo-
dem a nelezici na jedné primce muzZeme povazZovat za rovnobézny prumet tri
navzajem kolmych, shodnych usecek se spolecnym koncovym bodem v pros-

toru (viz Obr. [6.9).

Figure 6.2: Pohlkeova véta, ilustrace

Pravouhly trojhran

Axonometrii muzeme zadat axonometrickym osovym kriZem spolu s ax-
onometrickymi jednotkami, hovorime o tzv. pravouhlém trojhranu, viz
Obr. [6.3] Vyse uvedena Pohlkeova véta poukazuje na skutecnost, ze kazdé
tfi polopiimky nelezici v pfimce mohou byt rovnobéznym prumétem oso-
vého kiize xyz kartézské soustavy souradnic.

Axonometricky trojuihelnik

Veétsinou vsak axonometrii zadavame prostiednictvim tzv. axonometrické-
ho trojihelniku XY Z. Jeho vznik je patrny z Obr. [6.4] strany axonomet-
rického trojuhelniku jsou tvofeny prusecnicemi axonometrické prumeétny
se soutadnicovymi rovinami. Je tfeba mit na paméti, ze na Obr. je
nazorny prumét na situaci vzniku axonometrického trojihelniku. Samotny


https://www.geogebra.org/m/hnapne5b
https://en.wikipedia.org/wiki/Pohlke%27s_theorem
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Figure 6.3: Pravouhly trojhran

Figure 6.4: Puvod astronomického trojihelniku

axonometricky prumét uzivatel nahlizi z perspektivy axonometrické pru-
métny na kterou hledi kolmo! Zadani axonometrie pomoci axonomet-
rického trojihelniku proto vypada jako na Obr. [6.5. Pouziti axonomet-
rického trojuihelniku pro zadani axonometrie je umoznéno jeho nasleduji-
cimi vlastnostmi.

Axonometricky trojuhelnik

- se zobrazuje ve skutecné velikosti,

- je vzdy ostrouhly a


https://www.geogebra.org/m/acpewhem
https://www.geogebra.org/m/mzwbxdwq
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Figure 6.5: Axonometricky trojihelnik
- soutadnicové osy se promitaji do jeho vysek.
Priklad 6.1. V axonometrii, kterd je zaddna axonometrickym trojuhelnikem

XYZ o strandch 5,4,5 (v poradi stran x,y,z), sestrojte axonometricky
prumét bodu A = [3,5,6] spolu s jeho souradnicoviim kvadrem.

Figure 6.6: [Axonometrie; feSen{ prikladu [6.1]


https://www.geogebra.org/m/mxA5EpJk
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Pozndmka. Axonometrie v $irsim smyslu tohoto pojmu, tj. kosothla i pravothla,
je obecnym oznacenim rovnobézného promitani na jednu prumétnu. Kosothlé
promitani, pojednavané v kapitole 5] je tak specidlnim pripadem axonome-

trie. Slovo azonometrie je feckého puvodu (aksonometria), slozené z axon
(osa) a metria (mira).
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Kapitola 7

Kolmé promitani

Kromé metod nazorného promitani, z nichz s nékterymi jsme se seznamili
v predchézejicich kapitolach, pouzivame pro zachyceni informaci o pros-
torovém utvaru také jeho kolmé (téz pravouhlé) pruméty do jedné, dvou
i vice pruméten. Je-li pruméten vice, jsou na sebe kolmé a podle jejich
orientace vzhledem k zobrazovanému objektu je oznacujeme jako ndrysnu
(prumétna rovnobéznd s frontdlni rovinou), pudorysnu (vodorovna prumét-
na) a bokorysnu (kolma na narysnu i pudorysnu). Piislusné pruméty potom
nazyvame ndrys, pudorys a bokorys. Role uvedenych tii rovin prekracuje
hranice deskriptivni geometrie, analogické roviny naptiklad urcuji tzv. a-

natomické sméry, viz Obr. [7.1]

Figure 7.1: Ndrys, pudorys a bokorys (H. Stachell: The status of todays descriptive geometry related
education in Europe )

S ndrysem, pudorysem a bokorysem se samoziejmé setkame v grafickych 3D
softwarech, kde jsou tyto kolmé pruméty casto kombinovany s ndzornym
prumétem utvaru, viz Obr.
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Figure 7.2: Audi R8 (www.ak3d.de/portfolio/tutorials/FreeSample.pdf)

7.1 Stavby z krychli

Stavbou z krychli (fikdme téz stavba z kosteknebo krychlovd stavba) rozumime
na podlozce volné stojici mnohostén, ktery vznikne slozenim nékolika krychli
stejnych rozmeértu tak, ze sousedni dvé krychle k sobé ptiléhaji vzdy celymi
sténami.

Figure 7.3: Stavba z kostek
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Piiklad 7.1. Zobrazte ndrys, pudorys a bokorys stavby z kostek uvedené
na Obr. [7.5. Predstavte si, Ze stavbu rozeberete a potom ji chcete zrekon-
struovat z téchto prumétu. Je jimi jeji tvar urcéen jednoznacné?

Reseni: Narys, pudorys a bokorys télesa z Obr. vidime na Obr. .
Je ziejmé, ze témito tfemi prumeéty neni dand stavba jednoznaéné urcena.

Figure 7.4: Stavba z Obr. [7.3] - ndrys, pudorys a bokorys
Existuje vice ruznych téles postavenych z kostek, které maji stejné pruméty.
Zkuste néjaké takové téleso nacrtnout ve volném rovnobézném promitani.

7.2 Koétovany pudorys

Presto existuje moznost, jak stavbu z krychli jednoznacné urcit jenom
jednim prumétem! Jednd se o tzv. kdtovany pudorys, tj. pudorys, v némz

Figure 7.5: Pudorysy stavby z kostek — bézny (vlevo) a kétovany (vpravo)

je v kazdém c¢tverecku predstavujicim sloupec kostek uvedeno ¢islo odpovidajici
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poctu kostek v tomto sloupci. Srovnani bézného a kdétovaného pudorysu
télesa z Obr. [.3] vidime na Obr. [.5



Kapitola 8

Koétované promitani

Kdtované promitdni je pravouhlé (kolmé) promitani na jednu (vodorov-
nou) prumétnu. Této prumétné fikame pudorysna a obvykle ji znac¢ime .
Prumeét bodu do této prumétny nazyvame kdtovany prumét. Privlastkem
kdotované/kétovany vyjadiujeme skutecnost, ze u prumétu bodu je v zdvorce
uvedena orientovand vzdalenost bodu od prumétny (tj. jeho z-ova soutad-
nice), které fikdme kdta.

8.1 Zobrazeni bodu

Podstata kétovaného promitani je na jednoduchém prikladu zobrazeni bodu
ilustrovéna Obr. B.1 Uvazujme bod A = [5,3,7]. Vlevo na obrdzku je

Figure 8.1: Bod A v prostoru 3D; vlevo ndzorny prumét| vpravo kétovany prumét

zachycen ndzorny prumét (konkrétné se jednd o axonometricky prumét)
jeho umisténi vzhledem k soufadnicovym osam (pracujeme s levotocivou
soustavou) a specialné vzhledem k roviné (z,y), kterd hraje roli prumétny
. Vpravo je potom zobrazen kotovany prumeét bodu A, tj. jeho kolmy
(pravothly) prumét do roviny 7 s vyznacenou kétou (z-ovou souiadnici).
Nutno dodat, Ze se jednd o ilustracni obrazek. V praxi samoziejmé nevy-
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barvujeme prumétnu, souradnicové osy rysujeme co nejméné napadné (osu
y ani rysovat nemusime) a kétovany prumét bodu vyznacime kiizkem a pro
zapis jeho oznaceni a kéty pouzijeme ¢ernou barvu, viz Obr. [8.2] Kétovany
prumét bodu navic znacime dolnim indexem i, jedna se totiz vlastné o
kotovany pudorys bodu. Kétovany prumét bodu A na Obr. vpravo by
tak mél byt zapsan jako A;(7). Nutno ovSsem dodat, ze je-li z kontextu
ulohy zfejmé, ze se jedna o kétovany pudorys, index | muzeme beztrestné
vynechat.

Piiklad 8.1. V kdtovaném promitdni zobrazte pruméty bodu K = [3,5, —4],
L=1-2,0,2].

Reseni:

Figure 8.2: Zobrazeni bodu K, L v kétovaném promitan{

8.2 Zobrazeni primky

Prumétem ptimky je primka nebo bod. Bod P = a; je kolmym prumeétem
piimky a, kterd je kolma k prumétné, tj. a L w. Piimka a; je kolmym
prumétem piimky a, kterd neni kolmé k prumétné, tj. a £ 7. Prumétem
piimky je v tomto piipadé prisecnice a; kolmé promitaci roviny s s pru-
métnou 7, viz Obr. R.3] vpravo.
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Figure 8.3: Pfimka v kolmém promitani; vlevo kolmym prumétem piimky kolmé k prumétné je bod,
vpravo kolmy prumét piimky jako prusecik kolmé promitaci roviny s prumétnou

Zobrazeni primky v koétovaném promitani vidime na Obr. Vpravo.
Pramét primky v kétovaném promitani je uréen prumeéty dvou jejich bodu.
Zajiméa nas, jak lze z takto zobrazené primky, bez jakéhokoliv ndazorného
prumétu, zjistit prusecik této piimky s prumétnou (fikdme mu stopnik), jeji
odchylku od pramétny a skutecnou vzddlenost dvou jejich bodu (hovoiime
o skutecné velikosti isecky).

Figure 8.4: Primka KL v prostoru 3D; vlevo ndzorny prumét vpravo kétovany prumét

Priklad 8.2. V kotovaném promitani zobrazte primku p, kterd je urcena
body A, B; A[—2,3,—4], B[3,—1,2]. Urcete jeji prusecik s prumétnou, tj.
stopnik P, a jeji odchylku od prumétny a.

Reseni: Ulohu Fesfme sklopenim promitaci roviny primky p. V nazorném
promitani je postup feSeni piikladu naznacen na Obr. 8.5 Piimkou p
vedeme promitaci rovinu, kterou nasledné sklopime, abychom celou situaci
vidéli z jiného uhlu pohledu, konkrétné ze sméru kolmého na promitaci
rovinu. Je potom jasné, ze stopnik P je prusec¢ikem kolmého prumétu
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p1 piimky p a obrazu (p) piimky p ve sklopeni. Stejné tak odchylka
piimky p od prumétny je stejnd, jako odchylka sklopené piimky (p) od
kolmého prumétu p; piimky p. Toto vSe je zfejmé z nazorného zobrazeni

Figure 8.5: Nazorné zobrazeni reseni prikladu (8.2

celé situace piikladu [8.2] Jak ale piislusné feseni provedeme v kétovaném
promitani, tj. v situaci, kdy je pfimka ur¢ena pruméty dvou svych bodu a
my jsme omezeni pouze na kolmé promitani do prumeétny n?7 Postup reSeni

Figure 8.6:

je naznacen na Obr. [8.6] kde vlevo vidime zadéni, vpravo potom vysledek.
Konkrétni kroky postupu feseni jsou ziejmé. Resime sklopenim promitaci
roviny primky p do prumétny. Jak je naznac¢eno na Obr. 8.5 v pravoihlém
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prumétu se to projevi tak, ze obrazy bodu A, B ve sklopeni, body (A), (B),
se zobrazi na kolmice sestrojené na primku p; postupné v bodech A; a By,
vzdy ve vzdalenosti odpovidajici absolutni hodnoté kéty daného bodu. Bod
(A) tak lezi na odpovidajici kolmici ve vzdalenosti 4 od Ay, bod (B) pak
ve vzdalenosti 2 od B;. Protoze kéty obou bodu maji ruzna znaménka,
bod A ma kétu zapornou, protoze lezi "pod” prumétnou, zatimco bod B
mé kotu kladnou, protoze lezi "nad” prumétnou, zobrazi se body (A), (B)
po sklopeni promitaci roviny do vzajemné opac¢nych polorovin. Prumétem
P;(0) stopniku piimky p, ktery je identicky se samotnym stopnikem P
(protoze ten lezi z titulu své role v prumétné), je prusecik prumétu p
piimky p s obrazem (p) piimky p ve sklopeni, tj. P € p; N (p). Od-
chylka o pfimky p od prumétny je identickd s odchylkou piimek (p) a
p1. Pokud by nds zajimala skuteéna vzdalenost bodu A, B, najdeme ji ve
vysledné konstrukei na Obr. vpravo jako vzdalenost bodu (A), (B), tj.
AB| = |(A)(B)|.

Priklad 8.3. V kétovaném promitini zobrazte prumét primky p = KL
dané body K = [3,5,—4], L = [-2,0,2], urcete jeji stopnik P, odchylku
primky p od primétny a skutecénou velikost usecky K L.

Reseni:

Figure 8.7: Reseni pifkladu
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Priklad 8.4. Jak z kotovanych prumétu bodu A, B pozndme, Ze primka
AB je

a) rovnobézind s prumétnou,

b) kolmad k primétné,

c) incidentni s prumétnou,

d) ruznobézind s prumétnou?

Jednotlivé polohy primka AB ilustrujte konkrétnimi priklady

8.3 Stupnovani primky

Stupniovani primky je vyznaceni bodu s celociselnymi kétami na piimce.
Rikame, ze primku stupnujeme, a ze je tim na ni dana stupnice. Nazorny

N

Vb U

AN

Figure 8.8: Princip stupnovani piimky

prumét piimky p se stupnici, spolu s jeji kolmou promitaci rovinou k,
je zachycen na Obr. 8.8 Vyskovy rozdil dvou sousednich bodu stupnice
piimky je roven 1, viz modra tsecka, vzdélenost jejich pudorysiu nazyvame
interval primky p, znacime ho ¢. Body stupnice primky jsou analogii
vrstevnic, které zname z map. Vime, ze kdyz jsou vrstevnice blizko u sebe,
stoupani ¢i klesani je v daném misté strmé. Zajima nas, zda lze z hod-
noty intervalu zjistit ”strmost” ptislusné primky. Nejprve si ale zavedeme
nékolik pojmu v této souvislosti pouzivanych.
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Pro odchylku ptimky od prumétny, kterou jsme znacili o, budeme pouzivat
termin spadovy whel primky.

Tangens spadového thlu tan o potom nazyvame spad primky. Plati

1
tana = —, (8.1)
i

kde 7 je interval primky.

Priklad 8.5. Pro jakou velikost spadového uhlu je
a) i>1,
b) i <1?

Piiklad 8.6. Zobrazte primku a = AB; Al5,2,—1], B[1,2,7]. Urcete kdtu
bodu B, je-li odchylka primky a od prumétny 45°.

Piiklad 8.7. Je ddna primka CD; C|—4,5,5], D[2;1;—1]. Urcete obrazy
bodu E[?;7;3,5], F[?;7;—2].

Reseni:

Figure 8.9: Reseni piikladu stupniovanim piimky p
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Na Obr. vidime uplatnéni obecné metody stupnovani piimky, kterd
pracuje s rovnobézkami s p; vedenymi ve vzdjemnych vzdalenostech 1 (fi-
alové primky), jejichz pruseciky se sklopenou piimkou (p) jsou promitnuty
(zelené piimky) na p;, aby tam vytvorily stupnici. Jednd se o robustni
metodu, kterd nijak nezohlednuje specifika tlohy. Samoziejmé je mozné
uplatnit i jiné metody, citlivéjsi k zadani, které jsou zalozeny na déleni
usecky na dany pocet dilu, pripadné k rozvinuti stupnice vyuzivaji délku
intervalu.

8.4 Zobrazeni roviny

Prumétem roviny je celd prumétna nebo piimka. Na Obr. vidime
situaci, kdy je rovina p ruznobézna s prumétnou 7. V takovém piipadé je
prumétem roviny celd prumétna. Abychom s rovinou mohli v kétovaném
promitani pracovat, a abychom mohli rozliSovat mezi ruznymi rovinami
ruznobéznymi s prumeétnou, vyuzivame vyznamné primky roviny, kterymi
jsou stopa roviny p”, tj. prusecnice roviny s prumétnou, hlavni primky, viz
napi. h”, tj. ptimky rovnobézné s prumeétnou, a spadové primky, viz napf.
sP, tj. primky roviny, které jsou kolmé na hlavni ptimky a samozirejmeé také
na stopu roviny (ktera je vlastné specidlnim pripadem hlavni piimky).

Figure 8.10: Nazorné zobrazeni principu zobrazeni roviny v kétovaném promitdni; rovina ruznobézné s
prumétnou
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Mongeovo promitani

Vysledkem Mongeova promitani (M. p)E| jsou dva sdruzené pruméty zobra-
zovaného objektu. Jedna se o kolmé pruméty objektu do dvou navzajem
kolmych pruméten, pudorysny 7 a narysny v, které jsou zobrazeny spoleéné
v dusledku sklopeni pudorysny do narysny, jak na piikladu zobrazeni bodu

X ilustruje Obr. 0.1]

z

Figure 9.1: Mongeovo promitani; zobrazeni bodu

Zakladni pojmy:

7 ... pudorysna; v ... ndarysna; x;o ... zakladnice; X;, Xy ... sdruzené
pruméty; X; ... pudorys bodu X; X5 ... narys bodu X; X; X5 ... ordindla
bodu X.

Piiklad 9.1. V Mongeové promitani zobrazte sdruzené prumety bodu K =
[2;3;4], L =[-5;4;0], M = [4; —5; —8].

lGaspard Monge, 1746-1818
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9.1 Zobrazeni primky

Sdruzenymi prumeéty piimky a v obecné poloze viuéci prumétnam jsou primky
a1, az, viz Obr. 0.2, Pii zvldstnich polohdch primky vuéi prumétndm (Jaké
to jsou?) muze byt jednim z prumétu bod.

Figure 9.2: Mongeovo promitani; zobrazeni piimky, vlevo ndzorny pohled, vpravo samotné Mongeovo
promitani

Zakladni pojmy:
ai,as ... sdruzené prumeéty pirimky a; P ... pudorysny stopnik; N ...
narysny stopnik.

Piiklad 9.2. Sestrojte stopniky (jejich sdruzené pruméty) primky a.

a2

X12

ai
Figure 9.3: Sestrojte sdruzené pruméty stopniki piimky a

Na Obr. je ilustrovéano zobrazeni piimky ruznobézné s prumétnsmi
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v Mongeové promitani. Promyslete si a nacrtnéte, jak budou vypadat
sdruzené prumeéty ptrimek, které vici prumétnam zaujimaji nasledujici
zvlastni polohy:

e piimka kolm& k prumétné,

e piimka kolma k zakladnici,

e piimka rovnobéznd s pudorysnou; nazyvame ji horizontdlni hlavni primka
(téz hlavni primka prvé osnovy) h, hi,

e pifmka rovnobéznd s narysnou; nazyvame ji frontdini hlavni primka
(téz hlavni primka druhé osnovy) f, fH.

Piiklad 9.3. Sestrojte sdruzené prumeéty primek v uvedenych polohdch.

Priiklad 9.4. Sestrojte postupné sdruzené prumeéty dvou rovnobéznyjch, riz-
nobéznych a mimobezZnych primek.

9.2 Zobrazeni roviny

Rovina se v Mongeové promitani zobrazuje pomoci svych prusecnic s pru-
métnami, kterym fikame stopy roviny. RozliSujeme pudorysnou a narysnou
stopu, v pripadé roviny p je znacime p” a n”. Pritom vzdy jeden ze
sdruzenych prumeétu kazdé stopy splyva se zékladnici. Proto je rovina p
(i kazda jind) zobrazena pomoci (pudorysu) pudorysné stopy p] a (narysu)
nérysné stopy nj, viz Obr. [9.4]

Figure 9.4: Mongeovo promitani; zobrazeni roviny, vlevo nazorny pohled, vpravo samotné Mongeovo
promitani
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Zakladni pojmy:

pi,nh ... pudorysnd a narysnd stopa roviny p (presnéji pudorys pudorysné
a narys narysné stopy ...), h” ... horizontélni hlavni ptimka roviny p, f* ...
frontalni hlavni primka roviny p.

Specifické polohy hlavnich piimek konkrétni roviny se projevuji typickymi
vlastnostmi jejich sdruzenych pruméti, viz Obr. [9.5] nérys hs horizontélni
hlavni piimky je vzdy rovnobézny se zakladnici, zatimco jeji pudorys h; je
rovnobézny s pudorysnou stopou pp, a naopak, pudorys f; frontalni hlavni
primky je rovnobézny se zakladnici, zatimco jeji narys f; je rovnobézny
s narysnou stopou ns.

ng ng

Figure 9.5: Mongeovo promitani; sdruzené prumeéty horizontalni a frontalni hlavni pfimky dané roviny

9.3 Zobrazeni kruznice

Figure 9.6: Mongeovo promitani; sdruzené pruméty kruznice, v roviné kolmé k narysné, vlevo,, a v roviné
ruznobézné s prumeétnami, vpravo
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Na Obr. vidime, jak vypadaji sdruzené pruméty kruznice, ktera lezi
v roviné ruznobézné s prumeétnami. Nejprve je uvazovana rovina kolma
k jedné z pruméten, v piipadé obrazku se jedné o kolmost k narysné, potom
obecné umisténa rovina. Text popisku obrazku je prostiednictvim odkazu
propojen s applety,v nichz lze kazdou ze zobrazenych konstrukci prehrévat
krok za krokem. Soucésti zobrazeni sdruzenych prumeétu kruznice lezici
v obecné roviné je tloha wuréeni chybéjiciho prumétu bodu roviny (dané
stopami), konkrétné se jedna o urcéeni chybéjictho narysu Sy sttedu kruznice

S.

9.4 Vybrané ulohy

Piiklad 9.5. V Mongeové promitini je rovina p ddna svymi stopami.
Mimo tuto rovinu lezi bod A. Sestrojte patu () kolmice spusténé z bodu
A do roviny p.

Priklad 9.6. V Mongeové promitini je dana rovina o svymi stopami a
primka q svymi sdruZenymi pruméty. Sestrojte sdruzené prumeéty pruseciku
primky q s rovinou «. Reseni nacrinéte

Reseni: Postupujte dle appletu, v némz je krok za krokem zachycen postup
feseni analogické ulohy: https://www.geogebra.org/m/WbD1Y95d.
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Kapitola 10

Osova afinita

Osovd afinita, viz Obr. [10.1]

Figure 10.1: Osové afinita dané osou o a dvojici bodu A, A’

Osova afinita

10.1 Osova afinita

Urceni osové afinity. Charakteristika a rovnice osové afinity. Elace. Zakladni
afinity. Involuce.
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Figure 10.2: Vznik osové afinity

10.1.1 Zakladni afinity

Zakladnimi afinitami nazyvame afinity, jejichz vSechny samodruzné body
tvori nadrovinu prostoru A,. Priklady zakladnich afinit jsou osova afinita
v Ay, 0osova soumérnost v Es nebo rovinova soumeérnost v Es.

Zakladni afinita takova, ze primka spojujici vzor a obraz je rovnobézné
s nadrovinou samodruznych bodu, se nazyva elace.

10.1.2 Osova afinita v roviné

Osova afinita je ur¢ena osou o, smérem s a charakteristikou x. Smér a
charakteristika jsou vétsinou zadany dvojici sobé odpovidajicich bodu A, A’.

Priklad 10.1. V osové afinité urcené osou o a dvojici sobé odpovidagicich
bodu A, A" zobrazte bod X a primku p.

Resend: Viz Obr.[10.4 Pii uréeni obrazu bodu a pifmky vyuzijeme
Vlastnosti osové afinity
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Figure 10.3: Osova afinita v roving, jejiz smér je rovnobézny s jeji osou, jako piiklad elace

(1) Pfimka spojujici sobé odpovidajici body je rovnobézna se smérem afin-
ity.

(2) Sobé odpovidajici piimky se protinaji na ose afinity.

(3) Incidence se zachovava.

(4) Osa afinity a piimky rovnobézné se smérem afinity jsou samodruznymi
primkami.

Figure 10.4: Osova afinita v roviné,feSeni piikladu

Postupujeme tak, ze sestrojime primku p = jﬁ a urcime jeji prusecik [
s osou afinity o. Z vlastnosti (2) vyplyvd, ze piimka p’, kterd je obrazem
piimky p, také prochazi bodem I. Z vlastnosti (3)&11{ plyne, ze p’ prochazi
rovnéz bodem A’. Sestrojime tedy piimku p’ = A’f. Obraz bodu X, bod
X', pak ur¢ime podle vlastnosti (1) jako prusecik p’ s piimkou jdouci bodem
X rovnobézné s AA',
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Charakteristika osové afinity
Charakteristikou osové afinity x rozumime délici pomér

(A'AA,) = &,

kde body A, A" jsou ve vztahu vzor a obraz a bod A; je prusecik piimky
AA" s osou afinity o, viz Obr.[10.4, Charakteristika osové afinity je rovna
jejimu modulu, proto se k nazyva také modul osové afinity.

Pozndamka. Osova soumeérnost v roviné je zvlastnim piipadem osové afinity,
jejiz smér § je kolmy na osu o (5Lo) a jejiz charakteristika k je rovna —1
(k= —1).

Priklad 10.2. Je ddna primka o, trojihelnik ABC a dvojice bodu X, X'.

Sestrojte obraz trojuhelnika ABC' v osové afinité s osou o, v niz je obrazem
bodu X bod X'.

Véta 10.1. Rovnobéiné primky al|lb se v osové afinité zobrazi opét na
rovnobézné primky a'||b’.
Proof. Dukaz provedeme sporem. Predpokladame, ze obrazy rovnobéznych

piimek jsou ruznobézky. Dostaneme se do sporu s definici charakteristiky
afinity:. []

Véta 10.2. Delici pomér se v osové afinité zachovdvd, tj. (ABC) =
(A'B'C").
Dusledky veéty [10.2;

1) Stred tsecky se zobrazi zase na stied tsecky.

2) Zachovava se usporadani bodu na primce.

Ptiklad 10.3. Je ddna primka o a trojuhelnik ABC. Sestrojte obraz A'B'C’
trojuhelnika ABC v takové 0sové afinité s osou o, aby byl trojuhelnik A’ B'C’
rovnostranny.

(Postup konstrukce viz http: // tube. geogebra. org/ student/mni2IYHic))

Véta 10.3. Necht P je obsah trojuhelnika ABC a P’ obsah jeho obrazu
A'B'C" v osové afinité s charakteristikou k. Potom P’ = |k| - P.

Z vyse uvedenych vét [10.1), [10.2] [10.3|plyne, Ze osova afinita ma nasledujici
invarianty.
Invarianty osové afinity
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(1) Rovnobéznost piimek.

(2) Délici pomeér.

(3) Pomeér obsahu obrazcu.

Charakteristika zakladni afinity
Charakteristiku prifazujeme kazdé zakladni afinité, ktera neni elaci. Plati

k= (X'XX),

kde X7 je prusecik W s nadrovinou samodruznych bodu uvazované zakladni
afinity.
Zakladni afinita jako involuce

Involutorni zobrazeni, téz involuce, je kazdé zobrazeni afinniho bodového
prostoru na sebe, které neni identitou, ale slozeno samo se sebou je identité
rovno.

Zakladni afinita je involuci tehdy, kdyz neni elaci a jeji charakteristika
je rovna —1.

10.1.3 Cviceni — Osova afinita

1. Pomoci vysledku Prikladu dokazte tvrzeni: TéZnice trojuhelnika se
protinaji v jednom bode, ktery je déli v poméru 1 : 2.

2. Dokazte Vétu [10.3l
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Kapitola 11

Stredova kolineace

11.1 Puvod stredové kolineace

Jak naznacuje Obr. [11.1], stfedova kolineace (se stfedem S), jako vzdjemné
jednoznac¢né zobrazeni Fy na sebe, je vysledkem stiedového primétu (se
stfedem S’) sttedového promiténi (se sttedem S7) mezi dvéma ruznobéznymi
rovinami v prostoru Fjs.

Figure 11.1: Vznik stiedové kolineace
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Definice 11.1 (Stifedova kolineace). Stiedovou kolineaci (téz perspektivni
kolineaci, osovou kolineaci ¢i homologii) rozumime vzajemné jednoznacné
zobrazen{ roviny Ej téchto vlastnosti (viz Obr. [11.2)):

1. Spojnice odpovidajicich si bodu prochazeji pevhym bodem - stfedem
kolineace.

2. Prusecik odpovidajicich si ptimek lezi na pevné piimce - ose kolineace.
3. Incidence se zachovava.

Figure 11.2: Zobrazeni bodu ve stfedové kolineaci se sttedem S a s osou o

Pozndmka. Tti kolinedrni body (tj. tii body na pfimce) ptejdou timto
zobrazenim opét v body kolinearni - proto KOLINEACE.
Pozndmka. Stredova kolineace je urcena:

- osou o (samodruzna piimka)

- stfedem S (samodruzny bod)

- dvojici odpovidajicich si bodu A, A’; S € AA’ nebo piimek p, p'; S &
p.p.
Priklad 11.1. Ve stredové kolineaci uréené osou o, stredem S a dvojici
bodu A, A’ sestrojte:
a) obraz bodu X,
b) obraz primky p.

Priklad 11.2. Ve stredové kolineaci urcené stredem, osou a jednim pdrem
odpovidajicich st primek sestrojte:
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a) obraz bodu B,
b) obraz primky m.

Veéta 11.1. Stred a kazZdy bod osy kolineace jsou jejimi samodruznymsi body.
Osa kolineace a kaZdd primka prochazejici jejim stredem jsou samodruzné
primky.

Véta 11.2. Kolineace je urcena, je-li ddn jeji stired, osa a jeden par
odpovidajicich si bodi nebo primek, jeZ nejsou incidentni ani se
stredem, ani s osou kolineace.

Charakteristika kolineace

(SALAA)Y = (SBBB') = A

Priklad 11.3. Stredovad kolineace je urcena stredem, osou a dvojici sobé
odpovidagicich bodu. Sestrojte obraz nevlastniho bodu Uy, primky p.

Reseni: Viz Obr. [11.3

Figure 11.3: Zobrazeni nevlastniho bodu piimky p ve stifedové kolineaci se stfedem S a s osou o

Ubéznik a uibéznice

e Ubéznik je bod, ktery je v dané kolineaci obrazem nevlastniho bodu

(viz bod U’ na Obr. [11.3)).
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e UbéZnice je primka, ktera je obrazem nevlastni primky.

Piiklad 11.4. Ubénice je rovnobézina s osou kolineace. Dokazte.

Reseni: Dukaz zalozime na skutecnosti, ze osa kolineace je pfimkou samodruznych
bodu. Protoze ubéznice je obrazem nevlastni primky, nemuze mit s osou
kolineace jiny spolec¢ny bod nez bod nevlastni.

Priklad 11.5. Sestrojte ibéeznict v kolineact dané stredem, osou a
a) parem odpovidajicich si bodu,
b) pdrem odpovidajicich si primek.

Resend: Reseni ad a) viz Obr. [11.4

Figure 11.4: Zobrazen{ ibéznice u’ ve stfedové kolineaci se stredem S a s osou o

Priklad 11.6. Ve stredové kolineaci najdéte alespon jeden bod V, jehoZ
obrazem je nevlastni bod.

Véta 11.3. V kolineaci existuji dvé tbeznice (1. a 2. béZnice mebo
ubéznice a protiubéznice). Vzddlenost stredu kolineace od jedné z nich
je rovna vzddlenosti osy kolineace od druhé z mich; pritom bud obé tyto
ubéznice lezi mezi stredem a osou kolineace, nebo stred a osa kolineace lezi
mezi téemato ubezZnicemi.
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Véta 11.4. Kolineace je urcena stredem, osou a jednou ubéznici.

Priklad 11.7. Ve stredové kolineaci urcené stredem S, osou o a ubéznici
u sestrojte obraz bodu A.

Veéta 11.5. Dvojpomer se kolineaci zachovdvd.

Priklad 11.8. Stred usecky se kolineaci vétsinou nezachovdva. UkaZte.

Priklad 11.9. Stredovd kolineace je ddana stredem S, osou o a dvojici bodu
B, B. Najdéte obraz bodu A.

11.2 Kolineace kruznice a kuzelosecky

Kuzelosecce odpovida v kolineaci zase kuzelosecka. Obrazem kruznice v
kolineaci tak muze byt elipsa, parabola nebo hyperbola. Na ¢em to zavisi?

Priklad 11.10. Sestrojte elipsu, kterd odpovidad kruznict k v kolineaci dané
osou, stredem a ubeznici.

Pti konstrukci obrazu kuzelosecky v kolineaci vyuzivame nasledujici
vlastnosti:

1. Te¢na kuzelosecky k piejde kolineaci v tecnu kuzelosecky k'

2. Dvojpomeér se kolineaci zachovava.

3. Primkam rovnobéznym s osou kolineace odpovidaji piimky téhoz sméru.
4. Kuzelosecky k, k' odpovidajici si v kolineaci maji spolecné pruseciky s
osou kolineace a spoleéné tecny vedené k nim ze stredu kolineace.

5. Polarni vlastnosti kuzelosecek:

- Je-li primka p polarou bodu P vzhledem ke kuzelosecce k, pak body
dotyku T3, T, tecen kuzelosecky k z bodu P jsou pruseciky p s k.

- Bod P indukuje na kuzelosecce involuci.

- Dva body, z nichz kazdy lezi na polare toho druhého vzhledem k téze
kuzelosecce, se nazyvaji sdruzené poly.

6. Primér kuzelosecky



70 KAPITOLA 11. STREDOVA KOLINEACE

- Kazda vlastni piimka, jejiz pol je bod nevlastni.

- Spojnice bodu dotyku dvou rovnobéznych te¢en kuzelosecky (kromé paraboly).
- Spojnice pruseciku dvou tecen kuzelosecky se stredem tsecky uréené body
dotyku téchto tecen s kuzeloseckou.

- Spojnice stfedu dvou rovnobéznych tétiv.

- Kazdé primka prochazejici sttedem kuzelosecky (sttedové).

7. Stred kuzelosecky

- Pro stredové kuzelosecky (elipsa, hyperbola) je to pdl nevlastni piimky.

Pél nevlastni primky vzhledem k parabole je bod dotyku nevlastni primky

s parabolou.

Priklad 11.11. Sestrojte parabolu, kterd odpovidad kruznici k v dané kolin-
eact.

Priklad 11.12. Sestrojte hyperbolu, kterd odpovidad kruznict k v dané ko-
lineac.

Priklad 11.13. Sestrojte kuzelosecku, zndte-li tri jeji body a dveé tecny.
Resend: Viz Obr. [LLF

Figure 11.5: Konstrukce kuzelosecky (elipsy) z danych 3 bodi a 2 tecen

Piiklad 11.14. Stiedova kolineace v E; je ddna osou o: y = 0, stiedem
S =<1,0,a > a dvojici bodii B=<1,0,b >, B, =< 0,0,0 > . Volte hod-
noty parametri a,b,r tak, aby obrazem krusnice x*+ y? = r? byla postupné
parabola, hyperbola a elipsa. Sestrojte.
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