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2 Diskriminant

Diskriminant polynomu je vyraz, ktery mtizeme vyjadiit pomoci kofent
polynomu (diskriminant n neurc¢itych) nebo pomoci koeficienttt daného
polynomu (homogenni polynom vzhledem k témto koeficientiim). Jeho
hodnota vypovida o povaze kofenti polynomu.

Piiklad 3. Urcete koreny polynomu x° — 922 + 26z — 24, vite-li, Ze
jeden jeho koren je aritmetickym prumeérem zbyvajicich.
Priklad 4. Rozhodnéte o poctech korenu danych kvadratickych rov-

nic:
a) 20 +4r+2=0, b)2?+2x+2=0, c)2’+5x+6=0.

2.1 Diskriminant kvadratické rovnice (Diskriminant poly-
nomu druhého stupné)

ar’+br+c=0

D = b — 4dac

Dostaneme se k nému rozkladem kvadratického trojélenu:

a a 2a 2a

b —b D —b—+vD
aw2+bw+6—a<x2+—a§+£) —...—a<x—+—\/7> (az——f>

Souvislost hodnoty D s koreny kvadratické rovnice

—b++D
2a

b
" 2

D > 0 : Dva ruzné realné kofeny: 12 =

D = 0: Jeden dvojnasobny kofen: 1 = 9

—b VD,

D < 0 : Dva imaginarni, komplexné sdruzené, kofeny: x; 9 = 2—j:2—z
a a
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Diskriminant zname jako vyraz, tvoreny koeficienty prislusného poly-
nomu, ktery nam poskytuje informace o povaze jeho korent.

OTAZKA: Je mozné vyjadiit diskriminant pomoci kofentt pifslusného
polynomu?

Regeni pro polynom druhého stupné:
Pro koreny x1, o polynomu plati:

az® 4+ br +c = alx — 1) (x — 29),

b
T1+ T = T
a

c

T1TX9 = —.

a

Potom:
b= —(x1+ x2)a, ¢ = x1720.

Po dosazeni do D dostavame:
D = b*—dac = (v1+x2)°a* —4a’r 19 = a* (2] —22120+73) = a*(z1—22)°.

Zavér: Diskriminant polynomu druhého stupné s koreny x1, xo je dan
vztahem
D = a*(x; — 39)%.

Poznamka. Role diskriminantu je z tohoto vyjadieni ihned patrné:

i) Dva rtzné realné koteny xy, xo: D = a2($1 — :UQ)Q > 0.

ii) Jeden dvojnasobny redlny kofen xy = z9: D = a*(z; — x9)* = 0.
iii) Dva komplexné sdruzené imaginarni koteny x; = m + ni,xy =

m —ni: D = a*(m +ni — m + ni)*> = —4a*n* < 0.

Diskriminant a Vandermonduv determinant

I 1
1 I9

‘/2(3317 '732) -
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I 1
1 I9

V=

= ...= (371 — 5172)2

|1£IZ’1

1 i)
Tedy: D = a*(z; — x9)* = a*V.
2.2 Diskriminant kubické rovnice (Diskriminant polynomu

tietiho stupné)

axd + b +cx+d=0

D = b*c? + 18abed — 4b3d — 4ac® — 27a*d?,

D = a*(zy — 11)* (23 — 11)* (23 — 29)°.

Souvislost hodnoty D s koreny kubické rovnice

D > 0 : Tti rlizné realné koteny x1, 29, 3.

D = 0: Alespon dva stejné kofeny ze tii realnych.

D < 0: Jeden readlny a dva imaginarni, komplexné sdruzené, koteny.

Diskriminant a Vandermonduv determinant

I 1 1

Vs(x1, w9, x3) = | 1 T2 3

2 92 9
L1 Ty T3

D = a*V2.
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2.3 Diskriminant polynomu n—tého stupné

Diskriminantem polynomu n—tého stupné s kofeny x1, o, ..., T, r0ZU-
mime vyraz

n
D, (1,29, ..., x,) = a2 * H(azl — ;)%
i<j

Pro tcely vypoc¢tu mozno prehlednéji rozepsat takto:

D1, 7, o 0) = 622+ (31 = 222+ (31 — 252 (31— 242 e (31 — )
(29 — x3) - (29 — 24)* - ... - (20 — )%
(g —x4)* .. (23 — 1)

) (xn—l - $n)2

OTAZKA: Kolik ¢initelt ve tvaru (z;—x;)? mé diskriminant D, (x1, g, ..., ,)?

Poznamka. Rozlisujeme pojmy diskriminant n neurcitych x, zo, ..., z,:

n

Dn(CL’l, X, ,CCn) = H(CBZ — $j)2

1<J

a diskriminant polynomu n—tého stupné s kofeny 1, o, ..., T,:

n
D, (x1, 29, ..., x,) = a>"* H(CUZ — :cj)z.

1<J
Definice 2.1 (Diskriminant n neurcitych). Diskriminantem n
neurcitych 1, s, ..., T, rozumime polynom z Ix1, xs, ..., x,] ve tvaru:

D, (x1,z9, ..., x,) = 1_[(:1:Z — ;)
1<J

kde I je obor integrity, popripadeé téleso.
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Véta 2.1 (Vandermonduav determinant). Oznacme:

1 ... 1 1

I o2 ... Tp-1 Ip

_ 2 2 2 2

Vil o, coyxy) = | a7 x5 ... xi 4 T
n—1 ,.n—1 n—1 ,.n—1

Ty Lo N

(tzv. Vandermondiv determinant). Potom plati:
D, (x1, 29, ..., z,) = VA(21, T2, ..., 7).

Poznamka. 7 uvedené véty lze odvodit nasledujici vyjadreni diskrimi-
nantu pomoci polynomu si, S9, ..., Sy, :

So S1 ... Sp—1
S1 S92 ... Sn
Dn(xla Loy ey xn) -
Sn—1 Sn ... S2pn—2

UKOL: Spoctéte Dy(xq, 23).
Definice 2.2 (Diskriminant polynomu). Necht je ddn polynom
f(z) € Iz] ve tvaru

f(x) = anx" + ap12" '+ ... F a4+ ap; a, #0,n > 1.

Necht x1,x9,...,2, jsou koteny tohoto polynomu. Diskriminantem
polynomu f(x), resp. diskriminantem algebraické rovnice f(x) =0,
budeme rozumét vyraz

Gjin_QDn(lEl, Ly vuny ZUn),

n
I (R

1<J
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Véta 2.2. D, (x1, 29, ..., x,) # 0 prdve kdyz mad prislusnd algebraickd
rovnice vesmes jednoduché koreny.

Véta 2.3. Necht f(x) = a, 2" +a,_ 12" +...+ayx+ag € Rlz], a, #
0,n > 1, md vesmes jednoduché koreny. Pak jeji diskriminant je
kladny (resp. zdporny), pravé kdyz je pocet pdri komplexné sdruZe-
nych koreni polynomu f(z) sudy (lichy).



