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3 Ireducibilni rozklady polynomu v T'[z]

- rozklady polynomt na ireducibilni (déle nerozlozitelné) prvky v oboru
integrity polynomi jedné neurc¢ité x nad télesem T

Piiklad 5. Uvazujme polynom x°+2x* — 22% — 1122 — 62 +8 2z oboru
integrity Qlx] C R|x]. Potom jeho ireducibilni rozklady v oborech
integrity Qlx|, Rlx] a Clx| vypadagi takto:

Qlx]: (x—2)(a* +x —1)(2* + 3w + 4),
Rlz]: (x—2)(z+5+3Vh)(x+ 35— iVE)(a? + 3z + 4),
Cla]: (z=2)(w+5+5V5)(@+5—3VO)(+5+5VT)(z+5—5iV7).

Polynom nazjvame ireducibilni pravé kdyz ma pouze nevlastni (sa-
moziejmé) délitele. Nevlastnimi déliteli polynomu f(z) v T'|x] jsou:
1) Jednotky télesa T', tj. vSechny nenulové prvky télesa (T, +, -).

2) Polynomy asociované s f(x), tj. polynomy ve tvaru c- f(z),c € T, ¢ #
0.

Poznamky. Jednotky a asociované prvky.

1) Jednotkou v oboru integrity I rozumime kazdy prvek ¢ € I, k némuz
v I existuje inverzni prvek. Méjme na paméti, Ze existence inverznich
prvkl neni v oboru integrity zarucena.

2) Prvky a,b oboru integrity I jsou spolu asociované pravé kdyz lze
jeden z nich vyjadrit jako nasobek druhého jednotkou z I. Jedna se o
symetrickou relaci, proto téz rikame, Ze a je asociovan s b, pripadné
naopak. Znacime

allb.

Dusledky.
1) Polynom f(x) je reducibilnim polynomem T'[z| pravé tehdy,
kdyz ma vlastniho délitele g(x). Plati

0 < stlg(@)] < st[f(z)].
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3 IREDUCIBILNI ROZKLADY POLYNOMU V T[X]

2) Polynomy prvniho stupné jsou v oboru integrity T'[x] ireducibilnimi
polynomy:.

P¥iklad 6. Polynom x* +x — 1 je ireducibilni v Q[z|, ale ne v R[x].
Tam jsou ireducibilni napt. polynomy x — 2 a x> + 3x + 4. Posledné
uvedeny vsak neni ireducibilni v Clz]. Tam jsou ireducibilni pouze
polynomy prvého stupne.

Véta 3.1. Necht f(x) je ireducibilni polynom v T[z] a g(z) je
libovolny polynom z T|x]. Potom plati:

NSD(f(z),g(x)) =1  nebo  f(x)lg(x) v Tlx].
Piiklad 7. R[z]: f(x)=2>+1, g(z) =2+ 2 + 1.

Véta 3.2. Polynom f(x) € T|x] je ireducibilni polynom v T'|z|, prdvé
kdyz plati implikace:

Vg(z), h(z) € Tlz]; f(z)lg(@)h(z) = fl@)lg(z)V f(z)h(z).

Priklad 8. V Z porovnejte 6/(9 - 8) a 3|(9-8).
Priklad 9. V Z[z| porovnejte
(2% — 2+ —D|(@* - D(@*+1) a (z+ D)|(=* = 1)(2* + 1).

Véta 3.3. Kazdy polynom z T|x| stupné alespori 1 mad za délitele
alespori jeden ireducibilni polynom z Tx].

Priklad 10. Nekolik prikladd déliteli ireducibilnich v daném T'|z] :
Zlx]: (x+1D|(x+1), (z+1)|(5x+5),

Rlz]: (*+x+1)|(z® — 1),

Clr]: (x— 2 —d)|(«®—1).
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4 Eukleidovské obory integrity

V Eukleidovském oboru integrity mtizeme provadét déleni se zbyt-
kem a pomoci Eukleidova algoritmu nalézt NSD konecéné skupiny
prvk.

Prikladem Eukleidovského oboru integrity je Q[z].
Priklad 11. Urcete nejuétsiho spolecného delitele polynomai f(x), g(z) €
Qlz]: flz)=a2"+2°-32* —2+2, glx) =22 + 523 + 22° + 2 + 2.
Priklad 12. Dokazte, Ze zlomek
n® + 2n
nt+3n2+1
nelze kratit pro Zadné prirozené cislo n.

Piiklad 13. Za jakych podminek je polynom 3 + px + q délitelny
polynomem x> + mx — 17

Priklad 14. Najdéte polynom P(x) tak, aby P(x) byl délitelny x*+1
a P(z)+ 1 byl delitelny 23 + 2% + 1.

Definice 4.1 (Eukleidovsky obor integrity). Obor integrity I
se nazyva eukleidovsky obor integrity, prave kdyzZ existuje zobrazent
v mnoziny I — {0} do N (tomuto zobrazeni Tikdme norma) takové,
Ze pro libovolna f,g € I — {0}, g # 0, plati soucasne:

1) flg = o(f) < vlg),
2)ds,rel;f=g-s+r A (r=0Vo(r) <wv(g)).

Zajimaji nas eukleidovské obory integrity polynomt. Plati v nich nésle-
dujici véty.

Véta 4.1. Necht [[z] je eukleidovsky obor integrity, f(x), g(x) € I[z],
d(x) = NSD(f(x),g(x)). Potom existuji polynomy u(x),v(x) € I|x]
tak, Ze

f@)-u(z) +g(z) - v(z) = d(=).
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5 GAUSSOVY OBORY INTEGRITY

Diikaz. Vyjdeme z Eukleidova algoritmu. O

Véta 4.2. Necht I[zx] je eukleidovsky obor integrity, f(x),g(x) €
I[x]. Jestlize jsou f(x),g(x) nesoudélné polynomy, potom ezistuji
u(z),v(x) € Iz| takové, Ze

f(@) - u(@) + g(z) - v(z) = 1.
Dikaz. Dusledek predchazejici véty. ]

Priklad 15. Najdéte polynomy F(x), G(x) tak, aby
(z° —1)F(z) + (2° — )G(z) =z — 1.

Véta 4.3. Necht T je téleso. Potom obor integrity T|x] polynomi
nad T je eukleidovsky obor integrity.

Diikaz. Prvni vlastnost piimo, druhou matematickou indukei. ]

Dusledek. Struktury Q[z], R[z], C|x] jsou eukleidovské obory integrity.
Normou je pak stupen polynomu.

Poznamka. I kdyz to z uvedené véty nevyplyva, stoji za zminku, ze Z|x]
neni eukleidovskym oborem integrity. Pozor vSak, struktura (Z, +,-) je
eukleidovskym oborem integrity.

Pii studiu rozkladu polynomt (&isel) nas zajimaji obory, v nichz jsou
tyto rozklady jednoznacné, tzv. Gaussovy obory integrity.

5 Gaussovy obory integrity

Definice 5.1 (Gausstiv obor integrity). Obor integrity I se na-
zyvd Gaussuv obor integrity, resp. obor integrity s jednoznac-
nym délenim, pravé kdyz pro kazZdé a € I,a # 0,a }f 1 existuje
rozklad v soucin ireducibilnich prvku a kdyZ libovolné dva rozklady
prvku jsou spolu asociovany.
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5.1 Podminka konecnosti retézce délitelli GAUSSOVY OBORY INTEGRITY

5.1 Podminka konecnosti retézce délitelu

Piiklad 16. 24 =23 -3

24
12

N GCIE AU N\

6
3
1
1

Priklad 17. z* — 227 — 112* + 1220 + 36 = (z + 2)*(x — 3)*

at =223 — 1122+ 122+ 36| 2 + 2
23 —4x? —3x + 18|z +2
2> —6x+9|x—3
r—3|z—3
1] 1
1

Pro Gausstiv obor integrity je klicovd podminka koneénosti retézce

44

déliteld, struéné ,,podminka (D).

Definice 5.2. Rekneme, Ze obor integrity I splriuje podminku ko-
necnosti retézce delitel, praveé kdyzZ pro kaZdou posloupnost proki v
I tvaru

ai, as, as, ... € I, ajqla;,i=1,2,3, ...

plati
dn € N,Vr,s € Ni(n<rAn<s)=a, | as,

(Ty. ezistuje n € N tak, Ze ay || ani1, Gni1 || anio, ).

Priklad 18. Konecné retézce délitelu:
a) 12,6,3,1,1, ...

19



5.1 Podminka konecnosti retézce délitelli GAUSSOVY OBORY INTEGRITY

b) xt — 1,2 — 1,2+ 1,1, ...

c) SE2+2£E+1,CC+1,73]4—7,%%4—%,1,1,...

d) v — 1,20 —2,3x — 3,4 — 4,5 — 5, ...
Dusledky platnosti podminky (D)

Veéta 5.1. V kaZdem eukleidovském oboru integrity plati podminka
(D).

Diikaz. Od posloupnosti délitelit pirejdeme k posloupnosti norem. O

Piiklad 19. 2° — 1

ot —1)2% -1

ot — 1)zt -1

T+ 1zt -1
Ty. ireducibilni polynom x + 1 déli z® — 1.
Véta 5.2. Necht obor integrity splriuje podminku (D) a necht x € I,
x #0, x ) 1. Potom x je délitelny alespon jednim prvkem ireducibil-
nim v 1.

Véta 5.3. Necht obor integrity I splniuje podminku (D) a necht x €
I, x#0, x}f 1. Potom lze prvek x vyjadrit ve tvaru soucinu konecné
mnoha prvku ireducibilnich v I. Jinak 7eceno, 1ze provést rozklad
x v soucin ireducibilnich prvku.

Véta 5.4. Je-li T téleso, je T|x| Gaussovym oborem integrity.

Diikaz. Dokazeme nasledujici dvé vlastnosti:
1) Splnéni podminky (D).
2) Kazdy ireducibilni polynom je prvocinitelem, tj. plati:

W) f(x) - g(x) Ni(z) ff(x) = i(z)|g(z).
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Poznamky. K dikazu véty [5.4]

1) Druhéa vlastnost (tzv. prvociselna vlastnost) vede k jedno-
znacnosti rozkladu.

2) Pii dikazu véty jsme mohli pouzit také néasledujici vétu:

LVéta: Kazdy eukleidovsky obor integrity je rovnéz Gaussovym oborem
integrity*.

3) Pozor! Véta uvedend v poznamce 2 se neda obratit. Existuji Gaussovy
obory integrity, které nejsou eukleidovské. Napiiklad Z|x].

Obory Clz], R[z], Q[z] a Z|x] maji vlastnosti existence a jed-
noznacnosti rozkladu v souéin ireducibilnich prvki (jsou to
Gaussovy obory integrity). Zajima nés, jak ty rozklady vypadaji.

P¥iklad 20. Rozlozte polynom 2® — 1 postupné v Z[z|, Qlz], R[z] a

C'lx].

Zlx],Qla] : 2® — 1= (x+ 1)(z — 1)(2* + 1)(a* + 1),

Rlz]: 2 =1 = (z+ 1)z — 1)(2® + 1)(2* + 2v2 + 1)(2* — 2v2 + 1),
Cla] - a® — 1= (e + (e~ V(z + i)z —i)a +F + i) (x+ % ~

i¥2)(x — V2 + i L) (z — L — i ¥2)

)

5.2 Rozklad polynomu v C|x]

Pripomenme znéni zakladni véty algebry:

Véta: Kazdy polynom p(z) € Cfz]| stupné n > 1 ma alespon jeden
koten c € C.*

Téz tikame, Ze téleso komplexnich ¢isel C' je algebraicky uzaviené.

Véta 5.5. Pro téleso komplexnich cisel plati nasledujici tvrzeni:

i) Kazdy polynom z Clx] stupné n > 2 je reducibilni v Clx].

i) Kazdy polynom f(x) € Clz| stupné n > 1 ma v Clx| rozklad
tvaru:

f(x) =alx — a1)(x — ag)...(x — ay).
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Véta 5.6 (Kanonicky rozklad polynomu). Libovolny polynom
f(z) € Clz] stupné n > 1 mad v C|x| rozklad tvaru:

flz) = alz — B (z — Bo)2...(x — B,)",

kde k1 + ko4 ... + ks =n a By, P, ..., Bs jsou navzdajem riznd cisla.

Priklad 21. 2°—1 = (z—1)(2*+z+1) = (z—1)(x+5+3i)(z+35 — 30)

Piiklad 22. Rozlozte kvadraticky trojclen ax? + bx + ¢ v soucin ire-
ducibilnich polynomi v Clz).

Véta 5.7. Necht f(x) = a,2" + a,_ 12" ' + ... + a1z + ag € Rlx]
je (redlnym) polynomem stupné n > 1. Je-li = by + iby, by # 0,
k—ndsobnym (k > 1) kotenem polynomu f(x), je zdroven i ¢islo

B = by —iby k—ndsobnym korenem polynomu f(x).

Dikaz. Zname z ALGA4. ]

UKOL: K diikazu véty pro n = 2 pouzijte Vietovy vztahy.

5.3 Rozklad polynomi v R[z]

Véta 5.8. Kazdy polynom f(x) € Rlx] stupné n > 1 lze nad R
zapsat ve tvaru soucinu ireducibilnich polynoma takto:

f(z)=alx — o)...(x — a,)(@® + a1 + by)...(x* + asx + by),

kde a,aq, ..., 0, a;,b; € R pro vsechna i = 1,2, ..., s. Polynomy x? +
a;x+ b, 1 =1,2,....,s majt za koreny dvé cisla komplexné sdruzend.
Platin = r 4 2s.

Dusledek. Je-li stupen f(z) € R[x| liché ¢islo, pak mé polynom f(x)
vzdy alespon jeden realny koren.
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Priklad 23. Charakteristicka rovnice shodnosti v Es :

ajpp — A a a3
as1  axp — A axy | =0.
as1 asp  as3 — A



