6 IREDUCIBILNI ROZKLADY POLYNOMU V Z[X]

Priklad 23. Charakteristicka rovnice shodnosti v Es :

ajpp — A a ais
a1 a99 — )\ 923 = O
as1 asp  as3 — A

6 Ireducibilni rozklady polynomt v Z|z]

Obor integrity Z|x| neni eukleidovskym oborem integrity.

Nasim cile je dokézat, Ze Z[z] je Gaussovym oborem integrity, tj.
existuje v ném jednoznacny rozklad v soucin ireducibilnich prvki.

Ireducibilni prvky v Z[z]
[reducibilni prvek ma pouze nevlastni délitele (jednotky a polynomy s
nim asociované).

Priklad 24.
2, 43, z+1, 2*+z+1,..
Priklad 25. Rozklad polynomu v Z|z] :
a) 62° + 62 + 622 +62+12=2-3- (22 +x+ 1) (23— 2 +2).
b) 30zt — 1323 —482% + Tx +12 = 30-(:6—%)'($+%)'(.’E—g)-(CL’—I—D =
Bzx—4)-2z+1)-bx—3) - (x+1).

Definice 6.1 (Primitivni polynom). Nenulovy polynom (zapsany
v normdlnim tvaru)

f(2) = a, 2" +ap, 12"+ . Far +ag € Z[7]

se nazyva primitioni polynom, pravée kdyz jeho koeficienty jsou ne-
soudelnée, tj. kdyz

NSD(ay, a1, ..., an_1, a,) = 1.
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Priklad 26. Primitivni polynomy:
320 —4x® + 60— 12, —1, 2> +2°—1.
Priklad 27. Neprimitivni polynomy:
8, —56, 4dad—6x>+4, 42®+1022—6x+4, 3, 2.

Lemma 6.1. Soucin dvou primitivnich polynomu ze Z|x| je opét
primitioni polynom.

Diikaz. Sporem. ]

Lemma 6.2. Kazdy nenulovy polynom f(x) € Qlz] lze vyjddrit ve
tvaruy

f(x) =a- folz),
kde a € Q a fo(x) je primitivni polynom ze Z|z|.

UKOL: Vyjadiete dané polynomy ve tvaru uvedenam v lemmatu 6.2
3 . 4 1

a) 5% —§x3+9x2—§x—|—1,
5 10 15
b) ~2® + —x — —
)2x+3x T
3
C>_Z

Lemma 6.3. Necht f(x) a g(x) jsou primitivni polynomy v Z[z| a
necht plati

a-flx)=0b-g(x); a,be Z.
Potom allb (v Z) a zdroven f(x)||g(z) (v Z|x]).

Dikaz. alb- g(z) A bla- f(x). []

Véta 6.4. Primitivni polynom f(x) € Zlz| je ireducibilni v Z|x|,
prave kdyz je ireducibilni v Q|x].
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Priklad 28. Rozlozte na ireducibilni polynomy v Z|z]| :
a) f(x) = 4x* — 8x + 3,
b) g(x) = 2% -2,
c) hiz) =4x* —x — 18,

Priklad 29. Rozklad polynomu na ireducibilni proky v Z|x)|
120 — 362 +24=3-4-(z—1)- (z —2).

Véta 6.5. Z|x| je Gaussiv obor integrity.

Dikaz. f(x) = d-g(x), kde g(x) je primitivni polynom. Potom vyuZijeme
rozklad g(x) v Qx| [

Poznamka. Kazdy ireducibilni polynom v Z|[x] musi byt primitivni.
6.1 Nejveétsi spoleCny délitel koneéné mnozZiny polynomiu

Priklad 30. Urcete NSD( f1(x), fo(z), f3(x)) :
fi(z) = 1223 — 362% — 1562 + 180,
fo(z) = 62* — 6,
f3(z) = 302* + 60z — 90.

Reseni: NSD(fi(x), fo(x), f3(x)) = 62 — 6 = 6(x — 1).

Véta 6.6 (O existenci NSD kone¢né mnoZiny polynomu ze
Z|x]). Necht je dano r polynomi fi(x), fo(x), ..., fr(x), kde fi(x) =
a;,g:/(x), a; € Z a gi(x) jsou primitivni polynomy v Z|x] pro i =
1,2,....,m. Necht d je nejuétsi spolecny délitel cisel a; a D(x) je nej-
vetsi spolecny délitel polynomi g;(x) jakozZto polynomai z Q[x]. Potom
D(x) muzeme volit tak, Ze je to primitivni polynom ze Z|x| a vyraz
d- D(x) je nejuétsi spolecny delitel polynomi fi(x), fo(x), ..., fr(x) v
Z|x].
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Poznamka. Polynom D(z) jakozto NSD v Qx| je urCen jednoznacné
az na nasobek. Potom existuje takovy D(x) v Q[z], Ze je primitivni v

Z|x].

6.2 Posouzeni ireducibility polynomu v Z|z|, resp. Q|z]

Véta 6.7 (Eisensteinovo kritérium ireducibility). Necht f(x)
je primitivni polynom n—tého stupné ze Z|x| ve tvaru

f(x) = apa" 4+ ap_12" ' 4 ...+ a1z + ag
a necht existuje prvocislo p tak, Ze plati soucasné:

1) p*a’na
2) pla;, provsechnai=0,1,...n—1,

3) p* 1 ag.
Potom je polynom f(x) ireducibilni v Z[z| i v Q[z].
Diikaz. Sporem. O

Priklad 31. Uzitim Eisensteinova kriteria ireducibility rozhodnéte,
zda jsou dan€ polynomy ireducibilni v Z|x] :

a) * — 823 + 1222 — 6 + 2,
b) 3 — 152* + 45z + 75,
c) x5 — 152% + 45z + 54,

Poznamka. Eisensteinovo kritérium mé formu implikace. Pokud ne-
najdeme prvocislo p, které spliiuje stanovené podminky, nelze pomoci
tohoto kritéria rozhodnout o ireducibilité daného polynomu v Z|x].

Véta 6.8. V Q[z] existuji ireducibilni polynomy libovolnych stuprii.

Dikaz. Dusledek Eisensteinova kritéria. ]


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Eisenstein.html

