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8 Algebraicka resitelnost algebraickych rovnic

Umime Ttesit binomické rovnice.
Nyni néas zajima, pro které algebraické rovnice je mozné otazku nalezeni
jejich Teseni prevést na vyteseni jistych binomickych rovnic.

8.1 Algebraicka resitelnost kvadratické rovnice

asx® + a1z +ag = 0,
aq ap
2+ —=r+— = 0.
ag ag
Oznacéme
ai ao
p=— q=—
a9 a9
Potom

2?4+ pr+q = 0,

2
p)2 p° —4q
—) — = 0.
(x+2 A

Zvolme substituci

2
p p°—4q

Potom dostaneme binomickou rovnici

b.

y2_b:07

pro jejiz feSeni plati:

yl:\/g7 y2:_\/?77

t].
331:—]—94—\/5, 372:—]—9—\/5,
2 2
resp.
aq n \/a% — dagpas aq \/a% — 4dapas
€T1 = — , To = — — .
! 2@2 2&2 2&2 2&2
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8.2 Algebraicka resitelnost algebraickych rovnice

Struéné miiZzeme Tici, Ze algebraickd rovnice f(x) = 0 n—tého stupné
je algebraicky TeSitelna, jestlize jeji koTeny lze vyjadrit pomoci operaci
scitant, odcitant, ndsobent, délent, umocnovdni a odmocrovani pro-
vadénych v konecném poc¢tu na koeficientech dané algebraické rovnice.

Piiklad 40. Koreny kvadratické rovnice asx® + aix + ag = 0 lze
vyjadrit ve tvaru

aq n \/Cl% — 4CL()CL2
20,2 2&2 ’

aq _ \/CL% — 4@0&2

Ir1T — —
2&2 2&2

T9 — —

Nebo miizeme algebraickou resitelnost definovat pomoci posloupnosti bi-
nomickych rovnic.

Definice 8.1. Prvek b nazveme racionalné vyjadritelny pomoci
prvki aq, as, ..., ap z télesa T, prave kdyzZ lze b vyjadrit pomoct
operacti sc¢itant, odcitant, ndsobent a délent, provadéenych na prvcich
Agy, A2y ..., Af.

Definice 8.2. Necht f(x) je nenulovy polynom nad télesem T. Rek-
neme, Ze rovnice f(x) = 0 je algebraicky reSitelna, prdve kdyz
existuje konecna posloupnost binomickych rovnic

yt =01 =0,y =by=0, .., y™* = b =0. 3)

takova, Ze

a) Koeficient i—té rovnice b; (i = 1,2,.... k) lze raciondlné vyjddrit
pomoci koeficienti polynomu f(x) a Tesent predchdzejicich rovnic.
b) Kazdé teseni rovnice f(x) = 0 lze raciondlné vyjddrit pomoci
koeficienti polynomu f(x) a TeSeni rovnic (3)).

Posloupnost binomickych rovnic (3)) se potom nazybd Fetézec alge-
braické resitelnosti rovnice f(z) = 0.
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Véta 8.1. Algebraicky resitelna je kazZda algebraickd rovnice stupné
mensitho nebo rovného ctyrem.

Poznamky. Resitelnost algebraickych rovnic
1) Vise uvedend véta se také nazyva ,,Abelova véta“.

2) O nalezeni algebraického Teseni algebraickych rovnic tfettho stupné se
zasadili Scipione del Ferro, Niccollo Tartaglia a Gerolamo Cardano, o
nalezeni algebraického feseni rovnic ¢tvrtého stupné potom Lodovico
Ferrari.

3) Diikaz véty[8.1|je potom spjat se jmény Niels Henrik Abel a Evariste

Galois.

V predchézejici kapitole jsme dospéli k algebraické feSitelnosti kvadra-
tické rovnice
ang + a1z + ap = 0.

Z ni potom plyne resitelnost kazdé rovnice ve tvaru:
az® +bz" +c = 0.
Piiklad 41. Reste algebraickou rovnics

20— 22 —6=0.

8.3 Algebraické reseni kubické rovnice

CL3£IZ3—|—CL25E2 + a1 + ag = 0, as 7é 0

Nejprve rovnici prevedeme na normovany tvar:
3 2 _
x° +ar”+bxr+c=0.

UKOL: Zvolte vhodnou substituci tak, aby z rovnice zmizel kva-
draticky clen.
a

Regenim je substituce: z =y — 3


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Ferro.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Tartaglia.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Cardan.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Ferrari.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Ferrari.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Abel.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Galois.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Galois.html
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Vysledkem jeji aplikace je kubicka rovnice v redukovaném tvaru:

Yy’ +py+q=0. (4)
Uvazujme koren « této rovnice ve tvaru a = u + v. Po tpravach dosta-
neme:
u’ 4+ v° + (u+v)(3uv + p) + ¢ = 0.
Volme: uv = —g. Potom plati nasledujici vztahy:
3
p
u + 0’ = —q, s = 53

Ty mizeme uvazovat jako Vietovy vztahy pro kvadratickou rovnici

3
p
22+ qz — 3 0,
kterou nazyvame kvadraticka rezolventa kubické rovnice ().

Pro jeji kofeny plati

=g () + ()"

Pro neznamé u, v tedy plati:

v = —

Potom existuji tii rizné hodnoty u jakozto treti odmocniny z vyrazu

S0
= i/—g -+ \/(%)2 -+ (g)g, Uy = EUy, U3 = E°Uq, (5)
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kde ¢ = —= 4+ —1 je tzv. primitivni tfeti odmocnina z jedné. Snadno

dokazeme, ze hodnotam u; odpovidaji nasledujici hodnoty v; v poradi

dle @:

2 3
V1 = (j/—g - \/<%> + (g) , Vo = 821)1, V3 = €V1. (6)

Reseni kubické rovnice v redukovaném tvaru ({)) tak mtiZeme zapsat ve

tvaru:
a1 = U —|—’Ul
ay = euy + %y
as = *uy + v,

Véta 8.2 (Cardanovy vzorce). Necht je ddna rovnice

x3+px+q:0; p,q € C.

2 3
Oznacime-li uy kteroukoliv hodnotu symbolu i/—g + \/<g) + (2)

3
) 3/ g AN A%
a pismenem vy tu hodnotu symbolu 5 <§) + (§) , pro kte-
1 3
rou plati 3u1v, = —p a znaci-li navic e = —— + z% jednu prima-

tivnt treti odmocninu z jedné, pak koreny aq, as, as kubicke rovnice
23+ pr + ¢ = 0 jsou ddny vzorci

Q1 = U+ U
Q9 = Eup + 621)1
3 = 82U1 + evy.

Tyto vzorce pro koreny kubickée rovnice se nazyvaji Cardanovy vzorce.

Piiklad 42. Reste v C' rovnice:
a) 2>+ 122 +63 =0, y b) 23+ 6x +2 =0,

¢) x> —8r+1=0.
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Cardanovy vzorce s diskriminantem

Kubicka rovnice asz?® + asz® + a1z + ag = 0 mé diskriminant ve tvaru:
D3 = aga% + 18asasaiay — 4af;’ao — 4a3ai1)’ — 27@%@3.

Pro rovnici v redukovaném tvaru

v +py+q=0

dostaneme

2 3
Dy — —dpP — 27¢% = —4. 27 [(g) + (g) ] |

Potom Cardanovy vzorce mtizeme psat takto:

3/ ( 1 3/ 4 1
-4 = /73D T Y>
I \/ > T8 3+\/ 2 18 3

1 1
Qg — 6\3/—g+1—8 —3D3—|—82€/—g——\/ —3D3

1 1
g = €2</—g—|—— —3D3+€</—g——\/ —3Ds

2 18
Pro D3 > 0 nastava tzv. casus irreducibilis ( tj. nezjednodusitelny

piipad).
Piiklad 43. Reste v C rovnici x° — bx + 4 = 0.

8.4 ReSeni casus irreducibilis trigonometrickou substituci
Resme rovnici:
2° +pr+q=0. (7)

Volime substituci
r=2kcosa, o € (0,7) :

8k? cos® a + 2kpcosa+ g = 0,
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—2k
2k*4 cos® ar — (%) 3cosa+q = 0.
9 : 3 _ —2kp
Hodnotu k ur¢ime tak, aby platilo: 2k , tedy
2= L
3

Potom
2k*(4cos® a — 3cosa) +¢q = 0.
Protoze plati 4 cos® o — 3 cos @ = cos 3cv, miiZeme psat rovnici ve tvaru
2k3 cos3a 4 g = 0.
Odtud dostneme postupné

—q
COS 3x YRR
—q
CoS 3 = #3,
2
(v=5)
—q | 27
cos 3o = 7 ——p?’ (8)

Rovnice (§) mé feseni pravé tehdy, kdyz < 1, coz odpovida
podmince D > 0, tj. casus irreducibilis. Z rovnice Vyjédf‘ime Q:

1 /| 2
1 = g arccos < 5 q

Potom pro feseni rovnice (7)) plati:

IrT = ——= COS (/1

()
T = —— CO8 a1+?
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Piiklad 44. Reste rovnici z° — bx + 4 = 0.

Reseni: D =68 > 0 ... casus irreducibilis
[. ReSeni pomoci Cardanovych vzorct
II. ReSeni pomoci trigonometrické substituce

I1I. Reseni symbolické.

Véta 8.3. Kubickd rovnice s redlnymi koeficienty ve tvaru x°+ px +
qg=0 ma

1) dvojndsobny koten, je-li D3 =0,
2) vsechny koteny redlné, je-li D3 > 0,
3) jeden koten redlny a dva komplexné sdruzené, je-li D3 < 0.

Véta 8.4 (Reseni casus irreducibilis trigonometrickou sub-
stituci). Necht diskriminant rovnice x° + px + q = 0 s redlnymi ko-
eficienty je kladny. Pak koreny teto rovnice vypocteme nasledujicim
zpusobem:

Nalezneme resent goniometrické rovnice

—q | 27
cosda = —4 | ——
2 —p3

tak, aby 3a € (0, 7). Hledané tesent je pak ddno vztahy:

T, = 2”—%008&1
/| P 2T
= 24/—= + —
I9 3 COS (Ozl 3 )
2, -2 LA
T = —=cos | a1 + —
1 3 1 3 ;

kde druhd odmocnina z kladneho cisla —g je kladné redlné cislo.



