11 Analytické vyjadreni shodnosti

11.1 Prehled analytickych vyjadieni shodnych zobrazeni v Ej

11.1.1 OSOVA SOUMERNOST

Osova soumérnost O(o) podle osy o s obecnou rovnici o : ax + by + ¢ = 0:

2
x’:m—a2fb2 (ax + by + ¢)
2b
/
Y :y—m(am+by+c)

PRIKLAD 11.1. V eukleidovské roviné je ddna soumérnost podle primky p : 3z —
4y + 1 = 0. Napiste rovnice této soumeérnosti.

PRIKLAD 11.2. Napiste rovnice soumérnosti podle primky o : 2o — 3y + 1 = 0.
PRIKLAD 11.3. Napiste rovnice 0sové soumérnosti, zobrazujici pocdtek na bod

1,5].

11.1.2 OTOCENI (ROTACE)

Otoceni (rotace) R(S, a) se stfedem S = [s1, sa]:
= (r —s1)cosa — (y — s9)sina + s;
y = (z — s1)sina + (y — s2) cosa + s3
Po tprave:

¥’ = xcosa—ysina + 51 — 51cosa + Sy 8in

y = xsina +ycosa + sy — sy sina — s9cosa

PRIKLAD 11.4. Napiste rovnice otoceni se stredem S[1,—2] o thel o = 60°.

11.1.3 STREDOVA SOUMERNOST

Stiedova soumérnost S(5) se stiedem S = [s1, s

/
r=-—-x+ 2%
/

Yy =—y+2s
PRIKLAD 11.5. Napiste rovnice stiedové soumérnosti S(S) se stiedem S[—2,3].
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11.1.4 POSUNUTI (TRANSLACE)

Posunuti (translace) T(p) urcené vektorem p'= [p1, pal:

T =zx+ P1
v =y+p
PRIKLAD 11.6. Napiste rovnice posunuti, které je urceno vzorem A = [—1,3]

a jeho obrazem A’ = [4,2].

11.1.5 POSUNUTE ZRCADLENI

Posunuté zrcadleni s osou v souradnicové ose x:

m/:x+p
y=-Y

11.2 Analyticka vyjadreni vybranych shodnych zobrazeni v Fj

Néktera shodna zobrazeni v prostoru:

11.2.1 POSUNUTI (TRANSLACE)

Posunuti uréené vektorem p'= (p1, p2, p3):

o =x+p
Y =y +p
z’:z—i—pg.

11.2.2 OTOCENI (ROTACE)

Otoceni o thel a kolem osy z:

2’ = xcosa — ysin o
y = xsina + ycos

/
Z = Z.
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11.2.3 STREDOVA SOUMERNOST

Soumérnost podle pocatku O = (0,0, 0):

r = —X
Yy =—y
/
Z = —Z
11.2.4 OSOVA SOUMERNOST
Soumeérnost podle osy z:
r=—x
/ — _y
/
Z =z

11.2.5 ROVINOVA SOUMERNOST

Soumérnost podle roviny (z,y):

~

S
I
SIS

I
|
&

11.2.6 SROUBOVY POHYB

Sroubovy pohyb (torze) s parametrem (redukovanou vyskou zavitu) vy a s osou v
ose 2:

2’ = xcosa — ysin o
! .
Y = xrsina + Yy Ccos

7=z -+ Vp(x.
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11.3 Rovnice shodnosti v roviné

Kazdou afinitu f v roviné mtzeme zapsat soustavou rovnic

f:a2 = anx + any + b

72
Yy = anr + any + by, (72)

kterou pfepiéeme uzitim matic do tvaru
. [ , ] [ . . ] [ ] [ 1 ] ( )
. y, a21 22 Y b2

a strucné vyjadrime rovnici

f: X'=A-X+B. (74)

Jak pozname, ze afinita (72)) je shodnosti?

Je-li tato afinita shodnosti, plati pro vsechny dvojice bodt X [x1, x5, Y[y1, y2] a jejich

obrazy X'[z],xb], Y[y}, v5] vztah |X'Y'| = | XY, z néhoz po dosazeni soufadnic
uvedenych bodi dostaneme
V=22 + (5 — 252 = Vg — 212 + (42— 7). (75)

po umocnéni obou stran na druhou

(v — )% + (h — 25)* = (11 — 21)° + (y2 — 22)°. (76)

Nyni do levé strany (76) dosadime z (72)) (protoze se body X|x1, xs], Y[y1, y2] zob-
razuji v daném potadi na body X'[x], 2], Y[y}, v5], dosazujeme takto: 2| = ay1x1 +
a12T2 + b1, T = a1 + Aga¥a + bo; Yy = anyr + aye + b1, ys = anyr + azys + ba).
Dostaneme rovnost

(a1191 + arays — a1171 — a19%2)* + (a21y1 + a2y — 2171 + agaTs)? (77)

= (1 — 1) + (g2 — 22)°,

kterou postupné upravime na tvar obsahujici vyrazy (y1 — 1) a (y2 — x2). Nejprve
vytkneme spolecné koeficienty

a1 (y1 — ©1) + a1a(y2 — 29)]° + a1 (y1 — 1) + aga(ya — 22)]° (78)
= (y1 — 21)” + (y2 — 12)7,
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potom umocnime zavorky na levé strané a zjednodusime ji na tvar polynomu s pro-
ménnymi (y1 — x1) a (y2 — 72)
(af1 + a3)) (g1 — 21)* + 2(an1a12 + agia9) (y1 — 1) (y2 — @) + (aly + ady) (y2 — 22)°
= (g1 — 21)° + (2 — 22)*. (79)
Nyni diskutujeme, za jakych podminek je v ([9) splnéna rovnost levé strany s pra-
vou stranou (vyuZijeme toho, Ze dva polynomy jsou si rovny pro vSechny hodnoty
z prislusného oboru pravé tehdy, kdyz se rovnaji koeficienty u sobé odpovidajicich
¢lent). Zjistime tak, ze rovnost |X'Y’| = | XY| nastava pravé tehdy, kdyz jsou pro
prvky matice A (tj. koeficienty soustavy (72))) splnény vztahy
afy + a3 =1,
aty + a5 =1, (80)
apaiz + azag =0,

které lze strucné vyjadrit rovnosti
an ag | e a1 04 (81)
a2 a22 91 a99 01
Odpovéd na vyse uvedenou otazku je tedy takovd, Ze rovnice ([2) je rovnici
shodnosti, pravé kdyz plati

AT A=E, (82)
kde F je jednotkova matice, jinak feceno, kdyz je matice A ortonormalni.

Podobu rovnic shodnosti v roviné lze diky podmince (8I) podstatné zjednodusit.
Rik& nam, Ze afinni zobrazeni urcené rovnicemi

¥ = anxr + apy + b

/

Yy = anr + axny + bs,
je shodnosti pravé tehdy, kdyz plati nasledujici rovnosti:
2 2 2 2
ajy +ay = ajp +ay =1
a11G12 + Q21022 = Q12011 + aa91 = 0

Potom je ale zfejmé, Ze existuje tthel a € (0°; 360°) takovy, ze lze napsat

a1; — COSs«,
as1 = sina,
a12CcOS + age sina = 0,
g9y = £COS,
a;s = —esina,kde e = £1.
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Hodnota ¢ urcuje, zda se jedna o shodnost pfimou (¢ = 1) nebo nepfimou (¢ = —1).
Kazdou primou shodnost v roviné potom mutzeme vyjadrit rovnicemi ve tvaru

¥y, = rpcosa — xasina + b
xh = mpsina + x9cosa + by

a kazdou nepfimou shodnost v roviné rovnicemi ve tvaru

¥y, = rpcosa + xgsina + by
xh = wpsina — x9cosa + bs.

Poznamky.
1. Plati AT - A = E. Potom je ale AT = A~! a plati tedy i rovnost A - AT = E.

2. Zobrazeni, pro kterad plati |det A| = 1 nazyvame ekviafinni zobrazeni, stru¢né
ekviafinity. Je zfejmé, Ze kazda shodnost je ekviafinita. Plati toto tvrzeni i obra-
cené? Miizeme Tici, ze kazda ekviafinita je shodnosti?

3. Je tifeba si uvédomit, ze pfi shodném zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory
riznych dimenzi neni matice A ¢tvercova. Potom vyse uvedené tvahy o inverzni
matici nemaji smysl a v platnosti ziistava pouze ptivodni podminka A7 - A = E.
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