5 Analytické vyjadreni afinniho zobrazeni

5.1 Afinni zobrazeni

Definice 21 (Afinni zobrazeni). Zobrazeni f afinniho prostoru A do afinniho pro-
storu A" se nazyvd afinni, jestlize ma tuto vlastnost: LeZi-li navzdajem rizné body
B,C, D z prostoru A na primce, pak jejich obrazy f(B), f(C), f(D) bud splyvayt,
nebo jsou navzajem ruznée, leZi na jedné primce a jejich délici pomer se rovnd deli-
cimu pomeéru jejich vzoru, tj.:

(f(B), f(C); (D)) = (B, C; D).

Kazdé afinni zobrazeni f afinni roviny As do sebe je vzhledem k libovolné zvolené
linearni soustavé souradnic dano rovnicemi:

f: r = a;lr + apy + by
Yy = anr + axny + b

Kazdé afinni zobrazeni f v prostoru As mutzeme zapsat soustavou rovnic

f :Ull = anri + aprs + azrs + by
56/2 = aox1 + agxrs + asrs + by
Ty = anri + azpry + azgrs + b3

5.2 Asociovany homomorfismus

Misto homomorfismus fikame téZ linearni zobrazeni.

Definice 22 (Homomorfismus). Zobrazeni ¢ vektorového prostoru V' do wvektoro-
vého prostoru V' se nazgvda homomorfismus (linedrni zobrazent), jestliZe pro vsechna
u, v €V, k€T (misto obecného télesa T muzeme uvazovat R) plati:

Definice 23 (Asociovany homomorfismus zobrazeni f). UvaZujme afinni zobrazeni
f prostoru A do prostoru A’ napt. f : Ey — FE,. Potom asociovanym (tj. jed-
noznacné prirazenym) homomorfismem afinniho zobrazeni f rozumime linedrni
zobrazeni o, které zobrazuje zaméreni V prostoru A do zaméreni V' prostoru A’
takto:

T=Y - X = (@) = f(Y) - f(X), 3)

kde X,Y jsou body z A, w € V; f(X), f(Y) body z A’, p(u) € V.
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PRIKLAD 5.1. Ukaste, Ze se skutecné jednd o linedrni zobrazeni dle definice 22.

Véta 31 (O jednoznacéném urceni ¢). Ke kazdému afinnimu zobrazeni f prostoru A
je jednoznacné pritazen (asociovdn) homomorfismus @ zaméreni V prostoru A do
zamereni V' prostoru A’ takovy, Ze:

p(B—A) = [f(B)— f(4).

Diikaz. Ukézeme, ze vysledek tohoto homomorfismu nezavisi na umisténi vektoru,
pouze na zobrazeni f. ]

Véta 32 (O jednoznacném urceni f). Zobrazeni [ je jednoznacné uréeno, je-li dan
homomorfismus ¢ a obraz f(P) jednoho bodu P:

F(X) = [(P) + @(u).

Diikaz. p(X — P) = f(X) — f(P) — f(X) = f(P) + ¢(X — P) =

Véta 33 (O urcenosti afinniho zobrazeni). Méjme dva afinni bodové prostory A,
A’y Necht My, My, Mo, ..., M, je n+1 linedrné nezavislych bodi v A, M|, M1, ..., M,
n + 1 libovolné zvolenych bodi v A',,. Pak existuje pravé jedno afinni zobrazeni f
prostoru A, do A'y,, které prirazuje bodim M; body M; tak, Ze

MJ/ = f(M;); j=0,1,...,n.

5.3 Rovnice afinniho zobrazeni z A; do A4

Necht afinni bodovy prostor As je uréen pocatkem P a bazi €, tzn. Ay =
{P;e1,é}. Podobné necht A’y = {Q;dy,ds}. Necht f je afinni zobrazeni As do
A’y a @ asociované zobrazeni k f tak, zZe

—

p(er) = a116i1 + a216f2

—

p(ey) = &12651 + CLQQCi;- (4)

tzn. koeficienty a;; jsou souradnice vektort y(e7), ¢(€2) v bazi zaméfeni prostoru
A27

f(P) = Q4+ bidy + bads (5)
tzn. pocatek P € Ay se zobrazuje do bodu f(P) € A’y, ktery mé pii pocatku @
soutadnice [b1, by].
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Nyni uré¢ime vztah mezi soufadnicemi libovolného bodu X € A, a jeho obrazu
f(X) € A’y. Nejprve vyjadieme soufadnice X, f(X) takto

X = P+ 216 + 2965, (6)
f(X) = Q+ idy + zhds. (7)
Zobrazime-li bod X v afinité f, mtizeme dle uvedenych vlastnosti zobrazeni f a ¢
psat:
F(X) = f(P) + zip(€1) + z20(€2).
Po dosazeni z (4) a (5) dostavame

f(X)=Q+ bld—i + 52672 + ﬂil(allca + CL21Ci;) + 562(&126{1 + CLQQJ;)-

Po tpravé a porovnani koeficientii pfi d; s vyjadienim (7) dostavame hledané rovnice

/
T = a11r1 + a12T2 + by

:U/Q = a91T1 + a99T9 + bo. (8)

Nyni jesté uréime rovnice asociovaného zobrazeni . Necht vektor @ € V5 se zobrazi
do vektoru (i) € V'5. Pro souradnice vzoru « a obrazu ¢(u) plati

U = u1€1 + uses; 9)
(i) = uydy +iyds (10)
Na (9) aplikujeme zobrazeni ¢ a upravime dle (4). Dostaneme
(1) = u1p(€1) + ugp(€z) = U1(a116f1 + a216Z2) + U2(a126fl + azzéfz)-
Po tpravé a srovnani s (10) dostaneme hledané rovnice asociovaného zobrazeni:
uy = ajuy + ajgus
Uy = Ao1U + A2U2 (11)
Jinou formou zapisu (8) je soustava rovnic
Ty = ayxi + aprs + by

/
Ty = Q2171 + Q2272 + b

maticovy zapis soustavy
/
Ty | e e | f | D
/ - )
) a1 Qa22 L2 bo
pripadné maticova rovnice

X' =A-X+B.
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5.4 Rovnice afinniho zobrazeni z A, do A,,

Necht afinni bodovy prostor A, je uréen pocatkem P a bazi éi,...,€,, tzn. A, =
{P;eé1,...,e,}. Podobné necht A',, = {Q;dy,ds, ...,d;,}. Necht f je afinni zobrazeni
A, do A’,, a ¢ asociované zobrazeni k f tak, Ze

m

1=1

tzn. koeficienty a;; jsou souradnice vektort ¢(€;) v bazi zaméfeni prostoru A,,,
m
f(P)=Q+ ) bid;, (13)
i=1

tzn. pocatek P € A,, se zobrazuje do bodu f(P) € A, ktery ma pfi pocatku @
souradnice b;.

S ohledem na vyse uvedené timluvy nyni uré¢ime vztah mezi souradnicemi libovolného

bodu X € A, a jeho obrazu f(X) € A',,. Vyjadfeme soufadnice X, f(X) :

j=1
FX)=Q+)) ald;. (15)
=1

Zobrazime-li bod X v afinité f, mizeme dle uvedenych vlastnosti zobrazeni f a ¢
psat:

FOX) = F(P)+ 3 w50(&).

Po dosazeni z (12) a (13) dostavame

po Upravée

f(X) = Q+Z(Z aijz; + bi)d;. (16)

Porovname-li koeficienty pii d; ve vyjadienich (15) a (16), dostavame hledané rovnice

33; :Zaijxjntbi, 1= 1,2,,m (17)

J=1
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Nyni jesté uréime rovnice asociovaného zobrazeni ¢. Necht vektor i € V}, se zobrazi

do vektoru (i) € V';,,. Pro soutadnice vzoru 4 a obrazu () plati
i =) ud;
j=1
m
p(i) = > ud;
i=1

Na (18) aplikujeme zobrazeni ¢ a upravime dle (12). Dostaneme

3
3
3

Po upraveé

80(17) = Z(Z aijuj)d—;-

i=1 j=1

Srovnanim (20) s (19) dostaneme hledané rovnice asociovaného zobrazeni:

n

! .
ul-:g ajjuj, 1=1,...,m

J

Jinou formou zépisu (17) je soustava rovnic

/
Xy = a11r1 + a12T2 + ...+ A1nTny + bl
/
i) = 911 + a99T9 + ... + aspxy, + by
/
x, = An1T1 + ApoXo + ... + ATy + by,

maticovy zapis soustavy

- _ - _ - _ -
1 a1 a2 ... QAipn I bl
/
Lo a1 A92 ... A9p I9 bQ
= + ,
/ b
| L, | Am1 Am2 .- Qmp | Tp | On

pripadné maticova rovnice

X' =A-X+B.
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PRIKLAD 5.2. Rovnobéiné promitdni prostoru As do primétny m C As, vzhledem
k pevn€ linedrni soustaveé souradnic prostoru As, je-li dana primétna m rovnici 2x1+
ro — x3+ 2 =0 a smeér promitdini je urcen vektorem § = (2;1;3).

PRIKLAD 5.3. Urcete rovnice afinniho zobrazeni f : As — As, které bodim
A 1,2,3], B=10,1,1],C = [1,—1,2], D = [3,0, 1] pFitazuje v daném potadi body
=[-1,3], B=[0,2}, C =10,0], D = [3,1].

5.5 Skladani afinnich zobrazeni

Necht f7 je afinni zobrazeni prostoru A do A, f5 afinni zobrazeni prostoru A" do A”.
Jestlize kazdému bodu X € A je v fi ptitazen bod f;(X) € A" abodu fi(X) prifazen
bod f5[f1(X)] € A”, fikdme, Ze zobrazeni f prifazujici bodu X bod f5[f1(X)] vzniklo
slozenim zobrazeni f; a fy. Zapisujeme f = fo- f1, f = fof1 nebo f = fo(f1(X)).

Veéta 34. SloZenim dvou afinnich zobrazeni fi, fo vznikne afinni zobrazeni f. Zob-
razent p asociovane k [ vznikne sloZenim zobrazeni 1, s asociovanych po radé k

f1: f2.

PRIKLAD 5.4. V prostoru E, jsou ddny dvé stiedové soumérnosti S a O. Urcete
zobrazeni Z1 = SO a Zy = OS.

PRIKLAD 5.5. V prostoru E,, je ddno posunutiT a stiedovd soumérnost S. Urcete
zobrazent Z1 =TS a Zy = ST.
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