7 Analytické vyjadreni shodnosti

7.1 Analyticka vyjadreni shodnych zobrazeni v Ej

Osova soumeérnost

Osova soumérnost O(o) podle osy o s obecnou rovnici o : ax + by + ¢ = 0:

, 2a
_a2+62(
)
/
Y :y—a2—+bz(aaj+by+c)

ax + by + ¢)

PRIKLAD 7.1. V eukleidovské roviné je ddna soumérnost podle primky p : 3x —
4y + 1 = 0. Napiste rovnice této soumeérnosti.

PRIKLAD 7.2. Napiste rovnice soumérnosti podle primky o : 22 — 3y + 1 = 0.

PRIKLAD 7.3. Napiste rovnice osové soumérnosti, zobrazujici pocdtek na bod
[1,5].

Otoceni (rotace)

Otoceni (rotace) R(S, ) se stfedem S = [s1, so]:

' = (r —s1)cosa — (y — s9)sina + 51
y' = (5’3_31)Sin04—|— (y— 32)cosa+32

Po tprave:

' =xcosa —ysina + 51 — $1cosa + Sy 8in o

Yy = xsina +ycosa + sy — 51 sina — s9cosa

PRIKLAD 7.4. Napiste rovnice otocent se stredem S[1,—2] o 1ihel o = 60°.

Stredova soumeérnost

Stfedova soumérnost S(5) se stiedem S = [s1, s

r=—x+ 28

Yy = —y+2s

36



PRIKLAD 7.5. Napiste rovnice stredové soumérnosti S(S) se stredem S[—2, 3].

Posunuti (translace)

Posunuti (translace) T(p) urcené vektorem p' = [p1, pal:

=+ D1
Yy =y+p
PRIKLAD 7.6. Napiste rovnice posunuti, které je urceno vzorem A = [—1,3]

a jeho obrazem A’ = [4,2].

Posunuté zrcadleni

Posunuté zrcadleni s osou v souradnicové ose x:

7.2 Analyticka vyjadreni nékterych shodnych zobrazeni v Ej

Neéktera shodna zobrazeni v prostoru:
Posunuti

Posunuti uréené vektorem p'= (p1, p2, p3):

33/=:U+p1
Y =y+p
2 =z +ps.

Otoceni

Otoceni o thel a kolem osy z:

2’ = xcosa — ysin o
/ .
Y = xS+ YCcos

/
< = Z.
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Stredova soumeérnost

Soumérnost podle pocatku O = (0,0, 0):

T = —x
, PR
y ==Y
7 =—z
Osova soumérnost
Soumeérnost podle osy z:
x=—x
/ —
=Y
/
Z =z
Rovinova soumérnost
Soumérnost podle roviny (z,y):
¥ =ux
, —
y =y
/
7 = —2z.

Sroubovy pohyb

Sroubovy pohyb (torze) s parametrem (redukovanou vyskou zavitu) vy a s osou v
ose z:

T = xCcosa — ysinq
Y = xsina + ycosa

Z = zZ+ vQ.

7.3 Rovnice shodnosti v roviné

Kazdé shodné zobrazeni f v roviné mizeme zapsat soustavou rovnic

2 = anx + anpy + b

/

Yy = anr + axny + by,
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kterou prepiseme uzitim matic do tvaru

. x! | a1n a2 ' X bl
vl =lal B

a strucné vyjadiime rovnici

fi X'=A-X+B. (30)

Potom je zfejmé, Ze asociovany homomorfismus ¢ takovéhoto shodného zobra-
zeni f je dan soustavou

@Y up = apur +  apue
Uy = a21U1 + G22U2,

/
0 uy | _ | a1 a2 | | W1
. / - Y
Ug g1 a2 U2

coz lze zapsat, analogicky s rovnici (30), ve tvaru

maticoveé pak

p: U =A- 1. (31)

PROBLEM: Rovnice (30) je rovnici libovolné afinity v roving. Mame-li danu ta-
kovouto rovnici (soustavu), jak pozname, Ze se jedna o shodnost?

Rovnice (30) je rovnici shodnosti, pravé kdyz plati

AT A=E, (32)
(E je jednotkova matice) jinak feceno, kdyz je matice A ortonormalni.
Plati AT - A = E. Potom je ale AT = A~! a plati tedy i rovnost A - AT = E.

Poznamka. Zobrazeni, pro ktera plati |det A| = 1 nazgyvame ekviafinni zobrazeni,
strucné ekviafinity. Je ziejmé, Ze kazda shodnost je ekviafinita. Plati toto tvrzeni
i obracené? Muzeme Tici, ze kazda ekviafinita je shodnosti?

Poznamka. Je tfeba si uvédomit, ze pfi shodném zobrazeni mezi euklidovskymi
prostory rtznych dimenzi neni matice A ¢tvercova. Potom vyse uvedené tivahy o

inverzni matici nemaji smysl a v platnosti ziistava pouze ptivodni podminka A7 - A =
E.
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Véta 40. Afinni zobrazeni f euklidovského prostoru E do euklidovského prostoru E'
je prave tehdy shodné, kdyz asociovany homomorfismus ¢ zachovdvad velikost vektoru,
ty.

(@] = [l

Dikaz. |lp(B — A)l| = [[f(B) = f(Al, [f(A)f(B)| = [AB], [|B — Al| = [ld]|. O

Véta 41. Afinni zobrazeni [ euklidovkého prostoru E do euklidovského prostoru E'
je prave tehdy shodné, kdyz asociovany homomorfismus ¢ zachovavd skalarni soucin
vektori, tj.

p(i) - p(0) = u - .
PRIKLAD 7.7. Zjistéte, zda eristuje shodnost Ey, pri které se bod A = [10;0]
zobrazi na pocatek A’ = [0;0] a bod B = [25;20] na bod B' = [0;25]. V kladném
pripadé napiste rovnice tohoto zobrazeni a najdéte jeho samodruzné body.

Z podminky (32) plyne, ze afinni zobrazeni urc¢ené rovnicemi

= a;lr + apy + by

/

Y = anr + axny + bs,

je shodnosti prave tehdy, kdyz plati nasledujici rovnosti:

9 9 9 2
aj; + a3 = ajy +azy =1

a11G12 + Q21022 = Q12011 + Q2091 = 0

Samodruzné body

Samodruzné body piimé shodnosti jsou fesenim soustavy rovnic

(1 —an)ry —aprs = b

33
—Qa2171 + (1 — azz)xz = bz. < )

Samodruzné sméry

Smér je vyjadfen vektorem, napt. u. Ma-li byt tento smér samodruzny, musi pro

vektor o', ktery je obrazem vektoru #, platit @ = A, kde A € R. Samodruzné sméry

(tj. vektory téchto sméri) shodnosti jsou potom netrivialnim feSenim homogenni
soustavy rovnic

()\ — an)ul — a12Uy — 0 <34)

—a21U1 + ()\ — a22)u2 = 0.

Homogenni soustava n linedrnich rovnic o n neznadmych ma netrivialni feseni praveé

tehdy, kdyz je determinant soustavy roven nule. Soustavy (34) ma tedy nekonecné

mnoho FeSeni, jestlize plati rovnost

(>\ - au) —a12

s (A — ) =0. (35)
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Rovnici (35) fikdme charakteristicka rovnice ptislusného zobrazeni, v tomto pii-
padé shodnosti v roviné. Kazdy vektor u, pro ktery plati @' = ¢(u) = A\, nazyvame
vlastnim vektorem homomorfismu ¢, ¢islo A, které je feSenim charakteristické rov-
nice, pak nazyvame vlastni ¢islo homomorfismu ¢, odpovidajici vektoru . Misto
vlastni vektor a vlastni ¢islo se také pouzivaji terminy charakteristicky vektor a
charakteristické cislo.

7.4 Skladani shodnych zobrazeni
7.4.1 Shodnosti primé a neprimé

(a) P¥imou shodnost lze rozlozit v sudy pocet osovych soumérnosti, nepfimou shod-
nost v lichy pocet osovych soumérnosti.

(b) Slozime-li dvé shodnosti pfimé nebo dvé shodnosti nepfimé, dostaneme shodnost
primou; slozime-li shodnost pfimou a neptimou, vznikne shodnost neptima.

Dokazte:

1. Slozenim (v libovolném potadi) translace 7 a rotace R, kterd neni stie-
dovou soumeérnosti, vznikne rotace téhoz smyslu i ihlu jako R.

2. Slozenim dvou translaci vznikne translace nebo identita.

3. Slozenim translace a stfedové soumérnosti v libovolném poradku vznikne
stfedova soumeérnost.

4. SloZenim stfedové soumérnosti S; se stiredem S; a stfedové soumérnosti Sy
se stfedem Sy # S; vznikne translace T (S; — S5), pricemz usecka S15%
ma stfed Ss. Je-li 57 = 95 je 515, identita.

PRIKLAD 7.8. Trojuhelnik ABC byl preveden otocenim daného smyslu se stve-
dem S a tuhlem velikosti w = 120° v trojuhelnik A1B,C1, ktery byl ddle preveden
posunutim T (A; — Ay) v trojuhelnik AyByCy. Urcete otocent, které prevddi primo
NABC v AA2B2C2.

PRIKLAD 7.9. Je ddn rovnostranny trojihelnik ABC. Najdéte viechny shodnosti,
ktere prevadéji tento trojuhelnik do ného sameho. Zkoumejte vlastnosti mnoZiny
techto shodnosti spolu s operact skladani shodnostr.
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7.4.2 Grupa shodnosti v roviné

Definice 26. MnozZinu G, v niZ je definovana operace o nazyvame grupou vzhledem
k operaci o (znacime (G, o)), pravé kdyz:

a) Vysledek operace o je pro kaZdou dvojici prvki G opét prvkem G (Tikdme, Ze
operace o je na G neomezené definovand, nebo, Ze mnozina G je uzavrend vzhledem
k operaci o).

b) Operace o je asociativni v mnoziné G.
c) Operace o mad neutrdlni prvek n € G.
d) Ke kazdému prvku k € G ezistuje inverzni proek k=t € G vzhledem k operaci o.

Je-li navic operace o komutationi v mnozine G, nazyvame algebraickou strukturu
(G, o) komutativni grupou.

Ovérte nasledujici tvrzeni:
(a) Vsechny shodnosti v roviné tvoii grupu Gsg.
(b) VSechny pfimé shodnosti tvori podgrupu Gg grupy Gs.

¢) Mnozina vSech translaci doplnéna identitou, tvori grupu, kterd je podgrupou
g J g
grupy primych shodnosti.

(d) Mnozina vSech translaci a stfedovych soumérnosti, doplnéna identitou, tvori
podgrupu grupy Gg.
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