18 Dvojpomér

Pro kazdé geometrické zobrazeni jsou typické urcité vlastnosti, které se pri ném za-
chovavaji. Hovorime o tzv. invariantech daného geometrického zobrazeni. Pro shodné
zobrazeni je to napt. vzdalenost bodi, pro podobné zobrazeni pomér vzdalenosti
bodt, pro afinni zobrazeni je to potom délici pomér. Nyni nas bude zajimat pro-
jektivni invariant (tj. vlastnost, ktera se zachovava napt. pii stfedovém promitani
mezi dvéma riznobéznymi rovinami v trojrozmérném prostoru, nebo mezi dvéma
riznobéznymi primkami v roviné). Jak je patrné z Obr. BRI, délici pomér to byt ne-
mize. Ukaze se, ze timto invariantem je tzv. dvojpomeér (viz véta [[0FPappova véta
o projektivni invariantnosti dvojpoméru). Dvojpomérem (ABC D) ¢tyt ruznych ko-
linearnich bodi rozumime pomér délicich poméria (ABC)/(ABD) (viz nésledujici
definice B1l). Pro podrobnéjsi studium otéazek invarianti geometrickjch zobrazeni,
zvlasté pak dvojpoméru, lze doporucit [§].

Vyse uvedené tvahy o invariantech miizeme shrnout takto:
e vzdalenost — metricky (eukleidovsky) invariant,
e délici pomér — afinni invariant,

e dvojpomeér — projektivni invariant.

Obréazek 81: Stfedové promitani mezi dvéma riznobénymi pfimkami (rovinami) na rozdil od rovno-
béZného nezachovava délici pomér (sledujte, jak se zobrazuje bod Z, stfed tsecky XY).

Definice 31 (Dvojpomér). Necht A, B, C, D jsou ¢tyri navzajem rizné body primky.
(ABC)

Cislo 6§ = m nazyvame dvojpomerem bodi A, B,C, D (v tomto poradi) a zna-

¢ime 0 = (ABCD).

Poznamka. Zapisem (ABC), resp. (ABD), rozumime délici pomér bodu C', resp.
D, vzhledem k bodum A, B.
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PRIKLAD 18.1. Na primce p jsou ddny body A, B. Sestrojte na piimce p bod C
tak, aby délici pomér (ABC) = X\ byl roven danému ¢islu.

a) A =3,
b))‘:%7
c) A= -2

PRIKLAD 18.2. Urcete hodnoty délicich poméri (ABCy), (AB,C), (ABC),
kde As, By, Cso jsou nevlastni body.

Reseni: (ABCy) =1, (AB,C) =0, (AxBC = ).

PRIKLAD 18.3. Jak vidime na Obr.[83, na primce p jsou ve stejnyjch vzddlenos-
tech postupné umistény body A, B, C, D. Urcete hodnotu dvojpomeéru (ABCD).

Y

Obrazek 82: Urcete hodnotu dvojpoméru (ABCD).

Véta 67. Dvojpomeér ctyr bodi se nezmeéni, vymenime-li vzajemné dva z nich a
zdroven jesté oba zbyvagict, t.j. plati (ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA).

Dukaz. Dokézeme primo, rozepsanim dle definice [311. ]

Véta 68. Vymeénime-li posledni dva body mezi sebou, zmeéni se hodnota dvojpomeéru

v hodnotu prevracenou, t.j. plati (ABCD) = m

Diikaz. Dokéazeme primo, rozepsanim dle definice 311, ]

Definice 32 (Harmonicka ¢tvefice). Je-li (ABC D) = —1, fikame, Ze body A, B,C, D
tvori harmonickou ctverict bodi, nebo Ze body C, D jsou harmonicky sdruzeny vzhle-
dem k bodum A, B, nebo Ze body C, D oddéluji harmonicky body A, B.

PRIKLAD 18.4. Jsou-li na piimce ddny body A, B, C, sestrojte bod D tak, aby
A, B, C, D tvorily harmonickou ctverici.

Reseni: Jedna z moznych konstrukei harmonické étvefice, zaloZend na podobnosti
trojuhelniki, je zobrazena na Obr.[R3. Vyjdeme z ni pti hledani postupu konstrukce,
ktery by byl projektivné invariantni (nemél by byt zaloZen na rovnobéznosti).
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Obrazek 84: Dalsi z moznych konstrukci harmonické ¢tvefice

Konstrukei nejprve modifikujeme (viz Obr. R4)) tak, ze dvojicemi bodia A, F' a B, E
vedeme primky, jejichz prisecikem G nasledné vedeme rovnobézku n s primkami

k,l. Prisecikem piimek n a p je potom hledany bod D.

Nyni zbyva nahradit nevlastni prisecik primek k, [, n vlastnim bodem (). Vysledkem
je konstrukce na Obr. B3 ktera je ekvivalentni s ptivodni a pfitom pri ni nemusime
vyuzivat rovnobéznost. Postup této konstrukce je takovy, ze bodem C' vedeme libo-
volnou pfimku m, na ni zvolime dva rtizné body F, F' a vedeme jimi piimky k = AF
an = BF, jejichz priusecik nazveme (). Bod D je potom urcen jako prusecik primek

pal=QG, kde G je prisecikem primek AF a BE.

Body A, B, F, E¥ na Obr. (viz téz Obr. Fig:UplnyCtyr) tvoii tzv. dplny ctyrroh.
Takto nazyvame skupinu ¢tyt bodi v roviné, z nichz zadné tii nelezi v jedné piimce.
Body A, B, F, E potom nazyvame vrcholy tplného ctyrrohu. Sest pfimek, které tyto
vrcholy spojuji, nazyvame stranami upiného ctyrrohu. Tyto strany se protinaji jesté
v dalsich tfech bodech G, C, @, jimz fikame diagondlni vrcholy uplnéeho ctyrrohu;
trojuhelnik jimi urcéeny se nazyva diagonalni trojuhelnik a jeho strany diagondlnims
stranami uplného ctyrrohu. Nalezend jednoducha konstrukce harmonické ctverice
potom odrazi harmonickou vlastnost tiplného ¢tyirohu, ktera je formulovana v na-

sledujici vété, vice viz [6].
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Obrézek 85: Jednoduché konstrukce harmonické ¢tverice

Véta 69. Na kazdé strané uplného ctyrrohu tvori oba jeho vrcholy a dvojice bodii,
z nichZ jeden je diagonalni vrchol a druhy je incidentni s jeho protéjsi diagondlni
stranou, dvé dvojice bodu, které se harmonicky oddélugi.

Obrazek 86: Uplny ¢tyiroh A, B, F, E a diagonalni trojthelnik AGCQ.

Poznamka. Tvrzeni, Ze body A, B, C, D (viz Obr. 85 a[8d) se harmonicky oddéluji
znamend, ze pro dvojpomeér téchto bod v uvedeném poradi plati (ABC'D) = —1.

PRIKLAD 18.5. V P, jsou ddny body A = (1,2,3),B = (3,2,1),C = (1,1,1).
Dokazte, Ze lezi na primce a vypoctéte bod D tak aby (ABCD) = —1.

PRIKLAD 18.6. Stred usecky AB je harmonicky sdrufen s nevlastnim bodem
primky, urcene body A, B, vzhledem k bodum A, B. Dokazte.

147



