1 Pripomenuti vybranych pojmu

1.1 Afinni bodovy prostor

Definice 1 (Afinni bodovy prostor). Neprdzdnou mnoZinu A, (jeji prvky jsou tzv.
body) nazveme afinnim bodovym prostorem dimenze n, jestliZe je ddn vektorovy pro-
stor V,, dimenze n a zobrazeni

g: A, x A, =V,
téchto vlastnosti:

1. Pro kazdy bod A € A, a pro kaZdy vektor ¥ € V,, existuje jediny bod B € A,, tak,
ze
g(A,B) =17 t.j. B=A+1%.
2. Pro kazdé tri body A, B,C' € A, plati, Ze
9(A,C) = g(A, B) + g(B, C).

Vektorovy prostor V,, nazyvame vektorovym zamérenim afinniho prostoru A,.

Priklady afinniho bodového prostoru

1. Jednoprvkova mnozina se zamérenim V; = {07} je afinni bodovy prostor dimenze 0.

2. Eukleidovské prostory E; (pfimka), Es (rovina), F5 ((trojrozmérny) prostor).

3. Sam vektorovy prostor V;, je afinnim bodovym prostorem. Plati

g(u,v) = U — 1.

1.2 Afinni sourfadnice bodu

Definice 2 (Afinni soustava soufadnic - repér). Necht P je libovolny bod z afinniho
prostoru A,, n > 0. Necht (€1, €, ...,€,) je bdze vektorového zaméreni V,, prostoru
A,,. Potom usporddanou (n + 1)-tici

Y = (P7 517 527 (XS] gn)
nazyvame afinni soustavou soutadnic ¢ (téZ repérem ) v prostoru A,.

Souradnicemi bodu X € A, v soustavé souradnic ¢ budeme rozumeét souradnice
vektoru X — P v bdzi (€1, €, ..., €p).

Definice 3 (Kartézska soustava souradnic).
{P7 €1,€2, ..., en}a

kde €1, és, ..., €, je ortonormdlni bdze.



1.3 Eukleidovsky bodovy prostor

Definice 4 (Eukleidovsky bodovy prostor). Fukleidovskym bodovym prostorem E,,
rozumime afinni bodovy prostor, na jehozZ zamérent je definovdn skalarni soucin.

1.4 Zobrazeni

Definice 5 (Geometrické zobrazeni). Zobrazenim (geometrickym zobrazenim) rozu-
mime predpis, kterym je libovolnému bodu X (ktery je prvkem dané mnoZiny, napf.
roviny) jako jeho obraz jednoznacné prirazen bod X' = f(X).

Priklady geometrickych zobrazeni

1. Afinni zobrazeni v roviné (prostoru) - osova soumérnost, stfedova soumérnost,
otoceni, posunuti, identita, stejnolehlost.

2. Rovnobézné promitani, stfedové promitani.
3. Kruhova inverze.

4. Osovéa afinita. Stredova kolineace.



2 Afinni zobrazeni

Afinni zobrazeni v roviné (prostoru) je prikladem transformace roviny (prostoru)
na sebe. Kazdému bodu X roviny FE, (prostoru Ej3) prifadi bod X' = f(X) téze
roviny pri zachovani urcitych vlastnosti. Dilezitym pojmem pii zavedeni afinniho
zobrazeni je délici pomér.

2.1 Deélici pomér

Délicim pomérem zde rozumime cislo, které jednoznacné udava polohu bodu na
primce vzhledem ke dvéma pevné danym bodtm této primky.

A: :C :B
Obrazek 1: Tti kolinearni body

Definice 6 (Délici pomér). Necht A, B,C; A # B, C # B, jsou tri body leZici na
primce (tj. t7i kolinedrni body). Délicim pomérem bodu C vzhledem k bodim A, B
rozumime redlné cislo N\, které zapisujeme (ABC'), a pro jehoZ absolutni hodnotu

plati
_ |AC]

= 1
ot (1)
pritom pro bod C' lezici vné usecky AB je (ABC) > 0 a pro bod C' lezici uvvniti AB
je (ABC) < 0. Pro C = A je zieymé (ABC) = 0.

Poznamka. Uvedend definice zavadi délici pomér pomoci podilu vzdalenosti bodu

(ABC)]

C od danych bodt A, B. Protoze vzdalenosti jsou kladné, neptinasi jejich podil
zadnou informaci o znaménku déliciho poméru, kterému pak musi byt vénovana
zvlastni ¢ast definice. Tomu se vyhneme, pokud pouzijeme k zavedeni pojmu délici
pomér odpovidajici vektory definované prislusnou trojici boda, viz Obr.2.

Nl

A - B

Obrazek 2: Délici pomér bodu C vzhledem k bodim A, B

Definice 7 (Délici pomér 2). Necht A, B,C; A # B, C # B, jsou tri body leZici na
primce (tj. tri kolinedrni body). Potom ¢islo \ definované rovnici

C—A=\C-B) (2)
znacime (ABC) a nazyvame délicim pomérem bodu C' vzhledem k bodum A, B.

Poznamka. Ve vztahu (2) je obsazena kompletni informace o ¢isle A, tj. o jeho
absolutni hodnoté i o znaménku. Pro snazsi zapamatovani si mizeme (2) prepsat
do tvaru
C—-A
A= ——
C—-B
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ktery sice neni formalné spravné, ale jasné koresponduje se vztahem (1). Smysl ziska
az dosazenim soufadnic bodi A = [ay;as], B = [by;ba], C' = [c1;¢o] -

1 —ax C2 — Qg
A= -

Cl—bl C2—b2.

PRIKLAD 2.1. Urcete délici pomér (ABS) stredu S tsecky AB vzhledem k jejim
krajnim bodum A, B.

PRIKLAD 2.2. Pomoci programu GeoGebra graficky zobrazte zdvislost hodnot dé-
lictho poméru bodu C vzhledem k pevné danym bodum A, B na poloze bodu C.

PRIKLAD 2.3. V roviné jsou ddany dva pevné body A, B. Urcete mnoZinu vsech
bodu X této roviny, pro ktere plati

[AC
|BC|

= konst.

Poznamka. Uvedené skutecnosti nas mohou privést k moznosti vyjadfeni polohy
bodu nezavisle na volbé soustavy soufadnic. Bod C' mizeme, pti zvolenych bodech

A, B, zapsat takto:

1 A
C=134-153F%

Jedné se o priklad tzv. barycentrickych soutadnic.

Barycentrické souradnice vzhledem ke dvéma bodum

Bod X lezi na primce AB pravé tehdy, kdyz existuji dvé ¢isla «, € R takova, ze
plati
X=aA+ 6B, a+p=1.

Tato ¢isla nazyvame barycentrickymi sourfadnicemi bodu X vzhledem k bodim
A, B. Rovnice X = oA+ B, kde a + 8 = 1 se nazyva bodova rovnice primky.

Poznamka. Analogicky mtuzeme zavést barycentrické souradnice bodu X vzhledem
ke tfem, Ctyfem, obecné pak k bodim. Provedte pro k = 3, 4.

PRIKLAD 2.4. Napiste barycentrické souradnice stiedu usecky AB vzhledem k
jejim kragnim bodum.
PRIKLAD 2.5. Napiste barycentrické soutadnice téZisté trojuhelniku ABC vzhle-

dem k jeho vrcholim.

PRIKLAD 2.6. Modelujte barycentrické souradnice pro k = 2,3 v programu Geo-
Gebra.



Véta 1. V prostoru E3 zvolme k + 1 bodu A;, k+ 1 cisel a; a k + 1 cisel 3;, kde
i€{1,2,....k+1}. Potom plati:

a) Bod X definovany vztahem
X = oA +aAs+ .+ a1 Arp
je definovan nezdvisle na volbé soustavy souradnic prave tehdy, kdyz

ap+as+ ...+ ap =1.

b) Vektor « definovany vztahem
U= 01A1 + PoAs + ... + Brr1 Ak

je definovan nezdvisle na volbé soustavy souradnic prave tehdy, kdyz

B+ B2+ ...+ PBry1 = 0.

2.2 Afinni zobrazeni

Definice 8 (Afinni zobrazeni). Zobrazeni [ afinniho prostoru A do afinniho prostoru
A’ se nazyvd afinni, jestlize md tuto vlastnost: LeZi-li navzdjem rizné body B, C, D
z prostoru A na primce, pak jejich obrazy f(B), f(C), f(D) bud splyvaji, nebo jsou
navzajem ruzné, lezi na jedné primce a jejich délici pomer se rovna delicimu pomeéru
jegich vzori, tj.:

(f(B), F(C); f(D)) = (B,C; D).

Kazdé afinni zobrazeni f afinni roviny As do sebe je vzhledem k libovolné zvolené
linearni soustavé souradnic dano rovnicemi:

f: ¥ = annlr + apy + by
Yy = anr + axny + b

Kazdé afinni zobrazeni f v prostoru A3 mtzeme zapsat soustavou rovnic

f : x’l = anr1 + aprs + apzrs + by
:U/Q = aoxr1 + agxrs + asrs + by
:Ug = a3 r; + azre + aszrs + b



3 Shodna zobrazeni v roviné

Definice 9. Zobrazeni v rovine, které kazZdym dvéma bodum X,Y prirazuje body
XY’ tak, Ze
X'Y'| = |XY|

se nazyva shodné zobrazeni v roviné (t€Z izometrické zobrazeni).

Poznamka. Muzeme téz fici, ze shodné zobrazeni zachovava vzdalenost bodi, tj.
pro shodné zobrazeni f: X — f(X) plati:

F(X)f(Y)] = XY

PRIKLAD 3.1. Je ddna piimka p a body A, B v téZe poloroviné s hranicni prim-
kou p. Najdéte vsechny body X € p takové, Ze soucet vzddlenosti |AX| + |BX]| je
manimalni.

Véta 2. KazZdé shodné zobrazeni je prosté a afinni.

Dalsi vlastnosti shodnych zobrazeni:

1. Usecka se zobrazi na tsecku.
Poloprimka se zobrazi na poloprimku.
Primka se zobrazi na primku.
Rovnobézky se zobrazi na rovnobézky.

Uhel se zobrazi na thel s nim shodny.

AN N A

. Polorovina se zobrazi na polorovinu.

PRIKLAD 3.2. V euklidovské roviné Es je zvolena kartézskd soustava soutadnic.
Urcete, pro které hodnoty cisel a, b existuje shodné zobrazeni roviny Es do sebe,
zobrazujici body [0, 0], [2,1], [4,a] po Tadé na body [1,2], [3,1], [5,0]? Je toto shodné
zobrazeni urceno jednoznacné?

Véta 3 (O urcenosti shodného zobrazeni v roviné 1). Shodné zobrazeni v roviné je
jednoznacné urceno libovolnymi tremi nekolinedrnimi body X,Y, Z a tremi nekoli-
nedrnimi body X', Y', Z', které jsou po radé jejich obrazy.

Poznamka. Jak vime, stejna véta plati pro vSechna afinni zobrazeni.



3.1 Osova soumérnost

Definice 10. Necht je dana primka o, kterou nazgyvame osa soumérnosti. Potom
pro obraz M’ libovolného bodu M této primky o plati M' = M. Ke kaZdému bodu
X, ktery neleZi na pFimce o, sestrojime obraz X' ndsledujicim zpisobem: Bodem
X wvedeme kolmici k na primku o a jeji patu oznacime Xy. Na polopTimce opacné
k poloprimce XX sestrojime bod X' tak, Ze | X'Xo| = |XXo|. Takto definované
zobrazeni nazjvdime osova soumérnost s osou o a znacime ho O(0).

Obrazek 3: Definice osové soumérnosti

Poznamky:
1. O bodech X, X' fikdme, Ze je to dvojice bodi soumérné sdruzenych podle osy o.
2. Osovéa soumérnost je prikladem involutorniho zobrazeni (involuce).

PRIKLAD 3.3. Je ddna piimka p a body A, B v téZe poloroviné s hranicni prim-
kou p. Najdéte vsechny body X € p takové, Ze soucet vzddlenosti |AX| + |BX]| je
manimalni.

Véta 4. Osova soumérnost je shodné zobrazent.

Pozdéji, pti klasifikaci shodnosti, vyuzijeme jejich definice pomoci samodruznych
bodi a smért.

Véta 5 (Alternativni definice osové soumérnosti). Shodné zobrazeni, jehoZ vsechny
samodruzné body vyplni primku o, je soumérnost podle osy o.

Véta 6. Jestlize existuji na primce dva rizné samodruzné body, pak kazdy bod této
primky je samodruzny.

Véta 7. Ma-li shodnost aspon tri nekolinedrni samodruzne body, je to identita.

Véta 8. Md-li shodnost dva riznée samodruzné body a neni identitou, pak je osovou
SOUmMErnosti.

Véta 9. Samodruzné primky osové soumérnosti jsou primky kolmé na osu soumeér-
nostu.



Analytické vyjadieni osové soumérnosti O(0) v roviné

PRIKLAD 3.4. Napiste analytické vyjddieni osové soumérnosti s osou v soufad-
nicové ose x (y).

Osova soumérnost podle osy o v obecné poloze

Obecné rovnice osy o:ax +by+c=0

Osové soumérnost O(o):

, 2a

20
y’:y—a2—+bz(ax+by+c)

PRIKLAD 3.5. V eukleidovské roviné je ddna soumérnost podle primky p : 3z —
4y + 1 = 0. Napiste rovnice této soumeérnosti.

3.1.1 Osova soumérnost - Ulohy

1. Napiste rovnice soumérnosti podle primky o : 2x — 3y + 1 = 0.
2. Sestrojte trojuhelnik ABC), je-li dan obvod o = 12¢m a uhly a = 60°, 5 = 45°.

3. Dokazte Vivianiho vétu: ,,V rovnostranném trojihelniku je hodnota souctu vzdélenosti libovolného
bodu od stran trojihelniku konstantni, nezavisla na poloze bodu.“

4. Jsou dany dvé rtznobézky p, ¢ a bod A mimo né. Najdéte body B € p, C € q tak, aby obvod
trojuhelniku ABC' byl minimalni.

5. Reste Fagnanfiv problém: ,Danému ostrotthlému trojthelniku vepiste trojihelnik o nejmensim
obvodu.”

6. Sestrojte konvexni ¢tyituhelnik ABCD se stranami dané velikosti, je-li — AC' osou vnitiniho thlu
pii vrcholu A.

7. Sestrojte ¢tverec ABCD, je-li dano a + e = 10cm.
8. Sestrojte obdélnik ABCD, je-li dano e = Tem, a — b = lem.
9. Sestrojte lichobéznik ABC'D (AB||CD), je-li dano b = 3cm, ¢ = 2.5em, d = 2.6cm, a — = 20°.

10. Mascheroniova konstrukce. Je dana kruznice k(S;r); déle je ddna dvéma body A, B (body
nelezi na kruznici) jeji se¢na p, kterd neprochézi sttedem S. Sestrojte pruseciky primky p s kruznici
k, aniz pfitom pouzijete pravitka.

11. Dokazte, ze body soumérné sdruzené s prusecikem vysek podle stran trojihelnika, lezi na kruznici
trojuhelniku opsané.



3.1.2 Osova soumérnost - Ulohy na domaci p¥ipravu

12. Dokazte veétu: ,V kazdém trojihelniku déli osa libovolného vnitiniho thlu protéjsi stranu v
pomeéru stran prilehlych.®

13. Napiste rovnice osové soumeérnosti, zobrazujici poc¢atek na bod [1, 5].

14. Je dana pifimka p a dvé kruznice ki, ko oddélené primkou p. Sestrojte rovnostranny trojihelnik
tak, aby na kazdé z kruznic ky, ko byl jeden vrchol a jedna z vysSek lezela na piimce p.

15. Jsou dany tfi rtzné primky pi, pe, ps, prochazejici bodem S; na primce p; je dan bod A # S.
Sestrojte trojuhelnik ABC| jehoz osy vnitinich thlu lezi v pfimkach py, ps, ps3.

16. Jsou dany tii pfimky o1, 09, 03 prochéazejici bodem O. Na 0; dan bod A;. Sestrojte AABC' tak,
aby 01, 09, 03 byly osami jeho stran a bod A; stfedem strany BC'

17. Jsou dany body X, Y a pfimka p, kterd je oddéluje. Sestrojte rovnoramenny trojihelnik ABC,
jehoz hlavnim vrcholem je bod C, osou soumérnosti piimka p a jehoz ramena maji danou velikost a.
Piimka AC' necht prochazi bodem X a ptimka BC' bodem Y.

18. Je dana primka p a body A, B, lezici ve stejné poloroviné s hrani¢ni pfimkou p. Sestrojte bod

X € p tak, aby [£ZAXp| = 2|£BXp|.

19. Jsou déany body A, B, C' a ptfimka p kolma k pfimce AB tak, ze prochdzi bodem C' a body A, B
lezi v téze poloroviné urcené piimkou p. Sestrojte na primce p takovy bod X, aby z ného byla vidét
usecka AB pod stejnym thlem jako tsecka BC.

20. Obrazy stfedu S kruznice opsané trojihelniku ABC' v osovych soumérnostech podle piimek BC,
AC, AB jsou vrcholy trojuhelniku A; B;C;. Dokazte, Ze je tento trojuhelnik shodny s trojihelnikem
ABC.



3.2 Otocdeni

Definice 11. Otoceni neboli rotace je zobrazeni urcené stredem S a orientova-
nym uhlem velikosti o, které bodu S prirazuje tyz bod S a libovolnému bodu X # S
pritazuje bod X' tak, Ze | X'S| = | X S| a orientovany uhel X SX' mad velikost p. Zob-
razeni znacime R(S,¢), bod S se nazyvd stied otoceni a orientovany uhel velikosti
@ je uhel otocent.

Shodnost, které neni ani identitou ani osovou soumeérnosti, ma nejvyse jeden samod-
ruzny bod

Definice 12. Shodnost s prdve jednim samodruznym bodem S nazyvdme otoc¢enim
(téZ rotaci); bod S je tzv. stied otoceni.

Ukol. Odvodte analytické vyjadieni oto¢eni se stfedem v pocatku soufadnicové
soustavy o uhel a. Potom ukazte, Ze toto zobrazeni ma jediny samodruzny bod -
stted otoceni.

Véta 10. SloZenim dvou osoviych soumernosti s riuznobézZnymi osami vznikne oto-
cent, jehoZ stredem je prusecik téchto os.

Veéta 11. KazZdé otoceni lze sloZit ze dvou osoviych soumeérnosti, jejichZ osy jsou
ruznobezky prochdzejici stredem otocent. Jednu z téchto os lze volit libovolne tak, Ze
prochazi stredem otoceni. Druhd je touto volbou urcena jednoznacné.

Véta 12. Otocent se stredem S a uhlem velikosti o prevadi primku p v primku p’
ruznobéznou s p; pritom dva vrcholové uhly, které p a p' tvori, maji velikost .
Analytické vyjadieni otocCeni (rotace) R(S,«) v roviné

Soutradnice stfedu: S = [s1, $9]

' = (r —s1)cosa — (y — s9)sina + s;
Yy = (r—s1)sina+ (y — sz) cosa + s,

Po tpravé dostaneme:

/ . .
I =2xrcosa —ysina + S — S1 COS ™ + S 81N &«

Yy = xsina + ycosa + s; — Sysina — S5 o8

PRIKLAD 3.6. Afinni zobrazeni euklidovské roviny na sebe zobrazuje vrchol A
trojuhelniku ABC na bod B, bod B na bod C a bod C na bod A. Muze to byt zobra-
zeni shodné? Jestlize ano, napiste jeho rovnice vzhledem k vhodné zvolené€ kartézske
soustaveé souradnic.
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3.2.1 Otoceni - Ulohy

21. Jsou dany dvé shodné tsecky AB, C'D. Urcete otocCeeni, které zobrazi A na C
a BnalD. [2]

22. Je dana kruznice k(S;r) abod P # S. Bodem P vedte pfimku, na které kruznice
vytinad usecku dané velikosti d. [1]

23. Jsou dany rtizné rovnobézné primky a,b,c a bod A, ktery lezi na primce a.
Sestrojte vSechny rovnostranné trojuhelniky ABC, jejichz vrcholy B, C' lezi po fadé
na primkach b, c. [1]

24. Je dana kruznice k(S;3cm) a bod A (|SA| = 1.5em). Sestrojte vsechny tétivy
XY kruznice k o délce 5.5¢m, které prochéazeji bodem A. [2]

25. Je ddna kruznice k(S;r), bod B a usecka délky d (d < 2r). Sestrojte tétivu XY
kruznice k délky d tak, aby byla vidét z bodu B pod tihlem 60°. [2]

3.2.2 Otoceni - Ulohy na doméci piipravu

26. Jsou dany dvé rovnobézné primky a, b a mimo né bod C. Sestrojte rovnostranny
trojuhelnik ABC' tak, aby jeho vrcholy A, B lezely po fadé na primkach a, b. [1]

27. Jsou dany kruznice k, piimka p a bod A lezici vné k. Sestrojte rovnostranny
trojuhelnik s vrcholem v bodé A tak, aby zbyvajici vrcholy lezely na k a na p. [1]

28. P1i odvalovani kruznice po primce se body soustavy spojené s kruznici pohybuji
po trajektoriich, kterym se tikd cykloidy. Rozlisujeme tti typy cykloid, v zavislosti
na tom, zda bod lezi vné, na nebo uvnitt kruznice. Zobrazte tyto krivky pomoci
programu GeoGebra. [3]
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3.3 Stredova soumérnost

Definice 13. Stfedova soumeérnost se stredem S je shodné zobrazent, které bodu
S pritazuje tyz bod S a libovolnému bodu X # S pritazuje bod X' tak, Ze bod S’ je
stredem usecky X X'. Zobrazeni znacime S(S).

Definice 14. Stredovou soumérnosti rozumime rotaci R(S, 7).

Vlastnosti stfedové soumeérnosti:

1) Lze ji rozlozit na dvé osové soumeérnosti, jejichz osy jsou navzajem kolmé a pro-
chazeji stredem soumeérnosti S; jedna z os je volitelna.

2) Vznikne slozenim libovolnych dvou osovych soumérnosti, jejichz osy jsou k sobé
kolmé.

3) Je jednozna¢né urcena svym stiedem

4) Je to involuce.
Véta 13. V soumernosti podle stredu S je obrazem kaZdé primky primka s ni rov-

nobezna. Primka, kterd prochdzi stredem S je samodruzna.

Analytické vyjadreni stifedové soumérnosti S(S) v roviné

Soufadnice stfedu: S = [s1, $9]

r=—x+ 28

y' = —y+ 25y

Veéta 14. KazZdd shodnost v rovin€ se dd slozit z nejvyse tri osovych soumernosti.
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3.3.1 Stfedova soumérnost - Ulohy

29. Je dana kruznice k(O;r) a pfimka p, kterd ma od stfedu O vzdalenost v > 0;
dale je dan bod S, ktery lezi uvniti poloroviny pO. Sestrojte tsecku se sttedem S,
ktera ma krajni body K, P po radé na kruznici k£ a na primce p. [1]

30. Je dana kruznice k(.S,7). Bodem P, ktery lezi vné kruznice k, vedte ptimku p,
kterd protind kruznici v bodech A, B tak, ze A je stfedem usecky BP. [2]

31. Je dan thel AV B a bod S jeho vnitiku. Sestrojte na rameni VA bod X a na
rameni V' B bod Y tak, aby bod S byl stfedem tsecky XVY. [1]

32. Je dana tsecka AA; (|[AA;| = bem). Sestrojte vSechny trojuhelniky ABC, pro
které je AA; téznici t, a pro které plati: ¢ = 4em, b = Tem. [2]

33. Je dana tsecka AA; (|[AA;| = bem). Sestrojte vSechny trojuhelniky ABC, pro
které je AA; téznici t, a pro které plati: v = 45°, 5 = 60°. [1]

34. Jsou dany dvé kruznice kq, ks, které se protinaji ve dvou bodech () a R. Bodem
Q) vedte primku, kterd vytind na obou kruZnicich tétivy stejné délky. [1]

3.3.2 Stiedova soumérnost - Ulohy na domaci pFipravu

35. Je dan trojuhelnik ABC' a jeho vnitini bod M. Sestrojte vSsechny usecky XY
se stfedem M a s krajnimi body X, Y na hranici trojihelniku. [1]

36. Vepiste danému rovnobézniku ABC'D c¢tverec XY UV tak, aby na kazdé strané
rovnobézniku lezel jeden vrchol ¢tverce. [1]

37. Je dan tthel AV B a bod S jeho vnittku. Sestrojte na rameni VA bod X a
na rameni VB bod Y tak, aby XY.S byl rovnoramenny pravouhly trojihelnik s
preponou XY. [1]

38. Je dana tsecka AAy; |[AA;| = 4.5¢m. Sestrojte vSechny pravothlé trojuhelniky
ABC' s pravym thlem pfi vrcholu C| v nichz AA; je téznici t, a t, = 6cm.  [1]
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3.4 Posunuti (Translace)

Definice 15. Orientovanou tuseckou AB je ddn vektor zﬁ Posunuti neboli trans-

lace je zobrazeni, které kazZdému bodu X roviny prirazuje bod X' tak, Ze plati X X' =
AB. Zobrazeni znacime 7’(1@)

Definice 16. Shodnost, kterd vznikne sloZenim dvou osoviych soumérnosti s rovno-
béznymi a ruznymi osami, nazyvame posunutim (t€Z translaci).

Véta 15. Posunuti (translace) nemd Zadny samodruzny bod a zobrazuje primku do
primky s ni rovnobézne.

Véta 16. Necht X' je obraz libovolného (proménného) bodu X v dané translaci
T. Pak vsechny primky X X' jsou navzdjem rovnobéiné a vsechny tusecky X X' jsou
navzdajem shodne.

Veéta 17. KaZdou translaci lze slozZit ze dvou osovych soumérnosti s rovnobéezZnyma
osami z nichz jednu lze volit libovolné, kolmo na smer translace a druha je touto
volbou urcena jednoznacne.

3.4.1 Analytické vyjadieni posunuti (translace) T(p) v roviné

Soutradnice vektoru posunuti: p'= [p1, ps)

v =+
Y =y+po

PRIKLAD 3.7. Jaké zobrazeni mize byt vysledkem skldddni dvou posunuti?
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3.4.2 Posunuti - Ulohy

39. Jsou dany pirimka p a dvé nesoustiedné kruznice ki(S1,71), ka(S2,79). Vedte
primku rovnobéznou s pfimkou p tak, aby na ni kruznice ki, ko vytinaly shodné
tetivy. [1]

40. Sestrojte ¢tyruhelnik ABC D, jehoz thlopricky sviraji pravy thel, jsou-li dany
velikosti uhlopficek |AC| = e, |BD| = f a velikosti uhla [ZABC| = 90°, |[ZADC| =
). [2]

41. Sestrojte lichobéznik, jsou-li dany velikosti jeho stran a, b, ¢, d. [1]

42. Sestrojte ¢tyruhelnik ABC D, jsou-li dany velikosti jeho stran |[AB| = a, |BC| =
b,|CD| =c,|DA| = d a odchylka w pfimek AD, BC. [2]

43. Sestrojte rovnobéznik, jsou-li dany délky jeho stran a velikost thlu jeho thlo-
pricek. [1]

44. Sestrojte lichobéznik ABC D, jsou-li dany délky obou jeho zékladen a, ¢ a obou
jeho uhlopricek e, f. [1]

45. Jsou dany dvé riznobézky a, b a tusecka délky r. Sestrojte vSechny kruznice £ se
stfedem na primce a, polomérem r, které na primce b vytinaji tétivu délky r. [1]
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3.5 Posunuté zrcadleni (Posunuta soumérnost)

PRIKLAD 3.8. Je ddna pirimka p a dva body A, B v téZe poloroviné s hranicni
primkou p. Na primce p sestrojte usecku XY délky d tak, aby soucet |AX|+ | XY |+
'Y B| byl co nejmenst.

Vime, ze kazda shodnost v roviné se da slozit z nejvyse tii osovych soumérnosti.
V pripadech jedné a dvou os mame provedenou klasifikaci vzniklych shodnosti dle
poctu samodruznych bodt. Zbyva vysetrit, zda existuji shodna zobrazeni bez
samodruznych bodu, ktera vzniknou sloZenim tii osovych soumérnosti.

Definice 17. Je ddna primka o. Zobrazeni sloZen€ z posunuti ve sméru primky o a
050v€ soumernosti podle osy o se nazyvd posunuté zrcadleni (t€Z posunutd soumér-
nost).

Véta 18. Posunuté zrcadlent se da sloZit z osové a stredove soumérnosti, pricemz
stred stredove soumeérnosti nelezi na ose 0sove soumernosti.

Veéta 19. Posunute zrcadleni nemd samodruzné body.

PRIKLAD 3.9. Necht AB, A'B’ jsou riznobéiné a shodné usecky. Dokazte, Ze
existuje posunuté zrcadleni nebo osovda soumernost, které prevadeji body A, B po
radé v body A', B'.

3.5.1 Analytické vyjadireni posunutého zrcadleni

Prislusna osova soumérnost ma osu v souradnicové ose x.

3.5.2 Posunuté zrcadleni — Ulohy na domaci p¥ipravu

46. Jsou dany dvé ruznobézky a,b a na nich dva body A # B (A na a, B na b).
Urcete bod X na a a bod Y na b tak, aby platilo |AX| = |BY| a dale aby:

a) XY||p, kde p je dand primka; [1]
b) XY =d, kde d je pfedem dana tsecka; [1]

c) stied usecky XY lezel na dané primce q. [1]

16



4 Podobna zobrazeni

4.1 Podobné zobrazeni

Ukol: Napiste rovnice pro zobrazeni v roviné, které kazdy ttvar otoci kolem pocatku
o thel o a dvakrat zvétsi (viz Obr. 1).

Obrazek 4: Podobné zobrazeni v roviné

Definice 18. Zobrazeni f euklidovského prostoru E do euklidovského prostoru E'
se nazyvd podobné zobrazeni, jestlize existuje kladné redlné cislo k tak, Ze pro
kazdé dva body X,Y prostoru E plati:

[F(X) (V)| = k[XY].

Cislo k se nazjvd koeficient podobného zobrazeni f.
Poznamka. Podobnosti s koeficientem k # 1 nazyvame vlastni podobnosti.

Véta 20. Kazdé podobné zobrazeni euklidovského prostoru E do eukl. pr. E' lze
sloZit ze stejnolehlosti prostoru £ a shodného zobrazeni F do E'.

Veéta 21. Kazde podobné zobrazent je afinni.

Véta 22 (O urcenosti podobného zobrazeni). Necht jsou Py, Py, ..., P, linedrné ne-
zavislé body n-rozmeérného euklidovského prostoru E, a P}, P, ..., P, body euklidov-
ského prostoru E'. Afinni zobrazeni prostoru E, do prostoru E', které zobrazuje bod
P, na bod P! proi=0,1,....n je prdvé tehdy podobné, existuje-li ¢islo k > 0 tak, Ze
pro vsechny dvojice i,j = 0,1,...,n plati | P/ Pj| = k|P;P;|.

PRIKLAD 4.1. V euklidovské roviné je ddn c¢tverec ABCD se stiedem S. Existuje
praveé jedno podobné zobrazeni roviny ctverce do sebe, pri kterém se body A, B, S
zobrazi po Tadé na body D, B,C. RozloZte toto podobné zobrazeni na stejnolehlost a
shodné zobrazent.

PRIKLAD 4.2. Ukaste, e kazdé dvé paraboly jsou podobné, tzn. Ze existuje po-
dobné zobrazent roviny jedné paraboly na rovinu druhé paraboly, pri kterém se jedna
parabola zobrazi na druhou.

Veéta 23. Kazda wvlastni podobnost ma prave jeden samodruzny bod.
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4.2 Stejnolehlost

Patti mezi tzv. homotetie, tj. afinni zobrazeni, ktera maji vSechny sméry samod-
ruzné.
Definice 19. Budiz ddn bod S a redlné cislo k (rizné€ od 0 a 1). Stejnolehlost

H(S; k) se stredem S a koeficientem k je zobrazeni, které kaZdému bodu X roviny

priradi bod X' tak, Ze .
SX' = /{ﬁ.

Poznamka. Stejnolehlost mizeme definovat i vice popisné: Budiz ddn bod S a redlné
¢islo k (rizné od 0 a 1). Stejnolehlost H(S; k) se stredem S a koeficientem k je
zobrazent, které kaZdému bodu X roviny pritadi bod X' timto zpiusobem:

1. Pro X =S je X' = X,
2. Pro X # S je | X'S| = || - | XS],
pro k > 0 lezi X' lezi na poloptimce S*X> a
pro k < 0 lezi X' lezi na poloptimce opacné k 572

1
Poznamka. Zobrazeni inverzni k stejnolehlosti H(S; k) je stejnolehlost H™? <S : —) :

Zakladni vlastnosti stejnolehlosti H (S, x):
1. Obrazem pfimky je piimka s ni rovnobézna.
2. Obrazem tsecky AB je usecka A'B’; |A'B'| = || - |AB].

3. Obrazem poloptimky je polopfimka s ni souhlasné (x > 0) nebo nesouhlasné
(k < 0) rovnobézné .

4. Obrazem thlu ZAV B je tthel ZA'V'B’; |£ZA'V'B'| = |£ZAV B.

PRIKLAD 4.3. Jsou ddny dva rizné body A, B a redlné ¢islo A\ # 0, 1. Najdéte na
primce AB bod C' tak, aby platilo (ABC') = \.
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4.2.1 Analytické vyjadreni stejnolehlosti

Rovnice stejnolehlosti H(S;k): H : X' =rX + (1 — kK)S.

PRIKLAD 4.4. Napiste rovnice stejnolehlosti afinni roviny Ao, kterd zobrazuje
bod B = (2,0, —1] na bod C' = [0,1,3] a md koeficient kK = —2. Najdéte souradnice
jegiho stredu.

Reseni v programu wrxMazima:
(%i1) B:[2,0,-1]% C:[0,1,3]1% S:[s1,s2,s3]$

(%i4) H:C-S=-2%(B-S);
(%o04) [—s1,1—s2,3—53]=[-2 (2—s1),252,—2 (—s3 —1)]

(%i5) res:solve(lhs(H)-rhs(H), [s1,s2,s3])[1];

4 1 1
(%05) [81 = g, s2 = g, s3 = g]
(%1i6) S:ev(S,res);
411
<%06) [ga ga g]

4.2.2 Skladani stejnolehlosti

Véta 24 (O skladani stejnolehlosti a translace). Zobrazeni sloZené ze stejnolehlosti

— 1 —
H(S; k) a translace X' = X +t je stejnolehlost H' (Q; k), kde Q = S + 17t.
— K

Véta 25 (O skladani stejnolehlosti). SloZenim dvou stejnolehlosti Hy(S1, k1), Ha(S9, k2)
vznikne

1. IDENTITA, jestlize k1ko =1 a S1 = Sy,
2. POSUNUTI, jestlize kika =1 a S; # So,

3. STEJNOLEHLOST H(S, k) s koeficientem k = Kiko, jestliZe kike # 1. Pritom,
pro S1 = Sy je také S = S1 = Sy, pro S1 # Sy leZi bod S na primce S1.9.

4.2.3 Stejnolehlost kruznic

Pro dvé kruznice ki(S1;71), k2(S9;r2) s riaznymi poloméry existuji pravé dvé stejno-
lehlosti, které prevadéji kruznici k; do kruznice ko: Hy(E, ro /1) a Ho(I, —r5/r1) (Bod
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E se nékdy oznacuje jako ,vnéjsi stred stejnolehlosti, bod I potom jako ,vnitini
stied stejnolehlosti®.). Jestlize se kruznice dotykaji v bodé T, je T = I v pripadé
vnéjsiho dotyku a T'= E v pripadé vnitiniho dotyku kruznic.

Véta 26 (Mongeova véta). Jsou-li ky, ko, k3 t7i kruznice, které magji rizné polomeéry
a jejichz stredy nelezi v primce, plati pro vnéjsi a vnitini stredy stejnolehlosti kazZdych
dvou z nich nasledujict vztahy:

i) Vsechny tri vnejsi stredy stejnolehlosti Fro, Ey3, Eog leZi v primce.

i1) Kazdé dva vnitind stredy stejnolehlosti a jeden vnéjsi lezi v primce.

ii1) Tri vnitrni stredy stejnolehlosti I1o, I13, Io3 nelezi v primce.

PRIKLAD 4.5. Je ddna krusnice k, primka p, kterd je vnéjsi piimkou krunice
k, a bod A € p. Sestrojte vsechny kruznice, kterée se dotykaji primky p v bodé A a
kruznice k.

PRIKLAD 4.6. Jsou ddny dvé riznobézky a,b a bod M, ktery lezi uwoniti jednoho
jejich uhlu. Sestrojte vsechny kruznice, ktere prochdzeji bodem M a dotykaji se pri-
mek a,b.

PRIKLAD 4.7. Jsou ddny dvé riznobésky m,n a kruznice k leZici uwuniti jednoho
jejich uhlu. Sestrojte vsechny kruznice, které se dotykaji primek m,n i kruznice k.

PRIKLAD 4.8. (Eulerova piimka) V trojuhelniku ABC oznacme T téZiste, V
prusecik viysek a S stred kruznice trojuhelniku opsané. Mame dokdzat, Ze bud v§echny
tri body splynou v jeding, nebo jsou navzdajem rizné a lezi na jedné primce (Eulerova
primka) tak, Ze plati (S,V;T) = —%.

PRIKLAD 4.9. (KruZnice deviti bodi, téZ% Feuerbachova & Eulerova kruz-

nice) V trojuhelniku ABC oznacme V prusecik vysek, S stred kruznice opsané,

Ch, A1, By stredy stran AB, BC, C'A. Necht kg je kruznice prochdzejici body Ay, By, Ch.
Dokazte:

1) Na kruznici ko leZi téZ paty Ay, By, Cy vysek vg, vy, ve a stredy usecek AV, BV, CV.

2) Stred kruznice ko je stredem tusecky SV, pokud S # V; pokud je S =V splyne

stred ky s bodem S.

3) Polomeér kruznice kg je roven poloviné polomeéru kruznice trojiuhelniku opsané.

PRIKLAD 4.10. Plati tato véta: Jsou-li ddny dvé rovnobézné isecky riznych délek,
existugi praveé dvé stejnolehlosti, které zobrazi pruni usecku na druhou. DokdZete je
vZdy najit?
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4.2.4 Stejnolehlost — Ulohy

47. Do ptlkruhu s primérem AB vepiste ¢tverec K LM N tak, aby strana K L lezela
na usecce AB a dalsi dva vrcholy M, N na dané ptlkruznici. [2]

48. Je dana primka p, kruznice k£ a bod A. Sestrojte vSechny tsecky XY tak, aby
platilo: X € p, Y € k, A € XY, |AY| = 3|AX]|. [2]

49. Jsou dany dvé riiznobézky a, b a kruznice k tak, ze a je secnou a b je vnéjsi prim-
kou kruznice k. Sestrojte vsechny kruznice, které se dotykaji ptimek a, b i kruznice

k. [2]

50. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano:
a) v, =5cm,a:b:c=2:3:4, [1]

b) &, B,ve, 1]

C) &7/87t07 [1]
d)a:b=3:5v=060°t.=6cm. [1]

4.2.5 Stejnolehlost — Ulohy na doméci pi¥ipravu

51. Urcete p tak, aby existovala stejnolehlost se stfedem [3, 2], zobrazujici bod [1, 4]
na bod [2, p]. Napiste rovnice této stejnolehlosti. [2]

52. Je dana kruznice £ a bod M uvnitf této kruznice. Sestrojte vSechny tétivy
kruznice, které jsou bodem M rozdéleny na casti v poméru 2 : 3. [1]

53. Narysujte libovolny trojihelnik ABC. Uvnitt strany AC sestrojte bod X a
uvnitt strany BC bod Y tak, aby platilo |[AX| = | XY|a XY || AB. [2]
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4.3 Mocnost bodu ke kruznici

PRIKLAD 4.11. Sestrojte kruznici k, kterd prochdzi danymi body A # B a do-
tykda se dané primky t.

Definice 20. Mocnosti bodu M ke kruznici k(S;r) rozumime redlné cislo m, pro
ktere plati:

(1) |IMX|-|MY| = |m|, kde X,Y jsou priseciky kruznice k s jeji libovolnou secnou
prochadzejici bodem M.

(2) Je-li M wvnéjsim bodem kruznice k, je m > 0.
(3) Je-li M wvnitrnim bodem kruznice k, je m < 0.

(4) Je-li M € k, je m = 0.

Véta 27. Je dana kruznice k(S;r) a bod M, ktery na ni nelezi. Potom pro libo-
volné dve secny kruZnice k, ktere prochdzeji bodem M, jejichZ priseciky s kruznici
k oznacime X1, Y1 a Xo, Ys, plati

[MXq| - [MY1] = [MX,] - |MYa].

Véta 28. Necht je ddna kruznice k(S;r) a bod M. Potom pro mocnost m bodu M
ke kruznici k plati
m = d? —r?,

kde d = |MS)| je vzddlenost bodu M od stredu kruznice k.

Véta 29. Necht M je vnéjsi bod kruznice k(S;r), m jeho mocnost ke kruznici k.
Jestlize T je dotykovy bod tecny vedené z bodu M ke kruznici k, tak plati |MT|? = m.

Véta 30 (Chordala dvojice kruznic). Necht jsou ki(S1;r1), kao(Sa;79) dvé nesou-
stredné kruznice. Mnozina bodu X, které maji k obéma kruznicim stejnou mocnost,
je primka h 1 5155. Jestlize kruznice ki, ks maji spolecny bod M, potom primka h
prochdzi timto bodem.

Poznamka. Primka h, kterd je mnozinou bodiu X, majicich stejnou mocnost k
nesoustfednym kruznicim kq, ko se nazyva chordala (téZ potenc¢ni primka) kruznic

k1, k.

22



Poznamka. Bod, ktery ma ke tfem vzajemné rtiznym kruznicim stejnou mocnost
se nazyva potenéni bod (téz potenéni stied).

PRIKLAD 4.12. Sestrojte chorddlu dvou nesoustiednych kruznic ki, ko, které ne-
maji spolecny bod.

PRIKLAD 4.13. Urcete analyticky mnoZinu viech bodi roviny, které magi ke
dvema danym kruzZnicim stejnou mocnost.

Analytické vyjadreni chordaly

Chordalu kruznic k1(S1[my, n1],71), ka(S2[ma, ns],m2) s rovnicemi k1 : (x —my)* +

(y—n1)?=r?aky: (x—m2)?+ (y —ng)? = r miZeme analyticky vyjad¥it rovnici:

(@ —m1)* + (y —n1)* —ri = (. —m2)* + (y —m2)* — 1}

4.3.1 Mocnost bodu ke kruznici — Ulohy

54. Je dan thel ZAV B a uvnitf ného bod M. Sestrojte kruznici, kterd prochézi
bodem M a dotyka se piimek AV, BV.

55. Obdélnik ma velikosti stran a, b. Mame sestrojit
a) libovolny obdélnik stejného obsahu,

b) obdélnik stejného obsahu, jehoz jedna strana méa danou velikost c.

56. Jsou dany dvé nesoustiedné kruznice ki, ky a primka p. Na této primce urcete
bod P tak, aby tecny z ného vedené ke kruznicim ki, ko mély stejnou délku.

57. Sestrojte kruznici, kterd se dotykd dané kruznice k(S;r) a prochdzi dvéma
riaznymi body A, B, které lezi vné dané kruznice k.

4.3.2 Mocnost bodu ke kruznici — Ulohy na doméci piipravu

58. Je dan lichobéznik ABC' D se zékladnami AB, CD, |AB| > |CD|. Uvnitf tsecky
AD sestrojte bod P a uvnitt usecky BC bod @ tak, aby platilo zaroven PQ||AB a
PC||AQ.

59. Sestrojte lichobéznik ABCD, jsou-li dany délky jeho ramen |BC| = 4.5cm,
IDA| = 3cm a velikost 75° thlu, ktery sviraji pfimky BC a AD, plati-li navic
|AB||CD| = |AC|%.
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5 Analytické vyjadreni afinniho zobrazeni

5.1 Afinni zobrazeni

Definice 21 (Afinni zobrazeni). Zobrazeni f afinniho prostoru A do afinniho pro-
storu A" se nazyvd afinni, jestlize ma tuto vlastnost: LeZi-li navzdjem rizné body
B,C,D z prostoru A na primce, pak jejich obrazy f(B), f(C), f(D) bud splyvayt,
nebo jsou navzajem ruznée, leZi na jedné primce a jejich délici pomer se rovnd deli-
cimu pomeéru jejich vzoru, tj.:

(f(B), J(C); F(D)) = (B,C; D).

Kazdé afinni zobrazeni f afinni roviny As do sebe je vzhledem k libovolné zvolené
linearni soustavé souradnic dano rovnicemi:

f: r = a;lr + apy + by
Yy = anr + any + b

Kazdé afinni zobrazeni f v prostoru A3 mutzeme zapsat soustavou rovnic

f :Ull = anxri + aprs + azrs + by
56/2 = aoxr1 + agxrs + asrs + by
Ty = anri + azpry + azprs + b3

5.2 Asociovany homomorfismus

Misto homomorfismus fikame téZ linearni zobrazeni.

Definice 22 (Homomorfismus). Zobrazeni ¢ vektorového prostoru V' do vektoro-
vého prostoru V' se nazgvda homomorfismus (linedrni zobrazent), jestliZe pro vsechna
u, 7€V, keT (misto obecného télesa T miZeme uvaZovat R) plati:

Definice 23 (Asociovany homomorfismus zobrazeni f). UvaZujme afinni zobrazeni
f prostoru A do prostoru A’, napt. f : Ey — FE,. Potom asociovanym (1. jed-
noznacné prirtazenym) homomorfismem afinniho zobrazeni f rozumime linedrni
zobrazeni o, které zobrazuje zaméreni V' prostoru A do zaméreni V' prostoru A’
takto:

T=Y - X = (i) = f(Y) - [(X), (3)

kde X,Y jsou body z A, w € V; f(X), f(Y) body z A’, p(u) € V.
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PRIKLAD 5.1. Ukazte, Ze se skutecné jednd o linedrni zobrazeni dle definice 22.

Véta 31 (O jednoznacéném urceni ¢). Ke kazdému afinnimu zobrazeni f prostoru A
je jednoznacné pritazen (asociovdan) homomorfismus @ zaméreni V prostoru A do
zamereni V' prostoru A’ takovy, Ze:

p(B—A) = [f(B) - f(4).

Diikaz. Ukézeme, ze vysledek tohoto homomorfismu nezavisi na umisténi vektoru,
pouze na zobrazeni f. ]

Véta 32 (O jednoznacném urceni f). Zobrazeni [ je jednoznacné urceno, je-li ddan
homomorfismus ¢ a obraz f(P) jednoho bodu P:

F(X) = [(P) + o(u).

Diikaz. p(X — P) = f(X) — f(P) — f(X) = f(P)+ (X — P) =

Véta 33 (O urcenosti afinniho zobrazeni). Méjme dva afinni bodové prostory A,
A’y Necht My, My, Mo, ..., M, je n+1 linedrné nezavislych bodi v A, M|, M1, ..., M,
n + 1 libovolné zvolenych bodi v A',,. Pak existuje prdavé jedno afinni zobrazeni f
prostoru A, do A'y,, které prirazuje bodim M; body M; tak, Ze

MJ/ = f(M;); j=0,1,...,n.

5.3 Rovnice afinniho zobrazeni z A, do A

Necht afinni bodovy prostor As je uréen pocatkem P a bazi €, tzn. Ay =
{P;e1,é}. Podobné necht A’y = {Q;dy,ds}. Necht f je afinni zobrazeni As do
A’y a @ asociované zobrazeni k f tak, zZe

—

p(er) = a11CZ1 + a216f2

—

p(ey) = &12651 + CLQQJ;- (4)

tzn. koeficienty a;; jsou souradnice vektort ¢(€7), ¢(€2) v bazi zaméfeni prostoru
A27
f(P) = Q4+ bidy + bads (5)

tzn. pocatek P € Ay se zobrazuje do bodu f(P) € A’y, ktery ma pii pocatku @
soutadnice [b1, by].
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Nyni uré¢ime vztah mezi soufadnicemi libovolného bodu X € A, a jeho obrazu
f(X) € A’y. Nejprve vyjadieme soutradnice X, f(X) takto

X = P+ 216 + x965, (6)
F(X) = Q+ widy + xhd; . (7)
Zobrazime-li bod X v afinité f, mtizeme dle uvedenych vlastnosti zobrazeni f a ¢
psat:
[(X) = f(P) + zip(€1) + z20(€2).
Po dosazeni z (4) a (5) dostavame

f(X)=Q+ bld—i + bQCZQ + ﬂil(allca + CL21Ci;) + 562(&126{1 + a22£)~

Po tpravé a porovnani koeficienti pfi d; s vyjadfenim (7) dostavame hledané rovnice

/
Ty = 41171 + a12x2 + by

:U/Q = a91T1 + a99T9 + bo. (8)

Nyni jesté uréime rovnice asociovaného zobrazeni . Necht vektor u € V5 se zobrazi
do vektoru (i) € V'5. Pro souradnice vzoru « a obrazu () plati

U = U1€1 + uses; 9)
plil) = uydy + upds (10)
Na (9) aplikujeme zobrazeni ¢ a upravime dle (4). Dostaneme
p(U) = u1p(€1) + uzp(€2) = U1(a116f1 + a216Z2) + U2(a126fl + azzéfz)-
Po tpravé a srovnani s (10) dostaneme hledané rovnice asociovaného zobrazeni:
uy = ajuy + ajgus
Uy = Ao1U + A20U2 (11)
Jinou formou zapisu (8) je soustava rovnic
Ty = ayxi + aprs + by

/
Ty = Q2171 + Q2272 + b

maticovy zapis soustavy
/
Tyl e e | || D
/ - )
) a1 Qa22 L2 bo
pripadné maticova rovnice

X' =A-X+B.
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5.4 Rovnice afinniho zobrazeni z A, do A,,
Necht afinni bodovy prostor A, je uréen pocatkem P a bazi éi,...,€,, tzn. A, =

{P;eéy,...,é,}. Podobné necht A',, = {Q; dy, dy, ...,cfm}. Necht f je afinni zobrazeni
A, do A’,, a ¢ asociované zobrazeni k f tak, Ze

i=1
tzn. koeficienty a;; jsou souradnice vektort ¢(€;) v bazi zaméfeni prostoru A,,,
m
F(P)=Q+ ) bid;, (13)
i=1

tzn. pocatek P € A,, se zobrazuje do bodu f(P) € A, ktery ma pfi pocatku @
souradnice b;.

S ohledem na vyse uvedené timluvy nyni ur¢ime vztah mezi soutadnicemi libovolného
bodu X € A, a jeho obrazu f(X) € A',,. Vyjadfeme soufadnice X, f(X) :

j=1
FX)=Q+)) ald;. (15)
=1

Zobrazime-li bod X v afinité f, mizeme dle uvedenych vlastnosti zobrazeni f a ¢
psat:

FX) = F(P) + 3 wi6(&).

Po dosazeni z (12) a (13) dostavame

po Upravée

f(X) = Q+Z(Z aijz; + bi)d;. (16)

Porovname-li koeficienty pri CZ ve vyjadfenich (15) a (16), dostavame hledané rovnice

33; :Zaijxjntbi, 1= 1,2,,m (17)

J=1
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Nyni jesté uréime rovnice asociovaného zobrazeni ¢. Necht vektor i € V}, se zobrazi

do vektoru (i) € V';,,. Pro soutadnice vzoru 4 a obrazu () plati
i =) ud;
j=1
m
p(il) = > ud;
i=1

Na (18) aplikujeme zobrazeni ¢ a upravime dle (12). Dostaneme

3
3
3

Po upraveé

90(17) = Z(Z aijuj)CZ;-

i=1 j=1

Srovnanim (20) s (19) dostaneme hledané rovnice asociovaného zobrazeni:

n

! .
ul-:g ajjuj, 1=1,...,m

J

Jinou formou zapisu (17) je soustava rovnic

/
X1 = a11r1 + a12T2 + ...+ A1nTny + bl
/
i) = 911 + a99T9 + ... + aspxy, + by
/
x, = An1T1 + ApoXo + ... + ATy + by,

maticovy zapis soustavy

- _ - _ - _ -
Xy ailr Qi ... Qip T bl
/
) a1 A92 ... A9p I9 bQ
= + ,
/ b
| L, | Am1 Am2 - Qmp | Tp | On

pripadné maticova rovnice

X' =A-X+B.
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PRIKLAD 5.2. Rovnobéiné promitdni prostoru As do primétny m C As, vzhledem
k pevn€ linedrni soustaveé souradnic prostoru As, je-li dana primétna m rovnici 2x1+
ro — x3+ 2 =0 a smeér promitdni je urcen vektorem § = (2;1;3).

PRIKLAD 5.3. Urcete rovnice afinniho zobrazeni f : As — As, které bodim
A=11,2,3], B=10,1,1],C =[1,-1,2], D = [3,0, 1] pFirazuje v daném potadi body
A'=[-1,3], B=10,2], C =10,0], D =[3,1].

5.5 Skladani afinnich zobrazeni

Necht f7 je afinni zobrazeni prostoru A do A, f5 afinni zobrazeni prostoru A" do A”.
Jestlize kazdému bodu X € A je v fi ptitazen bod fi(X) € A" abodu fi(X) prifazen
bod f5[f1(X)] € A”, fikdme, Ze zobrazeni f pfifazujici bodu X bod f5]f1(X)] vzniklo
slozenim zobrazeni f; a fy. Zapisujeme f = fo- f1, f = fof1 nebo f = fo(f1(X)).

Veéta 34. SloZenim dvou afinnich zobrazeni fi, fo vznikne afinni zobrazeni f. Zob-
razent o asociovane k [ vznikne sloZenim zobrazeni 1, s asociovanych po radé k

f1: f2.

PRIKLAD 5.4. V prostoru E, jsou ddny dvé stiedové soumérnosti S a O. Urcete
zobrazeni Z1 = SO a Zy = OS.

PRIKLAD 5.5. V prostoru E,, je ddno posunutiT a stiedovd soumérnost S. Urcete
zobrazent Z1 =TS a Zy = ST.
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6 Afinni transformace prostoru (Afinity)

Véta 35 (Inverzni zobrazeni). UvaZujme afinni zobrazeni f afinniho prostoru A na
afinni prostor A’. Necht je toto zobrazeni navic prosté (prostory A, A" maji stejnou
dimenzi). Pak k zobrazeni f existuje zobrazeni inverzni f~1, které je rovné? afinnim
zobrazenim.

Dikaz. Jsou-li B',C", D' t¥i kolinedrni body v prostoru A’ a plati (B, C’, D’) = A,
uvazujme vzory B,C bodu B’,C’ pii zobrazeni f a na jimi urcené piimce BC
zvolme bod D tak, ze délici pomér (B,C, D) = \. Pak bod f(D) lezi na piimce
B'C" = f(B)f(C) a plati (B',C’, f(D)) = A. Protoze také (B',C', D) = A, je
f(D) = D’ a délici pomér (B',C’", D) = (B,C, D). ]

Déale budeme uvazovat specialni pfipad, kdy prostory A a A’ splynou. To zna-
mena vzajemné jednoznacéné zobrazeni prostoru A na sebe.

Definice 24. Vzdjemné jednoznacné afinni zobrazeni afinniho prostoru A na sebe
nazyvame afinitou prostoru A nebo afinni transformaci prostoru A.

Véta 36. Vsechny afinity prostoru A tvori pri obvyklém skladdni grupu, tzv. afinni
grupu prostoru A.

Diikaz. Slozenim dvou afinit prostoru A vznikne opét afinita prostoru A. K afinité
f existuje inverzni afinita f~! (viz véta 35 odstavec). Neutralnim prvkem je zfejmé
identita. ]

Véta 37 (O urcenosti). Necht My, My, My, ..., M,, a M}, M{, M, ..., M jsou dvé
skupiny (n + 1) linedrné nezavislych bodu afinniho prostoru A,. Pak existuje je-
dind afinita f prostoru A,, pro kterou

/ .
f(M;) =M, i=0,1,...n.
Jestlize v uvedené vété urcime pomoci dvou jmenovanych skupin linearné nezavis-

Iych bodi dvé afinni souradnicové soustavy prostoru A, pak tyto soustavy urcuji
prislusnou afinitu f uvazovaného prostoru.

Véta 38. Necht v afinnim bodovém prostoru A, jsou ddny dvé afinni souradnicové

soustavy A, = {P;€é1, e, ....e}; A, ={Q; dy, dy, ..., cin} Pak existuje jedind afinita
prostoru A, pro kterou

a asoctované€ zobrazeni ¢



6.1 Rovnice afinity prostoru A4,

Afinitu prostoru A,, chapeme jako specialni pfipad afinniho zobrazeni z A, do A',,,
kde m = n. Potom je tato afinita urcena rovnicemi

33; :Zaij$j+bi, 1= 1,...,’[7, (22)
J
zobrazujicimi bod X = (z1, ..., x,) do bodu X' = (21, ..., 2],). Zobrazeni asociované

n

u;:Zaijuj, i=1,..n (23)
J

zobrazuje vektor @(uy, ..., u,) do o' (u, ..., u.).

Protoze afinita prostoru A,, je zobrazeni vzajemné jednoznacné, je determinant zob-
razeni

aip ai2 ... Qdip
a1 A929 ... A9p

5= £ 0.
ap1 Ap2 ... App

Tento determinant se nazyva modulem afinity. Da se ukazat, Ze modul afinity
nezavisi na volbé baze uvazovaného prostoru.

PRIKLAD 6.1. Urcete afinitu v roviné As, ve které pii dané soustavé souradné se
bod B = [0,0] zobrazuje do bodu B' = [1,0], bod C = [1,0] do bodu C'" = [0,1] a bod
D =10,1] do bodu D" =0, 0].

PRIKLAD 6.2. Urcete afinitu v Ay, je-li obrazem bodu B = [6; —2] bod B’ = [1;1],
obrazem vektoru © = (2;1) vektor @' = (4;2) a vektoru v = (—1;2) vektor ¥
(—3;6). Porovnejte obsahy trojihelniki BCD a B'C'D', kde C = B+, D = B+
WC' =B +@, D =B +7.

=4} I

6.2 Modul afinity

Nyni se budeme zabyvat vlastnosti modulu afinity, kterd je metricka, tj. zavisla
na existenci skalarniho soucinu. Proto se v dalsim omezime ve svych tvahach na
eukleidovské prostory, presnéji na F3 a Fs.

Véta 39. Necht [ je afinita v prostoru Es (resp. Es), kterd md modul 6. Necht U je
méritelny utvar v By (resp. Esy), ktery md objem V' (resp. obsah V). Necht obrazem
utvaru U v afinité [ je dtvar U, ktery md objem V' (resp. obsah V'). Potom plati

Vi=14|-V. (24)
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Diikaz. Mira méftitelnych ttvara v Es (resp. E») je definovdna pomoci rovnobéznos-
téni (resp. rovnobézniki). Proto se v dikazu omezime na afinni zobrazeni rovno-
béZnosténtt v E3 a rovnobézniki v Es. Necht v E3 je rovnobéznostén urcen trojici
nezavislych vektoru u, v, w, které maji ve zvolené bazi souradnice © = (uq, us, us),
U = (v1,v9,v3), W = (wy,ws,ws3). Obrazy téchto vektort v zobrazeni ¢ asociova-
ném k afinité f ozna¢me @' = @(v), ¥ = p(¥), &' = p(w) a jejich souradnice
u = (ul,uy, ul), U= (v, vh,v4), W = (Wi, wh,ws). V afinité f a zobrazeni ¢ plati
dle vztahu (23)

3 3
w, =Y ajguj, vi= Y a v, w;i= Y ajw;; 1=1,23 (25)
i i, Ui = ijvj, W = Wi 1= 1,49

j=1 ' j=1

J=1

Objem V' zobrazeného rovnobéznosténu U’ urédime zndmym vztahem smiSeného
soucinu, stejné tak objem V rovnobéznosténu U:

uy uh o uf Uy Up Uz

/

Vi=| v vy vg |, V=|v vy vs]|. (26)
w wh wh wy wp ws

Dosazenim (25) dostaneme

3 3 3
D iy, D AU, Y Gz
Jj=1 Jj=1 Jj=1
3 3 3
/
V — Z aljvj, Z azj’Uj, Z agj?}j , (27)
Jj=1 Jj=1 Jj=1
3 3 3
D Wi, Y agwg, Y azjw;
Jj=1 Jj=1 Jj=1
coz lze zapsat soucinem
ailp a2 a1z Uy Uz U3
/
V = | a1 QG922 Q93 |- V1 Uy Vs (28)
az1 az2 as3 wp w2 w3
a tedy
Vi=45-V. (29)

Pokud je 6 < 0, pak lze znaménko minus vytknout, tj. V! = —§ - (=V'). Ve druhém
determinantu pak zaménime poradi sousednich tadkt, napt. prvniho a druhého.
Pro obsahy vzoru a obrazu méritelného utvaru v Fsy zfejmé staci, uvazime-li obsah
V' libovolné zvoleného rovnobéznika urc¢eného linedrné nezavislymi body M, N, P a
jeho obrazu v dané afinité uréeného body M’, N/, P’. ]

Definice 25. Je-li modul afinity kladny, nazyvd se afinita prima. Afinita se zdapor-
nym modulem se nazyvd neprima. Afinita, jejiz modul se rovnd v absolutni hodnoté
jedné, se nazyva ekviafinni afinita, strucné ekviafinita.
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PRIKLAD 6.3. Urcete rovnice a modul afinity f : F3 — Es, v niZ se body
K[0,0,0], L[1,4,0], M[-1,0,6], N[4,5,8] zobrazi na body K'[1,1,1], L'[-2,9,6],
M'10,-5,12], N'[0, 3, 26].

Reseni v programu wxMaxima:

(%1i25) rl:bl=1; r2:b2=1; r3:b3=1; rd:all+4xal2+bl=-2; rb5:a21+4*a22+b2=9;
r6:a31+4%a32+b3=6; r7:-all+6*xal3+b1=0; r8:-a21+6*a23+b2=-5;
r9:-a31+6*a33+b3=12; r10:4*all+5*%al2+8*al3+b1=0;
r1l:4*%a21+5%a22+8*a23+b2=3; rl12:4*a31+5*xa32+8*a33+b3=26;

)
)
)
) bl +4al2+all = —2
) b2+ 4a22 + a2l =9
) b3 +4a32 + a3l =6
%031) b1 +6al3 —all =0
) b2+ 6423 — a2l = —5
) b3+ 6433 — a3l = 12
)bl +8al3+5al2+4all =0
) 024+ 8a23 +5a22+4a21 =3
) b3+ 8a33 +5a32+ 4a3l = 26

(%137) res:solve([rl,r2,r3,r4,r5,r6,r7,r8,r9,r10,r11,r12],
[all,al12,a13,a21,a22,a23,a31,a32,a33,b1,b2,b3]) [1];

(%037) [all = 1,al12 = —1,al13 = 0,a21 = 0,022 = 2,a23 = —1,a31 = 1,a32 =

1,a33 =201 =1,b2 =1,b3 = 1]

(%138) ev([xl=all*x+al2*y+al3*z+bl,yl=a2l*x+a22*y+a23*z+b2,
z1=a31xx+a32*y+a33*z+b3] ,res) ;

(%038) [tl=—y+ax+1lyl=——2+2y+1,21=2z+y+x+1]

(%i40) A:ev(matrix([all,al2,a13],[a21,a22,a23],[a31,a32,a33]),res);

1 -1 0
(%o040) [0 2 -1
1 1 2
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(%i42) determinant(A);

(%042) 6
PRIKLAD 6.4. Zjistéte, zda existuje afinni zobrazeni f : Ay — As, pii kterém se
body B[1,0], C[0,1], D[2, p] zobrazi po Tadé na body B'[2,1,—1], C'[3,2,0], D'[1,0, 2].

Reseni v programu wxMaxima:

(%i1) ril:al11+bl=2; r2:a21+b2=1; r3:a31+b3=-1; r4:al12+b1=3; r5:a22+b2=2;
r6:a32+b3=0; r7:2*xall+p*xal2+bl=1; r8:2*xa2l+p*a22+b2=0;
r9:2*xa3l+p*a32+b3=2;

(%01) bl 4 all =2

(%02) b2+4+a21 =1

(%03) b3+ a3l = —1

(%04) bl +al2=3

(%05) b2+ a22 = 2

(%06) b3+ a32 =0

(%07) al2p+bl+2all =1
(%08) a22p+b2+2a21=0
(%09) a32p+0b3+2a3l =2

(%110) res:solve([rl,r2,r3,r4,r5,r6,r7,r8,r9],
[all,a12,a21,a22,a31,a32,b1,b2,b3]) [1];

— 4
D=3 39— —— b1 =

(%010) [all = —1,a12 = 0,a21 = —1,a22 = 0,a31 = —
p+1 P+

4
&M:Qﬁ3:———{
p+1

(%i11) ev([xl=all*x+al2*y+bl,yl=a2l*x+a22*y+b2,z1=a31*x+a32*y+b3],res);
4 -3 4
(o11) [l = 3 —ayl =2 — g 21— 4 =3z 4,
p+1 p+1 p+1

PRIKLAD 6.5. Urcete rovnici afinniho zobrazeni f : Ay — Ay, pri kterém se body
12,1], [3,2], [0,1] zobrazi po Tadé na body [2], [0], [8].

6.2.1 Afinni zobrazeni - Ulohy

1. Urcete rovnici afinniho zobrazeni f : Ay — Ay, pfi kterém se body [2, 1], [3, 2],
0, 1] zobrazi po fadé na body [2], [4], [10].
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2. Pro jaké hodnoty parametri p, ¢ existuje afinni zobrazeni f : Ay — Aj, pfi
kterém se body [2, 1], [—2, 3], [4, 0] zobrazi po fadé na body [p, 3], [0, ¢, [1, 1].
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7 Analytické vyjadreni shodnosti

7.1 Analyticka vyjadreni shodnych zobrazeni v Ej

Osova soumeérnost

Osova soumérnost O(o) podle osy o s obecnou rovnici o : ax + by + ¢ = 0:

, 2a
_a2+62(
20
/
Y :y—a2—+bz(ax+by+c)

ax + by + )

PRIKLAD 7.1. V eukleidovské roviné je ddna soumérnost podle primky p : 3x —
4y + 1 = 0. Napiste rovnice této soumernosti.

PRIKLAD 7.2. Napiste rovnice soumérnosti podle primky o : 2z — 3y + 1 = 0.

PRIKLAD 7.3. Napiste rovnice osové soumérnosti, zobrazujici pocdtek na bod
[1,5].

Otoceni (rotace)

Otoceni (rotace) R(S, ) se stfedem S = [s1, so]:

' = (r —s1)cosa — (y — s9)sina + 51
y' = (5’3_31)Sinoz—|— (y— 82)cosa+32

Po tprave:

¥’ =xcosa—ysina + 51 — s1cosa + sy sin o

Yy = xsina +ycosa + sy — s;sina — s9cosa

PRIKLAD 7.4. Napiste rovnice otocent se stredem S[1,—2] o 1ihel o = 60°.

Stredova soumeérnost

Stfedova soumérnost S(5) se stifedem S = [s1, s

r=—x+ 28

Yy = —y+2s
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PRIKLAD 7.5. Napiste rovnice stredové soumérnosti S(S) se stredem S[—2, 3].

Posunuti (translace)

Posunuti (translace) T(p) urcené vektorem p' = [p1, pal:

=+ D1
Y =y+p
PRIKLAD 7.6. Napiste rovnice posunuti, které je urceno vzorem A = [—1,3]

a jeho obrazem A’ = [4,2].

Posunuté zrcadleni

Posunuté zrcadleni s osou v souradnicové ose x:

7.2 Analyticka vyjadreni nékterych shodnych zobrazeni v Fj

Neéktera shodna zobrazeni v prostoru:
Posunuti

Posunuti uréené vektorem p'= (p1, p2, p3):

513/=:U+p1
Y =y+p
2 =z +ps.

Otoceni

Otoceni o thel a kolem osy z:

2’ = xcosa — ysin o
/ .
Y = xsina -+ Y Ccos

/
< = Z.
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Stredova soumeérnost

Soumérnost podle pocatku O = (0,0, 0):

T = —x
r_
y =-Y
7 =—z
Osova soumérnost
Soumérnost podle osy z:
¥ =—x
r_
=Y
/
Z =z
Rovinova soumérnost
Soumérnost podle roviny (z,y):
¥ =ux
, —
y =y
/
Z = —z.

Sroubovy pohyb

Sroubovy pohyb (torze) s parametrem (redukovanou vyskou zavitu) vy a s osou v
ose z:

T = xcosa — ysino
Y = xsina + ycosa

Z = zZ+ vQ.

7.3 Rovnice shodnosti v roviné

Kazdé shodné zobrazeni f v roviné mizeme zapsat soustavou rovnic

2 = anx + anpy + b

/

Y = anr + axny + b,
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kterou prepiseme uzitim matic do tvaru

. x! | a1nr a2 ' T bl
)=l B

a strucné vyjadiime rovnici

f: X'=A-X+B. (30)

Potom je zfejmé, Ze asociovany homomorfismus ¢ takovéhoto shodného zobra-
zeni f je dan soustavou

@Y up = apur +  apue
Uy = Qao1U1 + GU2,

/
o upy | _ | a1 a2 | | W1
. / - Y
Ug g1 a2 U2

coz lze zapsat, analogicky s rovnici (30), ve tvaru

maticoveé pak

o: 0 =A- 1. (31)

PROBLEM: Rovnice (30) je rovnici libovolné afinity v roviné. Mame-li danu ta-
kovouto rovnici (soustavu), jak pozname, Ze se jedna o shodnost?

Rovnice (30) je rovnici shodnosti, pravé kdyz plati

AT A=E, (32)
(E je jednotkova matice) jinak feceno, kdyZ je matice A ortonormalni.
Plati AT - A = E. Potom je ale AT = A~! a plati tedy i rovnost A - AT = E.

Poznamka. Zobrazeni, pro ktera plati |det A| = 1 nazgyvame ekviafinni zobrazeni,
strucné ekviafinity. Je zfejmé, Zze kazda shodnost je ekviafinita. Plati toto tvrzeni
i obracené? Muzeme Tici, ze kazda ekviafinita je shodnosti?

Poznamka. Je tfeba si uvédomit, ze pfi shodném zobrazeni mezi euklidovskymi
prostory rtznych dimenzi neni matice A ¢tvercova. Potom vyse uvedené tivahy o
inverzni matici nemaji smysl a v platnosti zfistava pouze ptivodni podminka AT - A =
L.
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Véta 40. Afinni zobrazeni f euklidovského prostoru E do euklidovského prostoru E'
je prave tehdy shodné, kdyz asociovany homomorfismus ¢ zachovdvad velikost vektoru,
ty.

(@] = [l

Dikaz. |lp(B — A)l| = [[f(B) = f(Al, [f(A)f(B)l = [AB], [|B — Al| = [ld]|. O

Véta 41. Afinni zobrazeni [ euklidovkého prostoru E do euklidovského prostoru E'
je prave tehdy shodné, kdyz asociovany homomorfismus ¢ zachovavd skalarni soucin
vektori, tj.

(i) - p(0) =t - v.
PRIKLAD 7.7. Zjistéte, zda eristuje shodnost Ey, pri které se bod A = [10;0]
zobrazi na pocatek A’ = [0;0] a bod B = [25;20] na bod B' = [0;25]. V kladném
pripadé napiste rovnice tohoto zobrazeni a najdéte jeho samodruzné body.

Z podminky (32) plyne, ze afinni zobrazeni urc¢ené rovnicemi

= a;lr + apy + by

/

Yy = anr + axny + bs,

je shodnosti prave tehdy, kdyz plati nasledujici rovnosti:

9 9 9 2
aj; + a3 = ajp +azy =1

a11G12 + Q21022 = Q12011 + Q2097 = 0

Samodruzné body

Samodruzné body pirimé shodnosti jsou fesenim soustavy rovnic

(1 —an)rs —aprs = b

33
—Qa2171 + (1 — Clzz)xz = bz. < )

Samodruzné sméry

Smér je vyjadfen vektorem, napt. u. Ma-li byt tento smér samodruzny, musi pro

vektor o', ktery je obrazem vektoru u, platit @ = A, kde A € R. Samodruzné sméry

(tj. vektory téchto sméri) shodnosti jsou potom netrivialnim fesenim homogenni
soustavy rovnic

()\ — an)ul — a12Uy — 0 <34>

—a21U1 + ()\ — a22)u2 = 0.

Homogenni soustava n linedrnich rovnic o n neznamych ma netrivialni feseni praveé

tehdy, kdyz je determinant soustavy roven nule. Soustavy (34) ma tedy nekonecné

mnoho FeSeni, jestlize plati rovnost

(>\ - au) —a12

s (A az) =0. (35)
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Rovnici (35) fikdme charakteristicka rovnice piislusného zobrazeni, v tomto pii-
padé shodnosti v roviné. Kazdy vektor u, pro ktery plati @' = ¢(u) = A\, nazyvame
vlastnim vektorem homomorfismu ¢, ¢islo A, které je feSenim charakteristické rov-
nice, pak nazyvame vlastni ¢islo homomorfismu ¢, odpovidajici vektoru . Misto
vlastni vektor a vlastni ¢islo se také pouzivaji terminy charakteristicky vektor a
charakteristické ¢islo.

7.4 Skladani shodnych zobrazeni
7.4.1 Shodnosti primé a neprimé

(a) Pi¥imou shodnost lze rozlozit v sudy pocet osovych soumérnosti, nepfimou shod-
nost v lichy pocet osovych soumérnosti.

(b) Slozime-li dvé shodnosti pfimé nebo dvé shodnosti nepfimé, dostaneme shodnost
primou; slozime-li shodnost pfimou a neprimou, vznikne shodnost nepfrima.

Dokazte:

1. SloZenim (v libovolném potadi) translace 7 a rotace R, kterd neni stie-
dovou soumeérnosti, vznikne rotace téhoz smyslu i thlu jako R.

2. Slozenim dvou translaci vznikne translace nebo identita.

3. Slozenim translace a stfedové soumérnosti v libovolném potradku vznikne
stredova soumeérnost.

4. SloZenim stfedové soumérnosti S; se stiredem S; a stfedové soumérnosti Sy
se stfedem Sy # S; vznikne translace T (S; — S5), pricemz usecka S15%
ma stfed Ss. Je-li S57 = 955 je $15; identita.

PRIKLAD 7.8. Trojihelnik ABC byl preveden otocenim daného smyslu se stre-
dem S a tuhlem velikosti w = 120° v trojuhelnik A1B,C1, ktery byl ddle preveden
posunutim T (A; — Ay) v trojuhelnik Ay ByCy. Urcete otocent, které prevddi primo
NABC v AA2B2C2.

PRIKLAD 7.9. Je ddn rovnostranny trojihelnik ABC. Najdéte viechny shodnosti,
ktere prevadeéji tento trojuhelnik do ného sameho. Zkoumejte vlastnosti mnoZiny
techto shodnosti spolu s operact skladani shodnostr.
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7.4.2 Grupa shodnosti v roviné

Definice 26. MnozZinu G, v niZ je definovana operace o nazyvame grupou vzhledem
k operaci o (znacime (G, o)), pravé kdyz:

a) Vysledek operace o je pro kazdou dvojici proki G opét prvkem G (Tikame, Ze
operace o je na G neomezené definovand, nebo, Ze mnozina G je uzavrend vzhledem
k operaci o).

b) Operace o je asociativni v mnoziné G.
c) Operace o mad neutrdlni prvek n € G.
d) Ke kazdému prvku k € G existuje inverzni prvek k=! € G vzhledem k operaci o.

Je-li navic operace o komutationi v mnozine G, nazyvame algebraickou strukturu
(G, o) komutativni grupou.

Ovérte nasledujici tvrzeni:
(a) Vsechny shodnosti v roviné tvoii grupu Gsg.
(b) VSechny pfimé shodnosti tvori podgrupu Gg grupy Gs.

c¢) Mnozina vSech translaci doplnéné identitou, tvori rupu, ktera je pOd rupou
grupy pfimy’ ch shodnosti.

(d) Mnozina vSech translaci a stfedovych soumérnosti, doplnéna identitou, tvori
podgrupu grupy Gg.
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7.5 Klasifikace shodnosti roviny

Myslenka tuplné klasifikace shodnosti: Klasifikace shodnosti roviny je zalozena
na zkoumani moznych samodruznych bodi a smért zobrazeni, které je dano rovnici

(soustavou)
f: X'=A-X+B. (36)

Tento postup je ilustrovan resenim nasledujiciho prikladu.

7.5.1 ReSeny piiklad

PRIKLAD 7.10. Zjistéte, zda existuje shodnost Es, pri které se bod K = [10;0]
zobrazi na pocatek K' = [0;0] a bod L = [25;20] na bod L' = [0;25]. V kladném
pripadé napiste rovnice tohoto zobrazeni a najdéte jeho samodruzné body.

Nez zacneme aplikovat nize uvedeny postup, stoji za to si u takovychto aloh ovérit,
zda je vibec splnéna definice shodného zobrazeni, tj. zda |K'L'| = |KL|.

Reseni v programu wrMazxima:

Definujeme obecnou podobu matic A, B z rovnice (36).

(%130) A:matrix([all,al2],[a21,a22]); b:matrix([bl], [b2]);

all al2
(7030) <a21 a22>

(%031) (2;)

Do rovnice (36) dosadime dané body a jejich obrazy, dostaneme dvojice rovnic s1 a
s2. Treti skupinu rovnic s3 dostaneme z podminky A7 - A — I = 0.

(%132) s1:A.[10,0]+b-[0,0];
s2:A.[25,20]+b-[0,25];
s3:transpose(A) .A-ident (2);

bl +10all
(o032) (bQ +10 a21>

bl +20al2 + 25all
(7033) <b2 +20a22 + 25421 — 25)

((7034) a21? + all®2 —1 a21a22 + allal2
0 a2l a22 + allal2 a22? +al2?2 —1

Dohromady tak mame soustavu sedmi rovnic o Sesti naznamych all, al2, a2i,
a22, bl, b2.
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(%135) rov:[s1[1,1],s1[2,1],s2[1,1],s2[2,1],83[1,1],s3[1,2],s3[2,2]];

(%035) [b1+10all,b2+10a21, b1 +20 al2+25all, b2+20 a22+ 25 a21 — 25, a21* +
all® — 1,421 a22 + all al2, a22® + a12® — 1]

Soustavu mé dvé Feseni (nejedné se o soustavu linearnich rovnic, proto mize mit
dvé FeSeni).

(%136) res:solve(rov,[all,al2,a21,a22,bl,b2]);

4 3 3 4
(%036) [lall = -,a12 = —Z.a2l = Z,a22 = bl = —8,02 = —6],[all =
4 3 3 4
——,al2=—-,a21 = —-,a22=-,01 =8,02 = —6
57a 57a 57a 57 Y ]]

Dvéma feSenim odpovidaji dvé rtizné shodnosti. Zjistili jsme tedy, ze existuji dvé
shodnosti, které prevadéji body K, L na body K’ L' (coz se, vzhledem ke vété o
urcenosti shodného (afinniho) zobrazeni dalo ¢ekat). Pokrac¢ujeme v feSeni tlohy
pro kazdou z téchto shodnosti zvlast. Nejprve si pfipravime matici RovTr pro zapis
rovnic uvazovanych shodnosti (neni nutnou souc¢asti postupu feseni, jedna se jenom
o usnadnéni vizuélni prezentace rovnic v programu).

(%137) RovTr:matrix([xl1=all*x+al2x*y+bl], [yl=a2l*x+a22*xy+b2]);

(%037) (a:l =al2y+allx+ bl)

yl = a22y + a2l x + b2

I. Shodnost dané rovnicemi

4dx 3y
l=———-ZF-8
LT T

3 4

Definujeme matice A1, Bl tohoto zobrazeni a zapiSeme jeho rovnice.

(%138) Al:ev(A,res[1]); Bl:ev(b,res[1]);

(%038) ( _§>

(%039) (:2)

(%140) R1l:ev(RovTr,res[1]);

yl=5+% -~

[SA{[SUIG TN
(ST

(%040) (
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Samodruzné body najdeme feSenim rovnice X = A - X + B, pro snazsi zpracovani
programem piepsané do tvaru A- X + B — X = 0.

(%i41) RovSB1:A1l.[x,yl+Bl-[x,y]; solve([RovSB1[1,1],RovSB1[2,1]1], [x,y]);
(Ghoa1) (5 58
o (Zf 34 75)
(%042) [[xr =5,y = —15]]
Uvazované shodné zobrazeni m4 tedy jediny samodruzny bod S = [5, —15].

Pro uréeni samodruznych smért fesime charakteristickou rovnici (35) homomorfismu
asociovaného s danym shodnym zobrazenim.

(%143) CharAl:A1-%lambdaxident(2);
CharR1:expand(determinant (CharAl))=0;
solve(CharR1,%lambda) ;

(%045) [N = — - - ]

Charakteristickd rovnice nema realné koteny. To znamend, Ze uvazované shodné
zobrazeni nema samodruzné smeéry.

Protoze uvazované zobrazeni ma pravé jeden samodruzny bod a neméa zadny samod-
ruzny smér, jedna se o OTOCENI.

II. Shodnost dana rovnicemi

4 3=x
l=——+—+8
T 5+5+

3x 4z
l=—+——6
=gt

Definujeme matice A2, B2 tohoto zobrazeni a zapiseme jeho rovnice.

(%146) A2:ev(A,res[2]); B2:ev(b,res[2]);

)

_4
5

(%046) ( :

(%04T) ( _86)

GOt w
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(%i48) R2:ev(RovTr,res[2]);

— 3y _ 4z
(%048) (ajl— Y — % +8>

Samodruzné body najdeme feSenim rovnice X = A - X + B, pro snazsi zpracovani
programem piepsané do tvaru A- X + B — X = 0.

(%149) RovSB2:A2.[x,y]l+B2-[x,y]; solve([RovSB2[1,1],RovSB2[2,1]], [x,y]);

P 4+8

5 )
o) (5, 510)
(%0050) []

Uvazované shodné zobrazeni tedy neméa zadny samodruzny bod.

Pro uréeni samodruznych smért fesime charakteristickou rovnici (35) homomorfismu
asociovaného s danym shodnym zobrazenim.

(%151) CharA2:A2-%lambdax*xident(2);
CharR2:expand(determinant (CharA2))=0;
solve(CharR2,%lambda) ;

—)_— 4 3
s (50,0
A

3

5
(%052) A2 —1=0
(%053) (A= —1,A =1]

Charakteristickd rovnice ma dva redlné koreny (vlastni ¢isla). Kazdému z nich od-
povida jeden vlastni (charakteristicky) vektor uréujici samodruzny smér. Postupné
dosadime ziskana vlastni ¢isla A do soustavy (jeji matice) (34) a Fesime.

(%154) RovSS2:A2. [u,v]-[%lambda*u,’lambda*v] ;
3v 4
30 \q — du
5 5

o) (5,0 )

(%155) RovSS21:ev(RovSS2,%lambda=-1);
solve([RovSS21[1,1],RovSS21[2,1]1], [u,v]);

3u L u
(%055) (Q;? :_35u> solve : dependentequationseliminated : (2)
5 ' 5

(%056) [[u=—3%r3,v = %r3]]

Prvni samodruzny smér je uréen vektorem u; = (—3,1).
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(%157) RovSS22:ev(RovSS2,%lambda=1) ;
solve([RovSS22[1,1] ,RovSS22([2,11], [u,v]);

3v _ 9u
(%057) ( 3. 3 ) solve : dependentequationseliminated : (2)
5 5
%ord
(%058) [[u= o=, v = %rd]]

Druhy samodruzny smér je urcen vektorem s = (1, 3).

Protoze uvazované zobrazeni nema zadny samodruzny bod a mé dva (na sebe kolmé)
samodruzné sméry, jedna se o POSUNUTE ZRCADLENTI.

7.5.2 Klasifikace shodnosti roviny

Z podminky AT - A = E plyne, ze afinni zobrazeni uréené rovnicemi

= a;lr + apy + by

/

y = anr + axny + b,
je shodnosti pravé tehdy, kdyz plati nasledujici rovnosti:
P P P P
ajp +ay =aj +ay =1

a11G12 + Q21022 = Q12011 + Q2097 = 0

Potom je zfejmé, Ze existuje thel a € (0°;360°) takovy, ze lze napsat

a1; — COSs &,
a1 — sin a,
12 COS + agg sina = 0,
992 — ECOSQ,
a1s = —esina,kde e = £1.
Hodnota € urcuje, zda se jedna o shodnost pfimou (¢ = 1) nebo nepfimou (¢ = —1),

I. Primé shodnosti

Kazdou primou shodnost v roviné miizeme vyjadrit rovnicemi ve tvaru

rp = x1cosa — mxesina + by
rh = mysina + x9cosa + by
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Samodruzné body

Samodruzné body piimé shodnosti jsou fesenim soustavy rovnic

r1(1 —cosa) + xosina = by

—zysina + xo(1 — cosa) = bo. (37)

Nejprve nas bude zajimat prima shodnost v roviné, kterd ma pravé jeden samod-
ruzny bod. Soustava (37) mé pravé jedno feSeni, pokud je regularni, tj. pokud pro
jeji determinant plati
(1 — cosa), sin «
—sina, (1 —cosa)

£ 0.

Po tupravé dostaneme
2(1 —cosa) # 0,

coz vede k podmince
cosa # 1.

Tak dostavame
1) OTOCENI (ROTACI).
Staci volit pocatek soustavy souradné v onom jediném samodruzném bodé a dosta-
neme znamé vyjadreni rotace kolem pocatku o thel a:
Ty = x1cosa — rasina

/ .
Ty = 1SN Q + To COS

Samodruzné sméry

Samodruzné sméry (tj. vektory téchto smértt) pfimé shodnosti jsou netrivialnim
reSenim soustavy homogennich rovnic

ur(A —cosa) +ugsina = 0

—up sina + ug(A —cosa) = 0. (38)

Ta ma netrivialni (tj. nekone¢né mnoho) feseni pravé tehdy, kdyz je splnéna cha-
rakteristickd rovnice primé shodnosti v roviné

(A — cosa), sin &

—sina, (A—cosa)| 0 (39)

Upravou (39) dostaneme rovnici

2

(A —cosa)? +sin®a = 0,

ktera je splnéna za predpokladu, ze sina = 0 a zaroven cosa = 1 = A\ nebo cosa =
—1 = \. Pro cosa = —1 tak dostavame
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2) STREDOVOU SOUMERNOST
s analytickym vyjadfenim
)
9

—x1 + b
—T9 -+ b2.

Za podminky, Ze cosa = 1 dostaneme, pro by = by = 0,

3) IDENTITU

a pro by # 0V by # 0 dostavame
4) POSUNUTI

II. Nepfimé shodnosti

x] Ty

) To

L1

To -+ bz.

Kazdou nepifimou shodnost v roviné mtizeme vyjadrit rovnicemi ve tvaru

] =

Ty

Samodruzné smeéry

ricosa -+
risinoe — xacosa + bo.

rosina + by

K vySetreni neprimych shodnosti pouzijeme samodruzné sméry. Resenim charakte-

ristické rovnice

(A —cosa), —sina | (40)
—sina, (A +cosa) ’
dostaneme podminku
A= =1,

ktera odpovida tomu, ze uvazované zobrazeni ma dva navzajem kolmé samodruzné
smeéry. Jeden, pro A = 1, se zachovava, druhy, pro A = —1, se méni v opac¢ny. Volme
soustavu soufadnou tak, aby osa x méla smér odpovidajici A = 1. Smér osy y pak
ziejmé odpovida A = —1. Potom je nepriméa shodnost popsana rovnicemi

l’ll = r1 + b1

:UIQ = —x9 + bo.

Pokud je by = 0, ma uvazované zobrazeni pfimku samodruznych bodu a jedna

se tedy o

5) OSOVOU SOUMERNOST
”
x4

Iy
—T9 + bs.

Pokud je ale b; # 0, ma pouze samodruznou primku a jedna se o

6) POSUNUTE ZRCADLENTI.
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7.5.3 Shodnosti v roviné - Ulohy

60. Urcete parametr s tak, aby existovala shodnost roviny zobrazujici body [0, 0], [3, 4]
po fadé na body [5,0], [9, s]. Napiste rovnice tohoto zobrazeni a souradnice obrazu
bodu [5,0]. [2]

3
61. Urcete a, b, c tak, aby rovnice 2/ = i +by+1, y =ax+cy—1vyjadfovaly
shodnost. [3]

62. Shodné zobrazeni euklidovské roviny do euklidovského prostoru je dano vzhle-
dem ke kartézskym soustavam soutradnic rovnicemi

1 1
a) x':x+§y+1, y’:ax+§y—1, 7 =bx + cy + 3,

1
b) ' =x+ by — 2, y’:§y+1, 7 =ax + cy — 3.

Urcete koeficienty a, b, c. [3]

63. Najdéte souradnice obrazu bodu B = [1,2] v otoceni v F5 kolem stfedu S =
[3, —4] o thel o = 420°. Napiste rovnice této shodnosti. [1]

64. Urcete p, q tak, aby existovala shodnost zobrazujici body [3, 0], [1, 2], [-1, —1] po
radé na body [1,4], [p, 2], [2, ¢]. Najdéte samodruzné body a sméry tohoto zobrazeni.

2]
65. Napiste rovnice stfedové soumérnosti v FEy podle stiedu S = [—4,5]. [1]

66. Napiste rovnice shodnosti roviny FE5, ktera vznikne slozenim t¥i osovych sou-
meérnosti s osami o rovnicich: x =0, y =0, x — 2y = 0. [3]

67. Rotace kolem bodu S = [2;1] v Ey zobrazuje bod A = [1; 1] na bod A’. Najdéte
soufadnice bodu A’, jestlize pro thel rotace o plati a = 7. [2]

3
68. Najdéte souradnice stfedu a thel rotace, ktera je déna rovnicemi: 2’ = %x —
y+1, y =2z +3y—2. |2
69. Najdéte rovnice obrazu pfimky p v rotaci v Esy kolem stiedu S = [—2; 1] o thel

a=g, jestlizep:z—y+1=0. [3]
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7.6 Klasifikace shodnosti prostoru Ej

Veéta 42. KazZdé shodné zobrazeni v prostoru Eg lze sloZit z nejuyse ctyr rovinovych
SOUMErnosti.

Neéktera shodna zobrazeni v prostoru:

e Otoceni kolem osy

e Posunuti

e Osova soumeérnost

e Stfedova soumérnost

e Sroubovy pohyb (torze)

Postup klasifikace shodnosti v trojrozmérném prostoru lze necekané zjednodusit.
Vhodné umisténi soustavy souradnic nam dovoli vyuzivat poznatky z klasifikace
shodnosti v roviné.

Kazdé shodné zobrazeni f v prostoru miizeme zapsat soustavou rovnic

f: 56’1 = anxry + aprs + aizrs + by
Ty = anT1 + axnTy + apgrs + by
/
Ty = a3171 + as3a2x9 + a33x3 + bg,

kterou lze uzitim matic prepsat do tvaru

/
gl ailp a1z Qi3 T by
) .
folay | =] an ax axs |- | 22 | + | b
/
T as; asy ass T3 b3

a pak strucné vyjadrit rovnici

fi X'=A - X+B. (41)

Stejné jako v roviné i v prostoru plati, Ze (41) je shodnosti pravé tehdy, kdyz je
AT A=F, (42)

Dilezitou skutecnosti je, ze charakteristickda rovnice tohoto zobrazeni, ktera se da
strucné zapsat ve tvaru
det (A — \F) =0, (43)
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kde E je jednotkova matice, je algebraickou rovnici tfetiho stupné vzhledem k
neznamé \. Vzhledem k tomu, Ze imaginarni koreny se vyskytuji vzdy ve dvojicich
(navzdjem komplexné sdruzenych ¢isel), mé algebraicka rovnice tfetiho stupné vzdy
alesponi jeden koten redlny. V piipadé rovnice (43) ho ozna¢me \g. Shodnost v Ej
mé tak vzdy alespori jeden samodruzny smér u; @' = Mgu. V pripadé shodnosti
se zachovava velikost vektoru, tj. plati ||@'|| = || \ou|| = ||@]|. Potom je ziejmé, Ze
hodnota Ay bude 1 nebo —1. Predpokladejme, ze vektor @ je jednotkovy a volme
soustavu souradnou tak, aby méla osa z smér tohoto vektoru. Pti takto zvolené
soustavé souradné se rovnice shodnosti zjednodusi na tvar

/

Ty = ap1r1 + 1222 + b
33/2 = a91T1 + 2279 + b
ng = + Tr3 + bg.

Potom je pozadavek, aby byla matice tohoto zobrazeni

a;; aip O
a1 az 0
0O 0 =1

ortonormalni, splnén praveé tehdy, kdyz je ortonormalni matice
air a2
a1 a2
To je ale tloha, kterou jsme Tesili pii klasifikaci shodnosti v roviné. Vime tedy, ze pti

vhodné volbé os x,y pripadaji v itvahu nasledujici moznosti, jak mtize tato matice
vypadat:

10 -1 0 1 0 cosa —sina | ) £0
011}’ 0o —11’ 0 —1 |’ sin  cos« ) pro sima )

Ke kazdé z téchto matic existuji dvé soustavy rovnic (protoze uvazujeme +z). Po-
souzenim mnozin samodruznych bodt prislusnych zobrazeni a vhodnymi volbami
soustavy souradné se dobereme k vysledné klasifikaci:

1) IDENTITA (b, = by = by = 0) nebo POSUNUTI

:E’l = a1 + b

.I’Q = Iy + bz
/

Ty = T3 + bs.
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2) SOUMERNOST PODLE ROVINY (b; = by = 0) nebo
SOUMERNOST PODLE ROVINY slozena s POSUNUTIM podél této roviny

/
xry = r1 + b1
:UIQ = To + by
:Ug = —x3 + b3.

3) SOUMERNOST PODLE OSY rovnobé&zné se z (b3 = 0) nebo

SOUMERNOST PODLE OSY rovnobézné se z slozend s POSUNUTIM podél této
oSy

:Ull = —x1 + b

56’2 = —x9 + be

.Ig = r3 —+ bg.
4) STREDOVA SOUMERNOST

:U’l = —x1 + b

$,2 = —X9 + b2

xé = —x3 + bs.

5) OTOCENI kolem osy rovnobézné se z (b3 = 0) nebo
OTOCENTI kolem osy rovnobézné se z slozené s POSUNUTIM podél této osy

Ty = xicosa — @osina + by
rh = mpsina + xocosa + by
ajé = r3 + bs.

6) OTOCENI kolem osy rovnobé&zné se z slozené se SOUMERNOSTI podle roviny
kolmé k této ose

¥y = rpcosa — xgsina + by
rh = x1sina 4+ wocosa + by
xg = —Tr3 -+ b3.

Poznamka. Kazda prima shodnost v prostoru se da slozit z otoc¢eni kolem primky
a posunuti podél této primky. Potom mitzeme fici, ze kazda dvé shodné télesa v
prostoru muzeme ztotoznit posunutim, otocenim nebo Sroubovym pohybem.

Poznamka. Nepiiméa shodnost se dostane z primé pridanim soumérnosti podle ro-
viny.
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7.6.1 Shodnosti prostoru E; - Ulohy

70. Ovérte, ze rovnicemi

¥ = 15r:—gy+gz+g
3 3 3 3
2 1 2 2
A
, 2 2 1 2

z = _gfﬂ_gy—?*g

je dano shodné zobrazeni E3 na sebe, najdéte jeho samodruzné body a sméry. [3]

71. NapiSte rovnice posunuti v E3, v némz se bod M = [—2,3,1] zobrazi na bod
M’ = 15,0, —4]. Najdéte souradnice obrazu bodu A = [1,1, 1] v tomto posunuti. [1]

7.7 Shodna zobrazeni v prostoru E,

Veéta 43. Ke kaZdé shodnosti f v E,, existuje k soumérnosti podle nadrovin tak, Ze
f je jejich sloZenim, k < n + 2.
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8 Podobnosti

Poznamka. Zopakujme si definici podobného zobrazeni: Zobrazeni f euklidovského
prostoru E do euklidovského prostoru E’ se nazyvé podobné zobrazeni, jestlize
existuje kladné realné cislo k£ tak, ze pro kazdé dva body X, Y prostoru F plati:

[F(X)fF(Y)| = kXY,
Cislo k se nazyva koeficient podobného zobrazeni f.

PRIKLAD 8.1. Zobrazeni f euklidovské roviny do euklidovského trojrozmérného
prostoru je vzhledem k zvolenym kartézskym soustavdm souradnic ddno rovnicemsi:
¥ =2x+4+ay—1,9y =x+by+2, 2 =y+ 1. Urcete koeficienty a,b tak, aby bylo
zobrazeni [ podobné. Jaky je koeficient tohoto podobného zobrazeni f ¢

PRIKLAD 8.2. Ukaste, e kazdé dvé paraboly jsou podobné, tzn. Ze existuje po-
dobné zobrazent roviny jedné paraboly na rovinu druhé paraboly, pri kterém se jedna
parabola zobrazi na druhou.

PRIKLAD 8.3. Urcete p,q,r tak, aby byla rovnicemi o' = x — 2y + 2z + 4, y' =
pr+2y+z—2, 2 =qrv+ry+2z—2 dina vzhledem ke kartézské soustavé soutadnic
podobnost. Urcete jeji samodruzny bod a samodruzné smery.

Grupa podobnosti

Mnozina vSech podobnosti euklidovského prostoru E,, spolu s operaci skladani tvori
grupu - tzv. grupu podobnosti prostoru E,,.

8.1 Podobnosti euklidovské roviny

Vime, ze kazdé podobné zobrazeni euklidovské roviny do sebe lze slozit ze stejno-
lehlosti a shodnosti.

1. Stejnolehlost H volime se stifedem v pocatku soustavy soutadnic a s koeficien-
tem k£ > 0 :

H:Xw— X;

S
I
5

S

<
I
7~

=

2. Shodnost S je bud pfimé nebo nepfima:

S:X— X" 2 =TcosaFysina+p
/ — . _
Yy =ZTsina £ ycosa—+ q.
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Vysledkem slozeni S o H je potom pfima nebo nepiiméa podobnost.

Piima podobnost Neprima podobnost:
¥ =krcosa — kysina +p ¥ =kxcosa+ kysina+p
y = kwsina+ kycosa + q. Yy = kxsina — kycosa + q.

@ =ar—by+p ¥ =ax+by+p

Yy =bxr+ay+q. Yy =br—ay+q.

AT A= (a®>+ V)T, k=+va?+b?

Véta 44. KaZdd vlastni podobnost euklidovskeé roviny je bud stejnolehlost, nebo stej-
nolehlost sloZend s otocenim kolem stredu stejnolehlosti, nebo stejnolehlost sloZena
s osovou soumernosti, jejiz osa prochazi stredem stejnolehlosti.

8.1.1 Ulohy — Podobnosti

1. Najdéte vSechny podobnosti euklidovské roviny, pfi kterych se bod [1, 0] zobrazi
na bod [4, —2] a bod [2, 3] na bod [2,—8]. [2]

2. Eulerovymi body se nazyvaji stiedy tsecek spojujicich vrcholy trojuhelniku s
prusecikem jeho vysek.
Dokazte nasledujici tvrzeni:

Stredy stran, paty vysSek a Eulerovy body libovolného trojihelniku lezi na jedné
kruznici. (Tato kruznice se nazyva kruznice deviti bodu, Eulerova kruznice nebo
Feuerbachova kruznice.) 3]

3. Najdéte podobnost euklidovské roviny, pfi které se zobrazi poc¢atek na bod [0, 2],
bod [1, 1] na poc¢atek a bod [2,0] na bod [2, p|. Urcete p a najdéte samodruzné body
a sméry nalezené podobnosti. [2]
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4. Najdéte rovnice podobnosti, pfi které je pocatek samodruzny a obrazem bodu
[5,—3] je bod [1,1]. [2]

5. Urcete vSechny podobnosti, pro které jsou bod [1, 1] a smér vektoru (1, 1) samod-
ruzné. [2]

6. Napiste rovnice v8ech podobnosti zobrazujicich body [1,2] a [0,1] po fadé na
body [3, —1], [4, 2]. Rozlozte je na stejnolehlost a shodnost.  [2]

7. V roviné je dan ¢tverec ABC' D se sttedem S. Urcete obraz bodu C' v podobnosti,
kterd zobrazuje body A, B,S po radé na body B, D, C. Urcete samodruzny bod
této podobnosti. [2]

8. Sestrojte alespor jeden trojuhelnik ABC, pro ktery plati |AB| : |[AC| = 3 : 5,
a = 60°, p = 1,8cm(polomér kruznice vepsané).  [2]

9. Sestrojte kosodélnik ABCD, je-li dano |ZDAB| = «, |[ZABD| = ¢, |AC| = e.
2]
10. Je dana kruznice k£ a bod A, ktery je bodem vnéjsi oblasti kruznice k. Sestrojte

vSechny se¢ny kruznice k, které prochazeji bodem A a pro jejichz priseciky X,Y s
kruznici plati |[AX| = 2|AY|. [2]

11. Je déna kruznice k(S;4cm), jeji tecna t a bod M € k tak, ze |Mt| = 2cm.
Sestrojte usecku XY prochazejici bodem M tak, aby X € k)Y € t a |[MX]| :
IMY|=3:2. [1]

12. Jsou dany dveé riznobézky a,b a kruznice k tak, ze P € a N b je bodem vnitini
oblasti kruznice k. Sestrojte vSechny kruznice, které se dotykaji ptimek a, b i kruznice

k. [2]
13. Dokazte nasledujici véty (za dukaz kazdé véty  [4] body):

Véta 45 (Menelaova véta). Je ddan trojuhelnik ABC' a primka p, kterd mneprochdzi
Zadnym z bodi A, B, C, ale protind primky AB, BC,CA v bodech C', A’, B'. Potom
plati:

(ABC") - (BCA") - (CAB') = 1.

Naopak, plati-li uwvedeny vztah, body A, B, C" leZi na primce.

Véta 46 (Pappova véta). Necht jsou A', B', C", D" rovnobézné nebo stredové priméty
Gtyr navzajem ruznych bodi A, B, C, D primky p na primku p'; p' # p. Potom:

(A'B'C'D') = (ABCD)
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Véta 47 (Cevova véta). Necht je ddn trojihelnik ABC' a bod M, ktery nelezi na
zZadné z primek AB, BC, C'A. Pruseciky primek AM, BM,CM s primkami BC,CA, AB
(rizné od bodi A, B,C') oznacme postupne A’, B',C'. Potom plati:

(ABC'") - (BCA') - (CAB') = —1.

Naopak, plati-li uwvedenyj vztah, jsou primky AA', BB, CC’" bud navzdjem rovnobéiné
nebo se protinaji v jediném bode.
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9 Cevova véta a jeji uziti

Veéta 48 (Cevova véta). V trojuhelniku ABC se primky AX, BY a CZ, kde body
X, Y, Z lezi na strandch protilehlych odpovidajicim vrcholim, protinaji v jednom
bodée prave tehdy, kdyz plati:

AZ| |BX| |oY]|

= 1.
|ZB| |XC| |YA]

Dukaz: Poméry usecek, které figuruji v Cevové vété, prevedeme na poméry obsaht
trojuhelniki, které maji tyto tisecky jako zakladny a pritom maji stejné vysky, viz

Obr. 5.

Obrazek 5: Cevova véta

|AZ| _ Sazc _ Sazp _ Sazc — Sazp _ Sacp
\ZB| Spze  Spzp  Spzc— Spzp  Sppc’

|BX|  Spxa Spxp  Spxa—Spxr Spra

IXC|  Scxa Scxp  Scxa—Scxp  Scpa’

ICY|  Seyp  Scvp  Scyp—Scvp  Sces

YAl Sayp  Savp  Sayp— Savp  Sars

Potom

|AZ| |BX| |CY| _ Sacr Spra Scps

— : : — 1
ZB| |XC| |YA| Sgpc Scpa Sars

Q.E.D.
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PRIKLAD 9.1. UzZitim Cevovy véty dokazte, Ze se téinice v trojuhelniku protinaji
v jednom bode.

Reseni: Body X, Y, Z jsou stiedy stran trojahelniku. Potom

|AZ| |BX| |CY] 1 1 1
ZB| |XC| |[YA]l 1 1 1

PRIKLAD 9.2. Uzitim Cevovy véty dokaste, Ze se vysky v trojihelniku protinaji
v jednom bodé (1j. cevidny kolmé na protilehlé strany trojuhelniku magi jeden spolecny

bod).

Reseni: Viz Obr. 6.

Obrazek 6: Cevova véta pro vysky

|AZ| |BX| |CY| bcosa ccosfB acosy

— 1.
|ZB| |XC| |YA| acosf bcosy ccosa

PRIKLAD 9.3. Uzitim Cevovy véty dokazte, Ze osy vnitinich hli trojihelniku se
protinaji v jednom bode.

Veéta 49. Osa vnitiniho uhlu trojuhelniku rozdéluje protilehlou stranu na dvé cdsti,
jegichZ délky jsou ve stejném poméru jako jim prilehle strany trojuhelniku.

9.1 Cevova véta — Ulohy na doméci piipravu

72. Necht X, Y, Z jsou body dotyku stran trojihelniku s jemu vepsanou kruznici.
Dokazte, ze jim odpovidajici ceviany se protinaji v jednom bodé.

73. Necht ABC, A'B'C’ jsou dva rtzné trojuhelniky, které maji rovnobézné sobé
odpovidajici strany. Potom maji pfimky AA’, BB’ a C'C’ spoleény bod. Dokazte.
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