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1 Pripomenuti vybranych pojmu

1.1 Grupa

Definice 1 ((Komutativni) grupa). Grupou (M, *) rozumime mnoZinu M spolu s
operact x na M, kterd md tyto vlastnosti:

) Ve,y e M; xxy e M,
Operace * je neomezené definovand na M.
(MnoZina M je uzaviend vzhledem k operaci x.)

i) Va,y,2 € M; x* (y*2) = (x*y)*z,
Operace (struktura) je asociativni.

iii) dee M\Vx € M; zxe=exx =ux,
Ezistuje neutrdalni prvek vzhledem k .
(Jednd se o strukturu s neutralnim prvkem.)

iv) Vee M,Jye M; zxy=yx*xx =e.
Ke kazZdému prvku existuje prvek inverzni vzhledem k x.
(Jednd se o strukturu s inverznimi proky.)

Je-li struktura (M, %) navic komutativni, nazgvd se komutationi grupa nebo téz Abe-
lova grupa.

Priklady grup
1. (Z,+), (Q.+), (R, +), (C, +),
2. (Q - {0}7 ')9 (R - {0}7 ')9 (O o {0}7 ')7

3. Mnozina poveld {stat, vlevo vbok, vpravo vbok, ¢elem vzad} spolu s operaci
skladani.

o ]

pozor ‘ vlevo v bok ‘ vpravo v bok ‘ celem vzad ‘

pozor

pozor

vlevo v bok

vpravo v bok

¢elem vzad

vlevo v bok

vlevo v bok

¢elem vzad

pozor

vpravo v bok

vpravo v bok

vpravo v bok

pozor

celem vzad

vlevo v bok

¢elem vzad

¢elem vzad

vpravo v bok

vlevo v bok

pozor

4. Uvazujme rovnostranny trojihelnik ABC' v roviné p. Grupou je potom mno-
zina vsech transformaci roviny, v nichz se trojihelnik zobrazi sam na sebe,
spolu s operaci skladani transformaci (hovorime o tzv. dihedralni grupé, viz téz
grupy symetrii ).


https://en.wikipedia.org/wiki/Dihedral_group
https://en.wikipedia.org/wiki/Symmetry_group

1.2 Téleso

Télesem jako algebraickou strukturou rozumime strukturu jejiz vlastnosti jsou zo-
becnénim vlastnosti mnoziny realnych ¢isel spolu s operacemi s¢itani a nasobeni, tj.
struktury (R, +,-).

Definice 2. Struktura (T,+,-) se nazyvd téleso, pravé kdyz je (+,-)-distributivnt,
kdyz struktura (T, +) je komutativni grupa (tzv. aditivni grupa télesa) a kdyz struk-
tura (T — {0},-), kde 0 je nulovy prvek grupy (T,+), je grupa (tzv. multiplikationi
grupa télesa T). Je-li navic grupa (T — {0}, -) komutativni, nazgvd se T komutativni
teleso.

Priklady téles

L. (Q7+7 ')7
2. (R, +,"),
3. (C,+,).

1.3 Vektorovy prostor

Definice 3 (Vektorovy prostor). Necht'T je komutationi téleso. MnoZinu V nazveme
vektorovym prostorem nad télesem T, prave kdyz jsou na V' definovany dvé operace:
(1) scitani: libovolné dvojici © € V, U € V' je jednoznacné ptitazen prvek i + v €
V., (ii) ndsobeni prvkem z telesa T (skaldrem): vysledkem ndsobeni vektoru u € V
skaldarem a € T je vektor au € V, které splnuji ndsledujici vlastnosti:

a) Struktura (V,+) je komutationi grupa.
b) Distributivnost: (a + b)i = ati + b, a(td + V) = atd + at.

c) Ezistence jednotkového prvku skalarniho ndsobeni: 1 -4 = .
Priklady vektorovych prostoru

1. Mnozina R? vech uspoiadanych dvojic redlnych ¢isel s operacemi s¢itani uspo-
rfadanych dvojic a nasobeni realnym c¢islem definovanymi nasledujicim zptso-
bem: (a1, as) + (b1, b2) = (ay + b1, as + b9), k - (a1, a2) = (kay, kas) (jedna se o
tzv. aritmeticky vektorovy prostor R? nad télesem redlnych disel).

2. Mnozina geometrickych vektoru v roviné (orientovanych tsecek) spolu s operaci
skladani vektort a nasobeni vektoru realnym ¢islem, jak jsou znamy ze skolské
matematiky.



1.4 Afinni bodovy prostor

Definice 4 (Afinni bodovy prostor). Neprdzdnou mnoZinu A, (jeji proky jsou tzv.
body) nazveme afinnim® bodovym prostorem dimenze n, jestliZe je ddn vektorovy
prostor V,, dimenze n a zobrazeni

g: A, x A, =V,
téchto vlastnosti: 1. Pro kaZdy bod A € A, a pro kaZdy vektor ¥ € V,, existuje jeding
bod B € A, tak, Ze
g(A,B) =17 t.j. B=A+72.
2. Pro kazdé tri body A, B,C' € A, plati, Ze
9(A,C) =g(A, B) + g(B,C).

(Jednda se o tzv. [Chaslesuv vztah. Jeho platnost poZadujeme v kazdém afinnim bodo-
vém prostoru®.)

Vektorovy prostor V,, nazijvame vektorovym zamérenim afinniho prostoru A,.

C

8|
8
)

Priklady afinniho bodového prostoru

1. Jednoprvkovd mnozina se zamérenim Vy = {07} je afinni bodovy prostor dimenze 0.

2. FEukleidovsky bodovy prostor E,, jehoz formy pro n < 3 nazyvame dle dimenze
bod (znacime Fy), primka (znacime Ei), rovina (Es) a trojrozmérny prostor (E3).

3. Samotny vektorovy prostor V,, spliiuje definici afinniho bodového prostoru®. Plati

g0, 7) = ¥ — .

L Affinis znamena latinsky pribuzny. Poprvé tento pojem pouzil Leonhard Euler (1707-1783) pro oznaceni vztahu
vzoru a obrazu v zobrazeni, které zachovava délici pomér. Takovym zobrazenim se zacalo Fikat afinni zobrazeni. Afinni
geometrii rozumime geometrii bez vzdalenosti a odchylek.

2Dalsi vlastnosti operaci odcitdni bodi a scitdni bodu a vektoru jsou uvedeny v [1] PECH, P. (2004)
Analytickd geometrie linedrnich utvari, Ceské Budéjovice, Jihodeskd univerzita v C. B., dostupné na adrese
http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry /m/knihy /Analyticka.pdf, str. 15.

2Naopak to samoziejmé neplati, nelze ¥ici, ze afinni bodovy prostor je zaroven vektorovym prostorem.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Relation_de_Chasles
http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy/Analyticka.pdf

1.5 Afinni souradnice bodu

Definice 5 (Afinni soustava soufadnic - repér). Necht P je libovolny bod z afinniho
prostoru A,, n > 0. Necht (€1, €, ...,€,) je bdze vektorového zaméreni V,, prostoru
A,,. Potom usporddanou (n + 1)-tici

Y = (P7 517527 ceey é;z)

nazyvame afinni soustavou soutadnic ¢ (téZ repérem ) v prostoru A,.

Souradnicemi bodu X € A, v soustavé souradnic ¢ budeme rozumeét souradnice
vektoru X — P v bdzi (€1, €3, ..., €,).

Obrazek 1: Afinni soustava soufadnic v roviné

Jak je naznaceno na Obr. [, dosud zavedené pojmy nam dovoluji prifadit souradnice
bodu prostrednictvim jeho privodice. Konkrétné se jedna o bod A s prtvodicem 7.
Muzeme psat 7= 1, +1,. Jisté existuji takova cisla ar, @ € R, pro ktera r, = ay - bl
a Ty, =as- bg Potom plati 7= 7, + 7, = a; - b1 + ay - bg Vektor 7 ma tak vzhledem
k dané bazi {bl, b2} soutfadnice aq,as. Bod A = P + 1 je potom pii pevné daném
bodé P a bézi {51,52}, tj. pri daném repéru {P, by, 52}, rovnéz jednozna¢né urcen
dvojici ¢isel ay,as. Rikdme, ze bod P mé vzhledem k danému repéru souradnice
la1, as], piseme Play, as).



Definice 6 (Kartézska soustava soutadnic). Kartézskou soustavou soutadnic rozu-
mime afinni soustavu souradnic (P;é}, ey, ..., e,), kde (€1, ey, ..., €,) je ortonormadlni
baze.

X-P

€

P €

Obrazek 2: Kartézska soustava souradnic v roviné

1.6 Eukleidovsky bodovy prostor

Definice 7 (Eukleidovsky bodovy prostor). Fukleidovskym bodovym prostorem E,,
rozumime afinni bodovy prostor, na jehoZ zaméreni je definovdn skalarni soucin.

Definice 8 (Skalarni soucin). Skaldrnim soucinem rozumime operaci, kterd kaZdé
dvojici vektord u,v € V pritazuje redlné cislo (skaldr) i - v € R tak, Ze plati:

I @-#=¢-@, (SYMETRIE)

2. U-(UV+W)=u-v+u-w, (BILINEARITA, viastnosti 2 a 3)
3. (ki) -0 =k(u-0),

J @3>0 AN[G-@=0ead=3d. (POZITIVITA)

10



2 Geometricka zobrazeni

Definice 9 (Geometrické zobrazeni). Zobrazenim (geometrickym zobrazenim) rozu-
mime predpis, kterym je libovolnému bodu X (ktery je prvkem dané mnoZiny, napt.
roviny) jako jeho obraz jednoznacné pritazen bod X' = f(X).

Definice 10 (Vzajemné jednoznacéné zobrazeni). Vzdajemné jednoznacnym zobraze-
nim rozumime zobrazeni, které je prosté a zdroven je zobrazenim na mnoZinu (tj. Ze
dvéma riznym bodum (vzorim) jsou pritazeny dva rizné obrazy a zdroven plati, Ze
kazdy bod mnoZiny, do nizZ zobrazujeme, je obrazem néjakého bodu z mnoziny vzori).

Priklady geometrickych zobrazeni

Stiredova soumérnost, viz Obr. Bﬂ

Obrazek 3: Stfedova soumérnost se stredem S

IStifedova soumérnost je prikladem vzdjemné jednoznacného geometrického zobrazeni (stejné jako vSechna ostatni
shodné zobrazeni i stejnolehlost).

11



Stejnolehlost (dana stfedem S a koeficientem x), viz Obr. @

K=-2
@

Obrazek 4: Stejnolehlost se stredem S a s koeficientem xk = —2

Rovnobézné promitani do primky (dané smérem § a piimkou p), viz Obr. ﬁ

Obrazek 5: Rovnobézné promitani ve sméru s z roviny do pfimky p

2Rovnobé&zné promitani do piimky neni prosté. Z obrazku je patrné, ze viechny body piimky rovnobézné se smérem
§ se zobrazuji do jednoho bodu. Napiiklad body piimek k,m, ¢ se v uvedeném poradi zobrazuji do bodu K’, M’, Q’.

12



Rovnobézné promitani se smérem S mezi dvéma riznobéznymi rovinami v pro-
storu I3, viz Obr. [l

Obrazek 6: Rovnobézné promitani mezi dvéma riznobéznymi rovinami (dalo vznik osové afiniteé)

Osova afinita (dané osou o a dvojici bodi A, A’ ve vztahu vzor a obraz), viz Obr. [

Obrazek 7: Osova afinita dana osou o a dvojici bodu A, A’

13



Stirfedové promitani se stfedem S mezi dvéma rtiznobéznymi rovinami v prostoru
Ej3, viz Obr. 8

Obrazek 8: Stfedové promitani mezi dvéma ruznobéznymi rovinami (dalo vznik stfedové kolineaci)

Stfedova kolineace (dand osou o, stfedem S a dvojici bodi A, A’ ve vztahu vzor
a obraz), viz Obr.

Obrazek 9: Stifedova kolineace dané stfedem S, osou o a dvojici bodu A, A’

14



Rovnobézné promitani (z trojrozmérného prostoru do roviny; dané smérem §),

viz Obr. [I0O.

Obrazek 10: Rovnobézné promitani trojrozmérného ttvaru do roviny

Stfedové promitani (z trojrozmérného prostoru do roviny; dané sttedem 5), viz

Obr. 11

Obrazek 11: Sttedové promitani trojrozmérného utvaru do roviny

15



Kruhova inverze (dana urcujici kruznici w = (S,r) a vztahem |[SX]| - [SX'| = r?
mezi vzorem X a obrazem X'), viz Obr.

Obrazek 12: Kruhova inverze dand kruznici w

Stereograficka projekceﬁ, viz Obr.

Obrazek 13: Stereograficka projekce

Obréazek 14: Stereograficka projekce: obrazem kruznice je kruznice, velikost thlu se zachovava (tzv.
konformni zobrazeni).

3Stereograficky priimét kulové plochy je stfedovym priimétem kulové plochy pro stied promiténi S lezici na kulové
ploSe w a pro prumétnu 7 rovnobéznou s teénou rovinou kulové plochy ve stfedu promitani S

16



3 Délici pomér

Délicim pomérem zde rozumime c¢islo, které jednoznacné udava polohu bodu na
primce vzhledem ke dvéma pevné danym bodtm této primky.

A C B
Obrazek 15: Tti kolinearni body

Definice 11 (Délici pomér). Necht A, B,C; A # B, C # B, jsou tri body leZici
na primce (tj. tri kolinedrni body). Délicim pomérem bodu C' vzhledem k bodum A,
B rozumime redlné cislo \, které zapisujeme (ABC'), a pro jehoZ absolutni hodnotu
plati AC]
pritom pro bod C' lezici vné usecky AB je (ABC) > 0 a pro bod C' lezici uvvniti AB
je (ABC) < 0. Pro C = A je zieymé (ABC) = 0.

Poznamka. Uvedena definice zavadi délici pomér pomoci podilu vzdalenosti bodu
C od danych bodi A, B. Protoze vzdalenosti jsou kladné, neptinasi jejich podil
zadnou informaci o znaménku délictho poméru, kterému pak musi byt vénovana
zvlastni ¢ast definice. Tomu se vyhneme, pokud pouzijeme k zavedeni pojmu délici

((ABC)]

pomér odpovidajici vektory definované prislusnou trojici bodi, viz Obr 16

h Y

A - B

Obrazek 16: Délici pomér bodu C vzhledem k bodiim A, B

Definice 12 (Délici pomér 2). Necht A, B,C; A # B, C # B, jsou tri body leZici
na primce (tj. tri kolinedrni body). Potom ¢islo A definované rovnici

C—-A=\C-DB) (2)
znacime (ABC) a nazgvdme délicim pomérem bodu C vzhledem k bodim A, B.

Poznamka. Ve vztahu (2)) je obsazena kompletni informace o ¢isle A, tj. o jeho
absolutni hodnoté i o znaménku. Pro snazsi zapamatovani si muzeme (2)) prepsat
do tvaru

C—-A

C — B’

ktery sice neni formalné spravné, ale jasné koresponduje se vztahem (). Smysl ziska
az dosazenim soufadnic bodt A = [ay;a9], B = [b1;by], C = [c1;¢2] :

A:

1 —ax Co — Q2

A= = .
Cl—bl Cg—bg

17



PRIKLAD 3.1. Urcete délici pomér (ABS) stredu S tsecky AB vzhledem k jejim
krajnim bodum A, B.

PRIKLAD 3.2. Pro body A, B,C plati (ABC) = \. Zapiste pomoci \ délici po-
meéry (BAC), (CBA),(ACB),(CAB) a (BCA).

Reseni: Vztah (2) pro (ABC) = ) piepiseme do tvaru A = AB + (1 — A\)C. Odtud
1 1 1
po vydéleni A dostaneme B = XA + (1 - X)C Odtud je zfejmé, ze (BAC) = T

Poznamenejme jesté, Zze ke stejnému vysledku vede také toto odvozeni: (BAC) =
C—-B 1 1

C—A - CTa~x

Analogicky odvodime vyjadfeni dalSich délicich poméri v ramci dané trojice bodu:

A 1

PRIKLAD 3.3. V roviné jsou ddny dva pevné body A, B. Urcete mnoZinu vech
bodu X téeto roviny, pro ktere plati

[AX]
L
|BX]

kde k je redlnd konstanta.

Reseni: Hledanou mnozinou je kruznice, které je znama jako ,, Apolloniova kruznice*,
viz Obr. [[7. Nalezeni jeji rovnice si usnadnime vhodnym umisténim bodd A, B

N

k=

.
Obrazek 17: Apolloniova kruznice jako mnozina bodt X, pro které plati ||BX|| =3
vzhledem k souradnicovym osam. Konkrétné je umistime na osu = tak, ze A = [—a, 0]

AX
a B =la,0], kde a € R. Vztah ﬁ = k prepiseme do tvaru
|AX| = k|BX|

18



a dosadime uvedené souradnice bodtu A, B, X. Dostaneme

V(@ +a?+y?=ky/(z—a)?+ 42

Po umocnéni obou stran rovnosti na druhou a po nékolika tpravach, mimo jiné
také pouzijeme doplnéni na ¢tverec, dostavame rovnici vysetfované mnoziny bodi

X = [x,y] ve tvaru
ak®+1)\> 4a’k?
r————") 4=
k2 —1 (k2 —1)2
ktery odpovida rovnici (z — s1)? + (y — s2)% = r? kruZnice se stiedem S = [sy, s9] a
polomérem r.

19



3.1 Barycentrické souradnice

Vyse uvedené skutecnosti nds mohou privést k moznosti vyjadieni polohy bodu
nezavisle na volbé soustavy souradnic. Bod C' miizeme, pti zvolenych bodech A, B,

zapsat takto:

1 A
C=—A-1=5B 3)

Jedn4 se o priklad tzv. barycentrickych! soufadnic.

Barycentrické souradnice vzhledem ke dvéma bodum
Bod X lezi na ptimce AB pravé tehdy, kdyz existuji dvé ¢isla «, f € R takova, ze
plati

X=aA+ 3B, a+p=1.
Tato ¢isla nazyvame barycentrickymi souradnicemi bodu X vzhledem k bodim
A, B. Rovnice X = aA + B, kde o + 8 = 1 se nazyva bodova rovnice primky.

Poznamka. Analogicky mtizeme zavést barycentrické soufadnice bodu X vzhledem
ke tfem, ¢tyfem, obecné pak k bodim. Provedte pro k = 3, 4.

PRIKLAD 3.4. Napiste barycentrické soutadnice stvedu usecky AB wvzhledem k
jegim krajnim bodim.
Protoze (ABS) = —1, dostavame po dosazeni do ()

1 1
=—-A+-B. 4
S=54+3 (4)

A+ B

Tento vysledek koresponduje se vztahem S = pro vypocet souradnic stredu

usecky AB.

PRIKLAD 3.5. Napiste barycentrické soutadnice téZisté trojihelniku ABC' vzhle-
dem k jeho vrcholum.

Viz Obr. I8 Uvazujme téznici t, = AA;. Pro T plati (AA,T) = -2, tj. dle (@) je

1 2 1 1
T = §A - §A1, zaroven vime, ze A; = §B + 50. Po dosazeni druhého vztahu do
2.1

1 1
prvniho dostaneme T = §A + §(§B + 50), po upravé pak konecny vztah

1 1 1
T=-A+-B+=C. o
3 +3 +3 (5)

! Barus znamen4 tecky tézky. Slovem barycentrum se oznacuje hmotny stred soustavy téles, vétsinou kosmickych.

vV

bodové télesa o hmotnostech m; a ms, ktera jsou umisténa v daném poradi v bodech X a Y. Potom pro souradnice
- , . , m1 X +moY m m m m
tézisté T této soustvy dvou téles plati: T = ! 2 ! x + 2 Y, kde L + 2 =1.
my + mao mi + me mi + me mi1+me M+ Mo

20



1 1 1
Obrazek 18: Barycentrické soutadnice tézisté T' trojuhelniku; T = §A + §B + §C

Véta 1. V prostoru Ey zvolme k + 1 bodi A;, k+ 1 cisel a; a k + 1 cisel 3;, kde
i€{1,2,....k+ 1}. Potom plati:

a) Bod X definovany vztahem
X = oA+ Ay + ..+ ap1 A
je definovan nezdvisle na volbé soustavy souradnic prave tehdy, kdyz

ap+as+ ...+ ap = 1.

b) Vektor u definovany vztahem
U= 1A+ BoAs + ...+ Bri1 Ak

je definovan nezdvisle na volbé soustavy souradnic prave tehdy, kdyz

B+ B2+ .+ ey =0.

21



4 Afinni zobrazeni

Afinni zobrazeni (viz nize uvedena Def.[I3]) se obecné uskuteciuje mezi dvéma afin-
nimi bodovymi prostory, jejichz dimenze nemuseji byt stejné. Prikladem afinniho
zobrazeni z prostoru As do prostoru Ay je rovnobézné promitani (z trojrozmérného
prostoru do roviny) na Obr.[I9.

Obrazek 19: Rovnobézné promitani mezi dvéma riznobéznymi rovinami (dalo vznik osové afiniteé)

Ptikladem afinniho zobrazeni mezi riznymi prostory téze dimenze je pak rovnobézné
promitani mezi dvéma ruznobéznymi rovinami (tj. podprostory dimenze 2 prostoru

As) na Obr.20
;/ //
c.,’ L

— /, /,' J \

Obrazek 20: Rovnobézné promitani mezi dvéma riiznobéznymi rovinami (dalo vznik osové afinité)

22



Casté&ji se vak budeme setkévat s afinnim zobrazenim, které se uskuteciiuje v rdmci
jednoho afinnitho bodového prostoru (vétsinou se bude jednat o rovinu, konkrétné
o eukleidovsky prostor Es, nebo o trojrozmérny prostor, konkrétné o eukleidovsky
prostor Ej3). Je-li takové afinni zobrazeni afinniho bodového prostoru na sebe vza-
jemné jednoznacné, nazyvame ho afinni transformace daného bodového prostoru,
zkracené afinita.

Mezi afinity roviny F, patii napf. shodnosti v roviné nebo stejnolehlost, které se
vyucuji v matematice na zakladnich a stfednich skolach. Z deskriptivni geometrie
potom zname osovou afinitu.

4.1 Definice afinniho zobrazeni

Definice 13 (Afinni zobrazeni). Zobrazeni [ afinniho prostoru A do afinniho pro-
storu A" se nazyvd afinni, jestlize ma tuto vlastnost: LeZi-li navzajem rizné body
B,C, D z prostoru A na primce, pak jejich obrazy f(B), f(C), f(D) bud splyvayt,
nebo jsou mavzajem ruznée, lezZi na jedné primce a jejich délici pomer se rovnd deli-
cimu pomeéru jejich vzoru, tj.:

(f(B), [(C); F(D)) = (B,C; D).

PRIKLAD 4.1. Pomoci konkrétniho prikladu afinniho zobrazeni (napt. rovnobéz-
ného promitani krychle do roviny) ilustrujte obé situace tykajici se obrazi f(B),
f(C), f(D), které definice zminuge.

4.2 Asociovany homomorfismus afinniho zobrazeni

Dusledkem vztahu mezi afinnim bodovym prostorem a vektorovym prostorem (¥i-
kame mu zameéreni afinniho bodového prostoru), ktery je popsan v definici ] je exis-
tence linearniho zobrazeni pridruzeného ke kazdému afinnimu zobrazeni. Hovorime
o tzv. asociovaném homomorﬁsmiﬂ. Zatimco afinni zobrazeni ptisobi mezi afinnimi
bodovymi prostory, asociovany homomorfismus ptisobi mezi jejich zamérenimi.

1 Zobrazeni o vektorového prostoru V- do vektorového prostoru V' se nazyjvd homomorfismus (téZ ,linedrni zobra-
zeni®), jestlize pro vSechna W, 0 € V, k € T (misto obecného télesa T mizZeme uvaZovat R) plati:

(1) (U + V) = p(a) + p(v),
(2) (ki) = kp(1).
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Definice 14 (Asociovany homomorfismus zobrazeni f). UvazZujme afinni zobrazeni
f prostoru A do prostoru A’ napt. f : Ey — FE,. Potom asociovanym (%j. jed-
noznacné prirtazenym) homomorfismem afinniho zobrazeni [ rozumime linedrni
zobrazeni o, které zobrazuje zamérveni V' prostoru A do zaméreni V' prostoru A’
takto:

F=Y - X = (i) = f(Y) - f(X), (6)

kde X,Y jsou body z A, u € V; f(X), f(Y) body z A", p(u) € V.

Role asociovaného homomorfismu ¢ afinniho zobrazeni f je patrna z Obr.2Il Afinni
zobrazeni f se uskutecnuje mezi body, tj. zobrazuje body X,Y po fadé na body
f(X), f(Y). Homomorfismus ¢ asociovany s f potom ,operuje“ na vektorech pii-

—

slusejicich dvojicim téchto bodu, tj. vektor « =Y — X zobrazuje na vektor ¢()

fY) = F(X).

Obrazek 21: Asociovany homomorfismus ¢ afinniho zobrazeni f

4.3 Rovnice afinniho zobrazeni z A, do A,,

Jestlize afinni zobrazeni f : A, — A,, pfitazuje bodu X[z, 2, ..., z,] € A, obraz
X', oh, ..o 2l ] € Ay, plati

/

Ty = a1’ —+ ay9x9 + ... + A1nTny + b1 (7)
/

Ty = G2171 + 999 + ... + Qopx, + b2
/

Ty = Qi1+ Gn2Zo + ... + Gpp@y + O,

kde a;;, bi; i € {1,...,m},j € {1,...,n}, jsou readlné koeficienty charakterizujici
zobrazeni f.

Soustavu ([7l) mtizeme zapsat zkracené ve tvaru
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n

37; = Zaij:cj + bz’, 1= 1,2, ey . (8)
Jj=1

Casto se pro geometrické zobrazeni voli maticovy zapis soustavy

S _ _ _ _ _ _
Ty aip Qai2 -+ QAip 1 by
/
) Aoy Q22 -+ QA2p ) by
- . : + ) (9)
! b
T Am1 Am2 - Amn Tn m

pripadné forma maticové rovnice

X' =A-X+B, (10)
kde matici A typu m X n nazyvame matici prislusné linedarni transformace (pro
linedrni transformaci je B = O, tj. by = by = --- = b, = 0, viz napt. (28), 29)).

4.4 Rovnice homomorfismu asociovaného s afinnim zobrazenim

Jestlize vektoru @ =Y — X, @ = (uq,...,u,), ze zaméfeni V,, prostoru A, je ho-
momorfismem ¢ asociovanym s afinnim zobrazenim f pfifazen vektor @' = (@) =
fY)— f(X), d = (u},...,u,,), ze zaméfeni V,, prostoru A,,, plati

/

u; = a1nuq + ajoug + ... + A1nUp, (11)
/

Uy = A21U7 + a9y + ... + A2, Up,
/

Uy = QpiU] + Aot + ...+ Qpp Uy,

Zkracené zapiseme ve tvaru

n
u; = Zaijuj, 1= 1, ey TN, (12)
J

nebo, analogicky s (@), zvolime maticovy zapis

-, - _ _ _ _
Uy aip aiz2 -+ QAip U1
/
Uy Aoy Q22 -+ QA2p U9
. — . ) (]‘3)
/
Uy, Am1 Am2 - Amn Unp,
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pripadné formu maticové rovnice

U'=A4-1U, (14)
kde U = @!, U = @'T a A je matice typu m x n identickd s matici A v ({I0).

PRIKLAD 4.2. Porovnejte algebraicke vyjdadrent afinniho zobrazeni Q) s algebraic-
kym vyjadrenim asociovaného homomorfismu (28)), popiste jejich rozdil a pokuste se
uvéest jeho pricinu.

PRIKLAD 4.3. Jak ji# bylo uwvedeno, pro linedrni zobrazeni je B = O. Uvedte
néjake priklady linedrniho afinnitho zobrazeni. MuZete si vzit na pomoc aplet
https: //www. geogebra. org/m/UcquE9uT.

4.5 Odvozeni rovnic afinniho zobrazeni a asociovaného homomorfismu

V této kapitole je detailné popsan postup odvozeni rovnic (1) a (26]).

4.5.1 Afinni zobrazeni z A, do A,,

Necht afinni bodovy prostor A, je uréen pocatkem P a bazi éi,...,€,, tzn. A, =
{P;é1, ...,€,}. Podobné necht A’,, = {Q;d1,ds, ..., d,}. Necht f je afinni zobrazeni
A, do A’,, a ¢ asociované zobrazeni k f tak, Ze

m
i=1
tzn. koeficienty a;; jsou souradnice vektort ¢(€;) v bazi zaméfeni prostoru A,,,
f(P):Q+sz’Cfi, (16)
tzn. pocatek P € A,, se zobrazuje do bodu f(P) € A, ktery ma pfi pocatku @

souradnice b;.

S ohledem na vyse uvedené timluvy nyni uré¢ime vztah mezi souradnicemi libovolného
bodu X € A, a jeho obrazu f(X) € A',,. Vyjadfeme soufadnice X, f(X) :

X=P+) x;¢, (17)

J=1
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FX)=Q+ ) aid;. (18)
1=1

Zobrazime-li bod X v afinité f, mizeme dle uvedenych vlastnosti zobrazeni f a ¢
psat:
FX) = f(P)+))aj0(E)).
j=1

Po dosazeni z (I3)) a (I6) dostavame

f(X) = Q‘sziéi;-l-zszaijéfi,
i=1 =1 =1

po Upravée
m n
FX)=Q+) (Z aijz; + bz-) d;. (19)
i=1 \j=1
Porovname-li koeficienty pri J; ve vyjadienich (I8) a (I9)), dostavame hledané rovnice

n

¥ = ayzj+b, i=12..m (20)
j=1

Jinou formou zapisu (??) je soustava rovnic

/

Ty = annri —+ a9 + ... + A1nTy, -+ b1
/

Ty = A21T1 —+ a9 + ... + A2n,Ty, -+ bg
/

T, = Au1T1+ apaT2 + ...+ @y + by,

maticovy zapis soustavy

Ty aip aiz - Aip X1 by
/

€T a a eea T b
2 21 22 on 2 2
! b

L, Aml Am2 Amn Tn n

pripadné maticova rovnice

(22)



4.5.2 Homomorfismus asociovany s afinnim zobrazenim

Nyni jesté uréime rovnice asociovaného zobrazeni ¢. Necht vektor 4 € V,, se zobrazi
do vektoru (i) € V',,,. Pro soutadnice vzoru 4 a obrazu () plati

@ =) ud; (23)
j=1

(@) = Y uid (24)

1=1

Na (23)) aplikujeme zobrazeni ¢ a upravime dle (IH). Dostaneme

3
3
3

Po tprave

5
5/1

I
NE

Z QU d_; (25)

i=1 \j=1

Srovnénim (23)) s (24) dostaneme hledané rovnice asociovaného zobrazeni

/
u; = a1nuq + ajoug + ... + A1nUp, (26)
/
Uy = A21U7 + a9y + ... + A2, Up,
/
Uy, = QpiU] + Aot + ...+ Qpp Uy,
zkracené ve tvaru
n
, .
u; = E aijuj, =1, .., m. (27)
J

Analogicky s (@) moZno zapsat i maticové

S _ o - -
Uy ayj; a2 -+ Qip (51
/
U a a e a U
2 21 22 on 2
: - : : .. : ' : ’ <28)
/
Uy, Am1 A2 - Qmp Up,
pripadné formu maticové rovnice
/
U =AU, (29)

kde U = @!, U = @7 a A je matice typu m x n identickd s matici A v (22).
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4.6 Véta o urcenosti afinniho zobrazeni

Z planimetrie zndme véty o ur¢enosti shodnosti (vizhttps://www.geogebra.org/m/RYakK
a podobnosti v roviné. Nasledujici véta je jejich zobecnénim jak z hlediska zobrazeni
(uvazujeme libovolné afinni zobrazeni), tak i z hlediska dimenzi prostoru vzori a
obrazii (misto roviny uvazujeme dva ruzné bodové prostory obecné odlisnych di-
menzi).

Véta 2 (O urcenosti afinniho zobrazeni). Méjme dva afinni bodové prostory A, A'p,.
Necht My, My, Mo, ..., M,, je n+1 linedrné nezavislych bodi v A,,, M|, M7, ..., M n+1
libovolné zvolenych bodi v A',,. Pak existuje prdvé jedno afinni zobrazeni [ prostoru
Ay do A’y které pritazuje bodim M; body M; tak, Ze

MJI = f(Mj), ] = 0, 1, N

Diikaz. Ze Def.[14] asociovaného homomorfismu ¢ plyne, ze jeho vztah k afinnimu
zobrazeni f lze vyjadfit vztahem (X — P) = f(X) — f(P), ktery mizZeme psat ve
tvaru

f(X) = [(P) +@(X = P). (30)

Odtud je zfejmé, ze afinni zobrazeni f lze urcit (zadat) jednou dvojici bodu ve
vztahu ,vzor — obraz“, v piipadé ([B0) je to dvojice P — f(P), a asociovanym
homomorfismem ¢. Z toho plyne ditkaz véty 2 Afinni zobrazeni je urceno dvojici
bodt ,vzor — obraz“ My — M| a asociovanym homomorfismem ¢ jednoznacéné
urc¢enym n nezavislymi vektory My — My, My — My, ..., M, — M, a jejich obrazy
(které mohou byt zavislé) M — M}, My — M, ..., M) — M.

Obréazek 22: Véta o urcenosti afinniho zobrazeni pro n = m = 2 (tj. pro rovinu)
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PRIKLAD 4.4. Zjistéte, zda existuje afinni zobrazeni f : Ay — As, pii kterém se
body k[1,0], 10, 1], m[2, p] zobrazi po tadé na body K[2,1,—1], L[3,2,0], M[1,0,2].

Reseni:
I a11 aig by
Hledame matice A = | a9; ass |, B= | by |, pro které plati
| a31 a32 b3
2 aip a2 | by
1 | =] axn axn |- { ] + | b |,
0
| -1 asy aso bs
[ 3] [ a1 ap | ¢ 0 [ by |
2 = a21 a99 . 1 + bQ )
| 0 a1 azp | - - | b3
[ 1] [ a1 ap | ¢ 97 [ by |
0 =1axn ax |- » + | by
| 2 ] a1 azx | -7 7 | b3

Pro feseni této tlohy pouzijeme program w:[:Maxz'mcﬁ
(%i1) k:[1,0]$ 1:[0,1]1% m:[2,p]$ K:[2,1,-11$ L:[3,2,0]$ M:[1,0,2]%

(%1i7) A:matrix([all,al2],[a21,a22],[a31,a32]); B:matrix([bl], [b2], [b3]);

all al2
(%07) | a2l a22
a3l a32

bl
(%08) | b2
b3

(%19) transpose(K)=A.transpose(k)+B; transpose(L)=A.transpose(l)+B;
transpose (M)=A.transpose(m)+B;

2 bl +all
(%09) 1 | =|b2+a21
—1 b3 + a3l

SwrMazima je bezplatné §fieny program pocitacové algebry (CAS, Computer Algebra System), jehoZ instala¢ni
soubor je dostupny na adrese http://andrejv.github.io/wxmaxima/.
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3 bl + al2
(%010) (2] = | b2 + a22
0 b3 + a32
1 al2p+ bl +2all
(%011) [0 | = | a22p + b2 + 2421
2 a32p+ b3 + 2a3l

(%112) Lil:transpose(K)$ P1:A.transpose(k)+B$ L2:transpose(L)$
P2:A.transpose(l)+B$ L3:transpose(M)$ P3:A.transpose(m)+B$

(%i18) r1:P1[1,1]=L1[1,1]; r2:P1[2,1]=L1[2,1]; r3:P1[3,1]1=L1[3,1];
r4:P2[1,11=L2[1,1]; r5:P2[2,11=L2[2,1]; r6:P2[3,1]1=12[3,1];
r7:P3[1,1]=L3[1,1]; r8:P3[2,1]=L3[2,1]; r9:P3[3,1]1=L3[3,1];

(%018) bl + all = 2
(%019) b2+ a21 =1
(%020) b3 + a3l = —1
(%021) b1 + al2 =3
(%022) b2 4 a22 = 2
(%023) b3 +a32 =0

(%024) al2p+bl+2all =1
(%025) a22p+ b2 +2a21 =0
(%026) a32p+ b3 +2a31 = 2

Ziskanou soustavu deviti rovnic o deviti neznamych all, al2, a21, a22, a31, a32, b1, b2, b3
nyni vyresime:

(%127) res:solve([rl,r2,r3,r4,r5,r6,r7,r8,r9],
[all,al12,a21,a22,a31,a32,b1,b2,b3]) [1];
-3 4

%027 all = —1,a12 = 0,a21 = —1,a22 = 0,a31 = — a32 = ——
( 9 ) 9 9 9 )
p+1 p+1

4
61:3,62:2,193:——]
p+1

Vidime, ze tiloha ma feSeni pro vSechny realné hodnoty parametru p s vyjimkou
—1, tj. pro p € R —{0}. Hledané matice A, B potom muzZeme psat nasledujicim
zpusobem:
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(%128) subst(res,A); subst(res,B);

-1 0
(%028) [ -1 0
_p=3 4
p+1 p+l
3
(%029) 2
4
~ptl

Pti pohledu na matici A mtzeme konstatovat, ze uvazované afinni zobrazeni f exis-
tuje pro vsechna p # —1. Jeho rovnice ziskame dosazenim vypocitanych koeficientti
do obecného zapisu rovnic afinniho zobrazeni ([):

(%130) ev([xl=allxx+al2*y+bl, yl=a2l*x+a22*y+b2, zl=a31xx+a32*y+b3],res);

dy  (p—=3)z 4

%030) [z1 =3 —z,yl =2 — 2,21 = _ _
(%030) | i p+1 p+1 p+1

]

Po prepsani zéapisu feseni v kédu wxMaximy do obvyklého tvaru soustavy dle ()
dostavame konecny zapis feseni:

¥ = —x+ 3,
y, = =T+ 27
-3 4 4
o p=8, 4 4
p+1 p+1 p+1
Zbyva otazka, jak lze geometricky interpretovat situaci, kdy je p = —1. Po dosazeni

do m[2, p] dostdavame jako trojici vzoru body k[1,0], [[0,1] a m[2, —1]. Uvazujme
nyni dva vektory jimi urcené, napt. © =1 — k = (=1,1) ad =m — k = (1,—1).
Protoze se jedna o linearné zavislé vektory, © = —v, body k, [, m lezi v jedné piimce.
Neni tak splnén predpoklad véty 2l a proto pro p = —1 uvazované afinni zobrazeni
neexistuje.

<

PRIKLAD 4.5. Urcete rovnici afinniho zobrazeni f : Ay — Ay, pri kterém se body
2,1], [3,2], [0,1] zobrazi po fadé na body [2], [0], [8].

Reseni: Opét pouzijeme program wzMazima. Protoze program nedovoluje pouZiti
apostrofu ve jménu proménné, oznacime tii vychozi body symboly A1, B1, C'1, jejich

obrazy v uvedeném poradi pak A2, B2, C2.
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(%i1)
(%iT7)
(%07)
(%08)

(%19)
(%09)

(%010)
(%o011)

(%i12)

(%i18)

A1:[2,1]1$ B1:[3,2]$% C1:[0,1]1$ A2:[2]$% B2:[0]$ C2:[8]%

A:matrix([all,a12]); B:matrix([b1l]);
(all al2)

(01)

transpose(A2)=A.transpose(A1)+B; transpose(B2)=A.transpose(B1)+B;
transpose(C2)=A.transpose(C1l)+B;

(2) = (b1 4 al2+2all)
(0) = (b1 +2al2+ 3all)
(8) = (b1 + al2)

L1:transpose(A2)$ P1:A.transpose(A1)+B$ L2:transpose(B2)$
P2:A.transpose(B1)+B$ L3:transpose(C2)$ P3:A.transpose(Cl)+B$

r1:P1[1,11=L1[1,1]; r2:P2[1,1]1=L2[1,1]; r3:P3[1,1]1=L3[1,1];

(%018) b1 +al2 +2all =2
(%019) b1 +2al2+3all =0
(%020) b1 + al2 =8

(%i21)

res:solve([rl,r2,r3],[al1,a12,b1]) [1];

(%021) [all = —3,al2=1,b1 = 7]

(%i22)
(%022)
(%023)

(%i24)

subst (res,A); subst(res,B);

(-3 1)
(7

ev([x1=allxx+al2*y+bl] ,res);

(%024) [zl =y —3x+ 7]

Hledané afinni zobrazeni existuje a je dano rovnici ' = -3z +y + 7.
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PRIKLAD 4.6. Urcete rovnice rovnobéiného promitdni prostoru As do primétny
m C Asg, vzhledem k pevné linedrni soustavé souradnic prostoru As, je-li dana pri-

metna ™ rovnici 2x +y — z + 2 = 0 a smér promitani je urcen vektorem § =
(—2;—1;3).
Reseni:

(%il) pi:2*x+y-z+2=0$ s:[-2,-1,3]$

(%13) r:[x,y,z]+t*s;

(%03) [r—2t,y—t,z+ 31

(%14) rov:substitute([x=r[1],y=r[2],z=r[3]],pi);

(%04) —z+y+2(x—2t)—4t+2=0

(%i5) to:solve(rov,t);

z—y—2x—2]
8
(%16) Xo:expand(substitute(to,r));

(%05) [t =—

z y x 1z 7y « 15z 3y 3z 3
(ho6) 13- 27 25" 5 12725 "5 1t

(%17) A:coefmatrix(Xo, [x,y,z]); B:col(augcoefmatrix(Xo, [x,y,z]),4);

1 _1 1
o
3 32
4 8 8
_1
i
4

Dané zobrazeni, jehoz pusobeni ilustruje Obr. 23] je definovdno rovnicemi

ool 1
Tt T T Ty
LTl
Y=Y T T
z’—§a:+§ +§z+§
Tyt TRY TR
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Obrazek 23: Rovnobézné promitani do roviny 7 : 2x +y — 2z + 2 = 0 ve sméru s = (-2, —1, 3)

PRIKLAD 4.7. Urcete rovnice afinniho zobrazeni f : Ay — Ao, které bodim
/1 [1,2,3], B=10,1,1], C = [1,—1,2], D = [3,0, 1] pFitazuje v daném poradi body
1,3, B=[0,2, C =[0,0], D= [3,1]

Reseni: Postupujeme stejné jako u priklad 4.4 a @5

(%i1) A1:[1,2,3]$ B1:[0,1,11$ C1:[1,-1,2]$ D1:[3,0,1]% A2:[-1,3]%
B2:[0,2]$ C2:[0,0]$ D2:[3,1]$

(%19) A:matrix([all,al2,al13], [a21,a22,a23]); B:matrix([bl], [b2]);

all al2 al3
(709) <a21 422 a23)

(%010) @)

(%111) transpose(A2)=A.transpose(Al)+B; transpose(B2)=A.transpose(B1)+B;
transpose(C2)=A.transpose(C1)+B; transpose(D2)=A.transpose(D1)+B;

ho11) —1\ (b1 +3al3+2a12+all
¢ 3 ) = \12+3a23 +2a22 + a21

0 bl + al3 + al2
(e012) (2) - (bQ +a23+ a22)

0\ (bl +2al3—al2+all
(7eo13) (o) - <52 +2a23 — a22 + a21>
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3 bl +al3 4+ 3all
(oo14) (1) - (bQ +a23+3 a21>
(%115) Li:transpose(A2)$ P1l:A.transpose(Al)+B$ L2:transpose(B2)$

P2:A.transpose(B1)+B$ L3:transpose(C2)$ P3:A.transpose(Cl)+B$
L4:transpose(D2)$ P4:A.transpose(D1)+B$

(%i23) r1:P1[1,1]=L1[1,1]; r2:P1[2,1]=L1[2,1]; r3:P2[1,1]1=L2[1,1];
r4:P2[2,11=L2[2,1]; r5:P3[1,1]=L3[1,1]; r6:P3[2,1]=L3[2,1];
r7:P4[1,1]=L4[1,1]; r8:P4[2,1]1=L4[2,1];

%023
%024
%025

( bl +3al3+2al2+all = —1
(

(

(%026

(

(

(

(

b2 +3a23+ 2a22 + a2l =3
bl +al3+4+al2=0

b2 + a23 4+ a22 = 2

bl +2al3 —al2+all =0
b2 +2a23 —a22+a21 =0
bl +al3+3all =3

b2 +a23+3a21 =1

%027
%028
%029
%030

e’ N e v N N N N

(%131) res:solve([rl,r2,r3,r4,r5,r6,r7,r8],
[al1,a12,a13,a21,a22,a23,b1,b2]) [1];

(%031) [all = 1,al2 = 0,al3 = —1,a21 = 0,422 = 1,a23 = 0,b1 = 1,42 = 1]

(%132) subst(res,A); subst(res,B);

(%032) (é (1) ‘01)

(%033) G)

(%134) ev([xl=all*x+al2*y+al3*z+bl, yl=a2l*x+a22*y+a23*z+b2] ,res);
(%034) [zl = —z+2+1,yl =y +1]
Resenim je afinni zobrazeni f dané rovnicemi

¥ =x—z+1,
y =y + 1.
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4.7 Cviceni — Afinni zobrazeni

1. Urcete rovnici afinniho zobrazeni f : Ay — Aj, pii kterém se body [2,1], [3,2],
[0, 1] zobrazi po fadé na body [2], [4], [10].

2. Pro jaké hodnoty parametri p, ¢ existuje afinni zobrazeni f : Ay — Aj, pii
kterém se body [2, 1], [-2, 3], [4, 0] zobrazi po fadé na body [p, 3], [0, ¢, [1,1].
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5 Afinita

Afinita je struény nazev pro afinni transformaci prostoru A,.

Definice 15. Vza/jemnéjednoznaéneﬁ afinni zobrazent afinniho prostoru A, na sebe
nazyvdme ,afinitou’ prostoru A, nebo ,afinni transformaci prostoru A, “.

Afinita se tedy afinni zobrazeni, které se uskutecnuje v ramci jednoho bodového
prostoru A,, do néhoz patii obrazy i vzory.

Afinita mé stejné analytické vyjadteni jako obecné afinni zobrazeni, viz ([7), (8], GQDEI
Vzhledem k tomu, Ze se jedna o vzajemné jednoznacné zobrazeni, je akorat matice
afinity ctvercovd a requldrni. Afinitu tak lze zapsat maticovou rovnici

X' =A-X+ B, (33)

kde A je regularni ¢tvercova matice n—tého fadu a X, B a X’ jsou matice typu
(n,1).

PRIKLAD 5.1. Zdivodnéte vyse uvedené turzend, Ze matice A afinity je requldrni.
Vyjdete z toho, Ze afinita je vzdjemné jednoznacnym zobrazenim.

Jako piiklady si uvedme afinity prostort Ay (E) a A (E3).

Kazdé afinni zobrazeni f v roviné A, které bodu X = [x,y] pfifazuje obraz X' =
(', 9], je mozné zapsat rovnicemi

f: ZE‘/ = ap1xr —+ ay + bl

34
Yy = anx + axny + b (34)

a naopak, kazdé zobrazeni v roviné, které je dano soustavou rovnic (34), je afinitou
v roviné. Soustavu (B34) muzeme zapsat také pomoci matic

$, a1l aio X bl

: = : + . 35
/ ?/ ag1 Q22 Y by ( )

SPfipomenime si, Ze vzdjemné jednoznacniym zobrazenim rozumime zobrazeni, které je zroven prosté a na mnoZinu.
7Afinitu f prostoru A, chdpeme jako specialni p¥ipad afinniho zobrazeni z A4,, do A’,,, kde m = n. Potom je tato
afinita urcena rovnicemi

n
f:x :Zaijxj+bi, i=1,...,n (31)
J
zobrazujicimi bod X = (x1,...,2,) do bodu X' = (x}, ..., 2},). Zobrazeni ¢ asociované k f

n
©: u;:Zaijuj, i=1,...,n (32)
J

—

zobrazuje vektor (uy, ..., u,) do w'(uy, ..., ul).
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A plati to i naopak, afinitou je kazdé zobrazeni, které lze zapsat maticovou rovnici
X'=A-X+ B,
! b
kde X' = V}},X: [xl},A: [“11 “12] aB= { 1]
) L2 a1 a22 by

Analogické vztahy plati pro afinity v Az (Ay,..., A,). Kazdé afinni zobrazeni f
v prostoru Az muzeme zapsat soustavou rovnic

. /o
g: T, = anxr; + apre + aizrs + b
/
Ty = ar1 + apTy + ap3rz + b, (36)
T3 = anT1 + aprs + arz + b

nebo jednou maticovou rovnici

/
x ajl a2 a3 1 by
. 1l
qg: To| = Q21 Q22 Q23| - | T2 + b2 . (37)
/
L3 as; azz2 as3 X3 b3

PRIKLAD 5.2. Urcete afinitu v roviné As, ve které pri dané soustavé soutadné se
bod B = [0, 0] zobrazuje do bodu B" = [1,0], bod C = [1,0] do bodu C" = [0, 1] a bod
D =[0,1] do bodu D' = [0,0].

Stejné jako v ptripadé obecného afinniho zobrazeni, i u afinity fesime otazku, jakym
minimalnim poc¢tem bodti, vzori i obrazi, je v prostoru dané dimenze jednoznacné
urcena. Zabyva se tim nasledujici véta o urcenosti afinity.

Véta 3 (O urcenosti afinity prostoru A,,). Necht My, My, Ms, ..., M,, a M}, M{, M5, ..., M/
jsou dvé skupiny (n+1) linedrné nezdvislych bodi afinniho prostoru A,. Pak existuje
jedind afinita f prostoru A, pro kterou

/ .
f(M;) =M, i=0,1,...n.
Jestlize v uvedené vété uréime pomoci dvou jmenovanych skupin linedrné nezavis-

Iych bodi dvé afinni souradnicové soustavy prostoru A, pak tyto soustavy urcuji
prislusnou afinitu f uvazovaného prostoru.

8Déje se tak v souladu s nasledujici vétou:

Véta 4. Necht v afinnim bodovém prostoru A, jsou ddny dvé afinni souradnicové soustavy A, = {P;¢é1,¢a,...,en};
A, ={Q;dy,da,...,d,}. Pak existuje jedind afinita prostoru A,,, pro kterou

a asociované zobrazeni v



5.1 Priklady afinit

Prikladem afinit, které jiz zname jsou shodné a podobné zobrazeni v rovinéﬁ. Zde
si jenom strucné pripomeneme analytickd vyjadieni téchto zobrazeni, abychom si je
dali do souvislosti s tim, co jsme si uvadéli o rovnicich afinity. Navic uvedeme jesté
rovnice nékolika vybranych shodnosti trojrozmérného prostoru.

5.1.1 Shodna zobrazeni v F5

Osova soumérnost

Osova soumérnost O(o) podle osy o s obecnou rovnici o : ax + by + ¢ = 0:

r=x— (ax + by + ¢)

a? + b?
2b

PRIKLAD 5.3. Napiste rovnice osové soumérnosti v Ey s osou o totoinou se
soutadnicovou osou x (y).

PRIKLAD 5.4. Napiste rovnice soumérnosti podle primky o : 2z — 3y + 1 = 0.
PRIKLAD 5.5. Napiste rovnice 0sové soumérnosti, zobrazujici pocdtek na bod
1, 5].

Otoceni (rotace)

Otoceni (rotace) R(S, a) se stfedem S = [s1, s9l:

¥ = (x—s1)cosa — (y — s2)sina + s

Y = (x —s1)sina+ (y — s2) cosa + $9

Po tprave:

/ . .
I =2xrcosa —ysina + S — S1 COS™ + S 81N &«

y = xsina +ycosa + sy — s;sina — s9cosa
PRIKLAD 5.6. Napiste rovnice otocent kolem pocdtku o thel o = —135°.
PRIKLAD 5.7. Napiste rovnice otoceni se stredem S[1,—2] o thel a = 60°.

9Shodnostem a podobnostem v roviné se vénuje predmét Planimetrie,
viz http://home.pf.jcu.cz/ "hasek/PLA_2017.htm
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Stfedova soumeérnost
Stiedova soumérnost S(5) se stiedem S = [s1, S

= —x+ 25

y' = —y+ 25y
PRIKLAD 5.8. Napiste rovnice stredové soumérnosti S(S) se stredem S[—2, 3.
Posunuti (translace)

Posunuti (translace) T(p) urcené vektorem p' = [p1, pal:

' =r+p
v =y+p
PRIKLAD 5.9. Napiste rovnice posunuti, které je urceno vzorem A = [—1,3]

a jeho obrazem A’ = [4,2].
Posunuté zrcadleni

Posunuté zrcadleni s osou v souradnicové ose x:
¥ =x+0p
y=-y

5.1.2 Vybrané shodnosti v Ej

Posunuti (translace)

Posunuti urcéené vektorem p'= (p1, p2, p3):

t' =4 p
Y =y+p
? =2+ ps.

Otoceni (rotace)
Otoceni o thel « kolem osy z:

/ .
T = T CosSq — ysin o
/ .
Y =xsima+ Yycosa

/
2 = Z.
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Stredova soumeérnost

Soumérnost podle poc¢atku O = (0,0, 0):

T =—zx
/ PR—
y =-Y
7 =—z
Osova soumérnost
Soumérnost podle osy z:
¥ =—x
/
= —y
/
7 =z
Rovinova soumérnost
Soumérnost podle roviny (x,y):
¥ =ux
/
y =
/
7 =—z

Sroubovy pohyb

Sroubovy pohyb (torze) s parametrem (redukovanou vyskou zavitu) vy a s osou v
ose z:

/ .

T = T CosSq — ysin o
/ .

Y =xsima+ Yycosa

7 =2+ .
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5.2 Odvozeni rovnic afinity v roviné

Odvodime si vyse uvedené analytické vyjadieni (B4)) afinniho zobrazeni f roviny na
sebe (zkracené ,afinity“ v roviné). Zakladni myslenka tohoto odvozeni je ilustrovana
Obr. 24l V roviné A, mame dvé afinni soustavy souradnic (repéry), ,soustavu vzora*
a = {P;é1, &} (je urcena pocatkem P a bazi {é7, &} vektorového zaméfeni prostoru
Ay) a soustavu obrazi“ w = {Q; d:,d;} (urcena pocatkem () a bézi {cjl,(fg} vek-
torového zaméteni prostoru Ay). Pfitom repér {P;é}, e} se puisobenim uvazované
afinity f zobrazi na repér {f(P); p(€1), p(€2)}, kde ¢ homomorfismus (linearni zob-
razeni) asociovany k f. Obrazem bodu X = [z1, 9] je bod f(X) = X' = [2], x}].
Vztah mezi soufadnicemi f(X) a X najdeme tak, ze bod f(X) vyjadiime vzhledem
k obéma repériim {Q;dy, d>} a {f(P); p(€1), ¢(é2)} (viz Obr. 24) a tato vyjadieni
porovname.

Obrazek 24: Zobrazeni bodu X v afinité f v roviné

Necht f je afinni zobrazeni prostoru A; na sebe a ¢ je homomorfismus asociovany
k f. Potom obrazy ¢(é7), p(€3) vektori baze {é1, €3} miuzeme vyjadrit rovnicemi

—

p(er) = Cl11j1 + a21(an (38)

—

p(€y) = a12071 + CL22CZ2, (39)

kde koeficienty a;; jsou soufadnice vektort ¢(é7), p(€2) vzhledem k bazi {dy,d>} a
pro obraz f(P) pocatku P repéru a mizeme psat

F(P) = Q + byd, + byds, (40)

kde [b1, bs] jsou jeho soutradnice vzhledem k repéru w.

Nyni uré¢ime vztah mezi soutadnicemi libovolného bodu X € A, a jeho obrazu
X" = f(X) € As. Nejprve kazdy z téchto bodt zapiSeme v prislusném repéru, bod
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X v repéru «, bod f(X) pak v repéru w,
X = P + x1€] + 1€, (41)
F(X) = Q + 2ydy + zyds. (42)
Potom, s vyuzitim vlastnosti zobrazeni f a , zapiSeme obraz bodu X ve tvaru
F(X) = (P + z€ + 2283) = f(P) + p(z1€1 + 2262) = f(P) + z10(€1) + 2200(2).
Po dosazeni z (38), (39) a (@0) dostavame
f(X)=Q+ bléa + 52652 + 1‘1(@11071 + Cl21dé) + $2(CL12071 + @22652)-

Po tpravé a porovnani koeficientt pfi d; s vyjadienim ([42)) dostavame hledané rov-
nice afinity f v roviné

[ o) = anz + apzs + by,
$’2 = Q911 + Q229 + bg. (43)

Nyni jesté uréime rovnice asociovaného zobrazeni ¢. Necht vektor @ € V5 se zobrazi
do vektoru (i) € Va. Pro soufadnice vzoru @ a obrazu ¢(u) plati

U = U151+UQ52, (44)
(i) = uydy + updy. (45)

Na (44) aplikujeme zobrazeni ¢ a upravime dle (B8) a (89). Dostaneme
p() = urp(€1) + up(€2) = ui(anndr + agidz) + ua(arady + asedy).
Po tpravé a srovnani s (45]) dostaneme hledané rovnice asociovaného zobrazeni ¢:

/
@ U = apul + ajpus,

u’2 = A91U] + a99Us. (46)

Soustavu rovnic afinity v roviné (43)) muzeme zapsat také pomoci matic, takto

/ - ’ + )
Lo a1 a22 L2 by
strucnéji pak ve tvaru

X' =A-X+B.
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5.3 Dtukaz véty o urcenosti afinity v roviné

Véta 5 (O urcenosti afinity v roving). Necht K, L, M a K', L', M' jsou dvé skupiny
nekolinedrnich bodi v roviné. Pak existuje jedind afinita f této roviny, kterd body
K, L, M zobrazuje v daném potadi na body K', L', M.

Dikaz. Vyuzijeme (B4)). Afinita f musi byt dédna takovymito rovnicemi. Ukézeme,
ze za podminek uvedenych ve vété je tato afinita urcena jednoznacné, tj. existuje
jedind Sestice aq1, a9, asy, ass, by, by, kterd tuto afinitu specifikuje.

Pro jednotlivé dvojice bodt ,vzor — obraz® dostaneme nasledujici rovnice:
Kky, ko] — K'[K], EY):

arrky + aroks + by = ki, (47)
agi k1 + asoks + by = ks, (48)
L[ly, 5] — L'[1}, 15]:
arrly + agaly + by =1, (49)
a21l1 + Clgglz + b2 = l’Q (50)
Mmy, mg] — M'[mf, mb):
aiymy + ajgms + by = mj, (51)
a91M1 + Ao9Mo + bg = m’2 (52)

Pro znamé soufadnice bodu K, L, M, K’ L', M' tak mame soustavu 6 rovnic o 6
neznamych a1, aq9, as1, ase, b1, bs. Zajima nas, za jakych podminek ma jediné resSeni.
Tyto podminky by se mély shodovat s obsahem véty Bl Po detailnim prozkoumaéni
rovnic (47)—(52) je patrné, Ze jejich soustava se da rozdélit na dvé vzajemné nezavislé
soustavy 3 rovnic o 3 neznamych: soustavu rovnic (47), (49) a (5I) o nezndmych
ai1, a1, by a soustavu rovnic ([@8), (B0) a (62)) o nezndmych asy, ags, by. PFitom prvni
z téchto soustav ma rozsirenou matici

ki ke 1| K
Ll 1010, (53)
my my 1|m]

druha ma potom rozsirenou matici
ki ko 1] K]
N (54)
my mo 1| mj



Soustavy se tedy shoduji v matici soustavy (lisi se pouze vektory pravych stran).
Aby mély obé soustavy jediné Teseni, musi byt determinant této matice riizny od
nuly, tj.

ki ko 1
Lol 1|40 (55)
myi Mo 1

Determinant v (B5) snadno spocitame eliminaci jednicek na pozicich (2,3) a (3, 3)
postupnym odectenim prvniho radku od druhého a tretiho fadku a naslednym rozvo-
jem takto upraveného determinantu podle tretiho sloupce. Dostaneme tak podminku

lh—Fk1 lo— ko
ktera je splnéna prave tehdy, kdyz jsou vektory L — K a M — K nezavislé, tj. body
K, L, M nelezi v primce.

Ted zbyva dokézat, ze kdyz body K, L, M nelezi v pfimce, ani body K', L', M’

nemohou lezet v pfimce. Tentokrat vyuZijeme maticovou rovnici afinity X' = A -
X 4 B. Pro uvedené dvojice bodi plati:
K'=A-K+ B, (57)
L'=A-L+ B, (58)

M =A-M+ B. (59)
Dtikaz provedeme sporem. Predpokladame, ze K, L, M nelezi v primce a zaroven
body K', L', M' lezi v piimce. Potom existuje j € R takové, ze L' — K' = j(M'— K).
Po dosazeni z (57)—(59) a vynasobeni obou stran rovnice zleva matici inverzni k A

dostaneme L — K = j(M — K), coz je spor s predpokladem nekolinearnosti bodu
K,L,M. Body K', L', M’ tedy také nemohou lezet v pfimce.

[l

5.4 Modul afinity

Protoze afinita prostoru A, je zobrazeni vzajemné jednoznacné, pro determinant
afinity dané rovnicemi (31]) plati

aip aiz ... Qip
21 A922 ... Q2pn

§ = £ 0.
Ap1 Ap2 ... QApp
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Tento determinant se nazyva modulem afinity. Da se ukazat, Ze modul afinity
nezavisi na volbé baze uvazovaného prostoru.

Nyni se budeme zabyvat vlastnosti modulu afinity, kterd je metricka, tj. zavisla
na existenci skalarniho soucinu. Proto se v dalsim omezime ve svych tvahach na
eukleidovské prostory, presnéji na E3 a FEs.

PRIKLAD 5.10. Urcete afinitu v Ay, je-li obrazem bodu B = [6; —2] bod B' =
[1;1], obrazem vektoru @ = (2;1) vektor 4’ = (4;2) a vektoru v = (—1;2) vektor
" = (=3;6). Porovnejte obsahy trojuhelniki BCD o B'C'D', kde C = B + 4,
D=B+vaC'" =B +ud,D =B +7.

Véta 6. Necht [ je afinita v prostoru Es (resp. Es), kterd mda modul 6. Necht U je
méritelny utvar v Es (resp. Ey), ktery md objem V' (resp. obsah V' ). Necht obrazem
utvaru U v afinité [ je dtvar U, ktery md objem V' (resp. obsah V'). Potom plati

V' =16]- V. (60)

Diikaz. Mira métitelnych Gtvara v E3 (resp. F») je definovana pomoci rovnobéznos-
tént (resp. rovnobéznikl). Proto se v dikazu omezime na afinni zobrazeni rovno-
béznosténd v E3 a rovnobéznikti v Ey. Necht v Ej3 je rovnobéZznostén uréen trojici
nezavislych vektoru u, ¢, w, které maji ve zvolené bazi souradnice @ = (uq, us, us),
U = (v1,v9,v3), W = (wy,ws,ws). Obrazy téchto vektori v zobrazeni ¢ asociova-

ném k afinité f oznacme @ = p(v), ¥ = p(v), W = p(w) a jejich souradnice

u = (u,uy,uy), U= (v],v5,v5), W = (W), wy, ws). V afinité f a zobrazeni ¢ plati
dle vztahu (32)

3 3 3

g f— _— s 1=1.2.3 (61)
u; = ajju;, U = a;jvj, Ww;= ajjwi; ©=1,2,3.

J=1 J=1 J=1
Objem V' zobrazeného rovnobéznosténu U’ urédime znadmym vztahem smiSeného
soucinu, stejné tak objem V rovnobéznosténu U:

uy o uh  ub up uz ug
o / / / _
Vi=lov vy wvg |, V=|v v vg]|. (62)
w wh wh wy wy w3

Dosazenim ([61Il) dostaneme

3 3 3
D AU, Y gy, Y a3y
j=1 =1 j=1
3 3 3
Vi=1 > ayvy, Y avy, Y azv; |, (63)
=1 j=1 =1
3 3 3
D 1wy, Y Agjwy, Y a3jw;
j=1 j=1 j=1
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coz lze zapsat soucinem

ailr a2 a13 up Uz U3
/
Vi=|ag ag as | | vi vy us (64)
a31 azz2 Aas3 w; W2 W3
a tedy
Vi=§-V. (65)

Pokud je § < 0, pak lze znaménko minus vytknout, tj. V! = —§ - (=V'). Ve druhém
determinantu pak zaménime poradi sousednich radkt, napt. prvniho a druhého.
Pro obsahy vzoru a obrazu méfitelného utvaru v EFy zfejmé staci, uvazime-li obsah
V' libovolné zvoleného rovnobéznika urc¢eného linedrné nezavislymi body M, N, P a
jeho obrazu v dané afinité uréeného body M’, N, P'. ]

5.5 Afinita pfima a neprima, ekviafinita

Definice 16. Je-li modul afinity kladny, nazyva se ,afinita prima“. Afinita se zd-
pornym modulem se nazyvd ,neprimd”“. Afinita, jejiz modul se rovnd v absolutni
hodnote jedné, se nazyvd ekviafinni afinita, strucné ,ekviafinita®.

PRIKLAD 5.11. Urcete rovnice a modul afinity f : E3 — Es, v niZ se body
K|[0,0,0], L[1,4,0], M[-1,0,6], N[4,5,8] zobrazi na body K'[1,1,1], L'[-2,9,6],
M'[0,—5,12], N'[0,3,26]. Rozhodnéte, zda se jednd o afinitu primou ¢i nepfimou a
zda je to ekviafinita.

Reseni v programu wxMaxima:

(%125) rl:bl=1; r2:b2=1; r3:b3=1; rd:all+4xal2+bl=-2; rb5:a21+4*a22+b2=9;

r6:a31+4*xa32+b3=6; r7:-all+6*al3+bl=0; r8:-a21+6*a23+b2=-5;
r9:-a31+6*a33+b3=12; r10:4*all+b*xal2+8*al3+b1=0;
r11:4*xa21+5*xa22+8*a23+b2=3; rl12:4*a31+5*xa32+8*a33+b3=26;

b2 +4a22+a21 =9
b3 +4a32+ a3l =6

(0025)
(70026)
(Y0027)
(%028) b1 +4al2 + all = —2
(70029)
(70030)
( )bl +6al3—all =0

%031
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(%032) b2 + 6a23 — a2l = —5

(%033) b3 + 6a33 — a3l = 12

(%034) bl +8al3+5al2+4all =0

(%035) b2 +8a23 +5a22 +4a21 =3

(%036) b3 + 8a33 + 5a32 + 4a3l = 26

(%137) res:solve([rl,r2,r3,r4,r5,r6,r7,r8,r9,r10,r11,r12],
[all,al12,al13,a21,a22,a23,a31,a32,a33,b1,b2,b3]) [1];

(%037) [all = 1,al12 = —1,a13 = 0,a21 = 0,022 = 2,a23 = —1,a31 = 1,a32 =

1,a33=2,01 =1,b2=1,b3 = 1]

(%138) ev([xl=all*x+al2*y+al3*z+bl,yl=a2l*x+a22*y+a23*z+b2,
z1=a31*x+a32*y+a33*z+b3] ,res);

(%038) [zl =—y+ox+1lLyl=—24+2y+1,21=224+y+x+ 1]

(%140) A:ev(matrix([all,al2,al13],[a21,a22,a23],[a31,a32,a33]),res);

1 -1 0
(%040) {0 2 -1

1 1 2
(%142) determinant(A);

(%042) 6

5.6 Cviceni — Afinita

3. Uvedte maticové zapisy nésledujicich transformaci:
a) stfedova soumérnost se stfedem v pocatku,

b) stiedova soumérnost se stfedem v bodé [5, 10],

¢) osova soumérnost podle souradnicové osy x,

d) stejnolehlost se stfedem v poc¢atku soustavy soufadnic a s koeficientem xk = 2,
—1
e) stejnolehlost se stfedem v pocatku soustavy souradnic a s koeficientem x = -

Vyuzijte applet na GeoGebraTube: tube.geogebra.org/student/mUcqvE9uT
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6 Osova afinita

Urceni osové afinity. Charakteristika a rovnice osové afinity. Elace. Zakladni afinity.
Involuce.

6.1 Zakladni afinity

1 imi i i ZYyVa ity, jejichz v§ Zné vori
,Zakladnimi afinitami® nazyvame afinity, jejichz vSechny samodruzné body tvori
nadrovinu prostoru A,,. Priklady zakladnich afinit jsou ,0sova afinita v As“, ,j0sova
soumérnost v F£5“ nebo ,rovinova soumeérnost v E3“.

Zakladni afinita takova, ze primka spojujici vzor a obraz je rovnobéZzné s nadrovinou
)
samodruznych bodi, se nazyva ,elace®.

Obrazek 25: Osova afinita v roviné, jejiz smér je rovnobézny s jeji osou, jako priklad elace

6.2 Osova afinita v roviné

Osova afinita je urcena osou o, smérem s a charakteristikou k. Smér a charakteristika
jsou vétsinou zadéany dvojici sobé odpovidajicich bodi A, A’, viz Obr. 24l

(11

Obrazek 26: Urceni osové afinity; AA'||S, k = (A'AA;)
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PRIKLAD 6.1. V osové afinité urcené osou o a dvojici sobé odpovidajicich bodd
A, A" zobrazte bod X a pFimku p.

Reseni: Viz Obr.21.

Obrazek 27: Osova afinita v roviné, feseni prikladu

Pfi urceni obrazu bodu a primky vyuZijeme nasledujici vlastnosti osové afinity:

(1) P¥imka spojujici sobé odpovidajici body je rovnobézné se smérem afinity.

(2) Sobé odpovidajici pfimky se protinaji na ose afinity.

(3) Incidence se zachovava, tj. lezi-li bod A na pfimce p (A € p), lezi jeho obraz A’
na obrazu p’ piimky p (A" € p').

(4) Osa afinity a pfimky rovnobézné se smérem afinity jsou samodruznymi piim-

kami.

Postupujeme tak, ze sestrojime primku p = jU() a urcime jeji prusecik I s osou afinity
o. Z vlastnosti (2) vyplyva, Ze pfimka p’, kterad je obrazem piimky p, také prochézi
bodem [. 7 vlastnosti (3) pak plyne, ze p’ prochazi rovnéz bodem A’. Sestrojime
tedy pifimku p’ = A’[. Obraz bodu X, bod X', pak ur¢ime podle vlastnosti (1) jako

prisecik p’ s pfimkou jdouci bodem X rovnobézné s AA’.

Charakteristika osové afinity

Charakteristikou osové aﬁnity@ k rozumime délici pomér

(A'AAY) = &,

—
10Charakteristiku ptifazujeme kazdé zakladni afinité, ktera neni elaci. Plati = (X’ X X1), kde X; je prisecik X X’
s nadrovinou samodruznych bodd uvazované zakladni afinity.
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kde body A, A’ jsou ve vztahu ,vzor a obraz“ a bod A; je prusecik primky AA" s
osou afinity o, viz Obr.27. Jak vyplyva mimo jiné z véty [, charakteristika osové
afinity je rovna jejimu modulu, proto se xk nazyva také modul osové afinity.

Poznamka. Osovd soumérnost v roviné je zvlastnim pripadem osové afinity, jejiz

smér § je kolmy na osu o (§.Lo) a jejiz charakteristika x je rovna —1 (k = —1), viz
Obr. 2§
s |
A
l
5A1 o
A

Obrazek 28: Osova soumérnost jako osova afinita

PRIKLAD 6.2. Je ddna piimka o, trojihelnik ABC' a dvojice bodii X, X'. Sestrojte

obraz A'B'C" trojuhelnika ABC v 0sov€ afinité s osou o, v niZ je obrazem bodu X
bod X'.

Obrazek 29: Obraz trojuhelniku ABC' v osové afinité dle zadani ptikladu

Véta 7. Rovnobézné primky al|b se v 0sové afinité zobrazi opét na rovnobézné primky
a'||b’.

Diikaz. Dtikaz provedeme sporem. Predpokladame, ze obrazy rovnobéznych primek
jsou rtiznobézky. Dostaneme se do sporu s definici charakteristiky afinity. [l
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Véta 8. Deélici pomér se v 0sové afinité zachovdvd, tj. (ABC) = (A'B'C").
Dusledky véty [

1) Stted usecky se zobrazi zase na stied tsecky.

2) Zachovava se usporadani bodi na pfimce.

PRIKLAD 6.3. Je ddna piimka o a trojuhelnik ABC. Sestrojte obraz A'B'C’ troj-
thelnika ABC v takové osové afinité s osou o, aby byl trojiuhelnik A'B'C" rovno-
strannyg.

(Postup konstrukce viz http: // tube. geogebra. org/student/mni2IYHIc|)

Obrazek 30: Rovnostranny trojuhelnik A’B’C” jako obraz trojihelniku ABC' v osové afinité
Rovnice osové afinity s osou v souradnicové ose x

Odvodime si rovnice osové afinity f : X[x,y] — X'[2/,y/], ktera je dérﬂ)sou 0 :
y = 0 a dvojici bodt Ala,b] a A'[d’,V]. Pro prusecik Ajlai, bi] pfimky AA’ s osou
o (tj. s osou x) potom plati (A’AA;) = &, viz Obr. BIl Vyuzijeme nasledujici dvé
skutecnosti: (1) X'X X7 = &, (2) X € o.

ad (1) X'X X, = &
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Plati X’ = (1 — k) X3+ xX. Po dosazeni souradnic bodu X |z, y|, X'[2', v'], Xi[z1, y1]
dostaneme rovnice

"= (1 - K)x1 + KT, (66)
"= (1-K)y + Ky

T
Y
ad(2) Xy €0
Plati X; = X + k(A" — A); k € R. Po dosazeni souradnic X[z, y|, Xi[x1,0], Ala,b],
A'ld’, b'] dostaneme rovnice

vy =x+ k(d —a),

i =y+ k(O —0).

a —a
Protoze y; = 0 dostavame k£ = — m Y ; nasledné r1 =z —y T Po dosazeni za
x1 a y; do rovnic [67] dostaneme rovnice uvazované osové afinity:
a —a

S XXy

— A/

Obrazek 31: Osova afinita s osou o:y =0

Z rovnic (67) je zfejmé, Ze matice uvazované osové afinity je A = 1 (k=1 v —b

a modul této afinity je potom det A = Al

HTato rovnost charakteristiky osové afinity a jejtho modulu je na piikladu zobrazeni trojihelniku zndzornéna v Ge-
oGebra apletu https://www.geogebra.org/m/NfpQdnsH
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Véta 9. Necht P je obsah trojuhelnika ABC a P’ obsah jeho obrazu A’B'C" v osové
afinité s charakteristikou k. Potom P’ = |k| - P.

Drukaz. Dokazte nejprve pro specialni pripad, kdy je jedna strana trojuhelniku rovno-
bézna se smérem afinity, viz Obr. 32 Potom vyuzijte k diikazu vztahu pro libovolny
trojuhelnik. O

Obrazek 32: Vypocitejte pomér obsahu trojuhelnika A’'B'C" a ABC
Z vyse uvedenych vét [, [§, @ plyne, Ze osova afinita ma nasledujici invarianty:.
Invarianty osové afinity
(1) Rovnobéznost primek.
(2) Délici pomeér.
(3) Pomér obsahu obrazct.

Zakladni afinita jako involuce

,Involutorni zobrazeni“, téz ,involuce“, je kazdé zobrazeni afinniho bodového pro-
storu na sebe, které neni identitou, ale slozeno samo se sebou je identité rovno.

Zakladni afinita je involuci tehdy, kdyz neni elaci a jeji charakteristika je rovna —1.

6.3 Cviceni — Osova afinita

1. Pomoci vysledku Prikladu dokazte tvrzeni: TezZnice trojuhelnika se protinaji
v jednom bodée, ktery je déli v pomeru 1 : 2.

2. Dokazte Vétu [l
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7 SamodruzZzné body a sméry afinity

Samodruznymi body a sméry zobrazeni rozumime body a sméry, které se v zobrazuji
samy na sebe. Napfiklad oto¢eni R(.S) ma jediny samodruzny bod, stied S, a nemé
zadny samodruzny smér. Osova soumeérnost O(o0) ma celou pfimku samodruznych
bodi, osu o, a dva samodruzné sméry, jeden rovnobézny s osou o, druhy kolmy
na o (pfimky téchto smért se zobrazi na pfimky s nimi rovnobézné nebo totozné,
tj. zobrazi se na piimky se stejnymi smérovymi vektory). Stejnolehlost H(S, k) ma
jediny samodruzny bod, stfed S, ale ma vSechny sméry samodruzné (tj. kazda primka
se zobrazi na pfimku s ni rovnobéznou).

Samodruzné prvky ma smysl uvazovat jenom v pripadé, ze se uvazovany bodovy
prostor (v pfipadé sméri pak jemu prislusejici vektorovy prostor, tj. zaméfeni) zob-
razuje ,do sebe“. Nadale se omezime pouze na afinity (ty jsou dokonce zobrazenimi
uvazovaného prostoru ,na sebe“) .

7.1 Samodruzné body

Samodruznym bodem (afinity) zobrazeni rozumime bod, ktery se zobrazi sdm na
sebe, tj. pro jeho soufadnice plati X’ = X. Po dosazeni do maticové rovnice afinity
X'=A-X + B tak dostaneme

X=A X+B,

po Upravée
(I —A)- X =8B, (68)

kde I je jednotkova matice stejného radu jako A. Za rovnici (68) se skryva neho-
mogenni soustava n rovnic o n neznamych 1, s, ..., x,, soufadnicich hledanych
samodruznych bodii. Z teorie Tesitelnosti soustav linearnich rovnic vime, ze fesenim
miize byt jedna, zaddnad nebo nekoneéné mnoho usporadanych n—tic [x1, xo, . . ., x,)],
tj. jeden, zadny nebo nekone¢né mnoho samodruznych bodt. Mnozina feSeni, tj.
mnozina samodruznych bodt uvazované afinity, ma pritom charakter afinniho bo-
dového podprostoru (bod, pfimka, rovina, ...).

Vypocet souradnic samodruzného bodu si ilustrujeme na prikladu afinity v roviné.
Pokud do rovnic ([84) dosadime ' = = a y' = y je zfejmé, Ze souradnice samodruz-
nych bodi prislusné afinity jsou fesenim soustavy rovnic

(1 —ay)ry —apzrs = b

69
—a91r1 + (1 — @22)%2 = bg. ( )
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PRIKLAD 7.1. Urcete samodruné body afinity dané rovnicems

—x +4,

e
y = —y — 6.

Reseni: Dosazenim 2’ za x a v za y do danych rovnic dostaneme soustavu

2x = 4,
2y = —0,
kterd ma jediné feseni [z, y] = [2, —3]. Dan4 afinita méa tedy jediny samodruzny bod

S =2, -3l.

Poznamka. Protoze AT - A = I, kde I je jednotkova matice, jedné se o shodnost.
V tvahu tak pripada otoceni nebo stfedova soumeérnost. O tom, které z nich to je,
rozhodnou samodruzné sméry.

PRIKLAD 7.2. Urcete samodruné body afinity dané rovnicems

Reseni: Dosazenim 2’ za x a v za y do danych rovnic dostaneme soustavu

O0x =0,
2y = 0,

ktera ma tentokrat nekonecné mnoho feseni. Jsou jimi vSechny usporadané dvojice
ve tvaru [z,0]; € R. Jedna se tedy o afinitu jejiz vSechny samodruzné body lezi v
pfimce o rovnici y = 0.

Poznamka. Protoze opét plati AT - A = I, je to shodnost. V tvahu ted piipada
jedind moznost, osova soumérnost s osou v souradnicové ose .

7.2 Samodruzné sméry

Samodruznym smérem rozumime smér, ktery se v (afinnim) zobrazeni zobrazi sam
na sebe. Pro vyjadreni sméru pouzivame vektor, napt. u, fikdAme mu ,reprezentant”
tohoto sméru (takovym reprezentantem pak muZe byt kazdy jeho nasobek). Ma-li
byt smér uréeny vektorem # samodruzny, musi pro vektor @', ktery je obrazem 1,
platit @' = \d, kde \ € R.
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Poznamka. ,,Smérem“ rozumime mnozinu vSech vektoru ku; k € R vektoru u #
0, tj. jednorozmérny vektorovy prostor [u]. Vektor @ nazyvame ,reprezentantem*
tohoto sméru. Pokud chceme zohlednit orientaci, pouzijeme ,orientovany smeér®, tj.
mnozinu vSech vektoru ki, kde ale k € (0, 00).

Vime, ze zobrazeni mezi vektory z vektorového prostoru, ktery je zamérenim afinniho

bodového prostoru, v némz operuje uvazovana afinita (obecné vSak toto zobrazeni
Y

probihd mezi rtiznymi zaméfenimi riznych bodovych prostort), zajistuje tzv. ,aso-

ciovany homomorfismus® (té% ,linedrni zobrazeni®), viz definice 4 na str. [I4f.

Po dosazeni do maticové rovnice asociovaného homomorfismu @’ = A - @ tak dosta-
neme

A= A -,

po Upravée
(M —A)-u=0, (71)

kde I je jednotkova matice stejného fadu jako A a vektor @ je sloupcovy (aby bylo
definovano nasobeni A - ).

Charakteristicka rovnice, vlastni ¢islo, vlastni vektor

Za rovnici (7)) se skryva homogenni soustava n rovnic o n nezndmych g, us, . . . , Uy,
souradnicich reprezentanta hledaného samodruzného sméru. Z teorie fesitelnosti ho-
mogennich soustav linedrnich rovnic vime, Ze feSenim muze byt bud jenom nulovy
vektor 0, hovorime o ,trividlnim feSeni, nebo je FeSenim nekonec¢né mnoho vek-
torl, které tvori vektorovy podprostor. Nenulové vektory z tohoto prostoru reseni
nazyvame ,netrivialni reseni“. Protoze nulovy vektor neurcuje zadny smér, zajimaji
nas pfi vysSetfovani samodruznych smérti pouze netrivialni feSeni homogenni sou-
stavy ([I). Homogenni soustava linearnich rovnic mé i netrividlni feSeni (trivialni
ma vzdycky) pravé tehdy, kdyz je matice soustavy singularni, tj. jeji determinant je
roven nule. Afinita X’ = A - X + B mé proto samodruzné body pravé tehdy, kdyz

N — Al =0. (72)

1Zobrazeni ¢ vektorového prostoru V do vektorového prostoru V' se nazjvd homomorfismus (linedrni zobrazenf),
jestlize pro vSechna @, v € V, k € T (misto obecného télesa T muzeme uvazovat R) plati:

Uvazujme afinitu f prostoru E,. Potom ,asociovanym (tj. jednozna¢né pfifazenym) homomorfismem* afinity f
rozumime linearni zobrazeni ¢, které zobrazuje zaméreni V,, prostoru F, do sebe takto:

i=Y =X =)= fY) - f(X), (70)

kde X,Y a f(X), f(Y) jsou body z Es, @, p(t0) € Va.
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Rovnici (72)) fikdme ,charakteristicka rovnice* pfislusného homomorfismu ¢. Jedna
se o algebraickou rovnici n—tého stupné pro neznamou \. Kazdé cislo A, které je
feSenim této charakteristické rovnice, pak nazyvame ,vlastni ¢islo“ homomorfismu
o. Kazdy vektor w, pro ktery plati @' = ¢(u) = A\, nazyvame ,vlastnim vektorem*
homomorfismu ¢ (pfislusnou hodnotu A pak nazyvame ,vlastni ¢islo homomorfismu
v, odpovidajici vektoru «*). Misto vlastni vektor a vlastni ¢islo se také pouzivaji
terminy ,,charakteristicky vektor” a ,charakteristické cislo®.

Vypocet samodruznych smért si ilustrujeme na prikladu afinity v roviné. Asociovany
homomorfismus ¢ afinity f je v tomto pripadé dan soustavou

Coa)
YU = anpur + apug
/
Uy = a1U1 + QGU2,
maticové pak
/
°r up | | G111 412 uy
. / i Y
u 21 Aa22 U2
coz lze zapsat ve tvaru
—/ —
p: U =A- 1. (73)

Samodruzny smér afinity (tj. vektory téchto smért, pro které plati &' = Au) jsou
potom ,netrivialnim“ fesenim homogenni soustavy rovnic

(A —ai)u; —apug = 0
—a91U1 + ()\ — CLQQ)UQ = 0.

(74)

Homogenni soustava n linedrnich rovnic o n neznadmych ma netrivialni feseni praveé
tehdy, kdyz je determinant soustavy roven nule. Soustava (73)) ma tedy nekonecné
mnoho teSeni pravé tehdy, kdyz plati rovnost

A —an —a12

=0. 75
—a1 A — a ( )

Postup urceni samodruznych sméri afinity v roviné si nyni budeme ilustrovat na
zobrazenich pouzitych v piikladech [7.1] a [7.2
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PRIKLAD 7.3. Urcete samodruiné sméry afinity dané rovnicems

¥ = —x 44,
y' =-y—6
Reseni: Resime homogenni soustavu
()\ + 1)’LL1 = 0,
()\ + 1)’LL2 = 0,
které prislusi charakteristicka rovnice
(A+1) 0 0
0 A+1)| 7
po Upravé ve tvaru
(A+1)2=0.
Jejim jedinym fesenim je vlastni ¢islo A = —1, které dosadime do prislusné homo-

genni soustavy, abychom dostali soustavu rovnic

Ou1 = 0,

O’LLQ = 0,
jejimz feSenim je kazdy vektor ¥ = (u1,us) € R X R.
VysSetrovana afinita mé tedy vSechny sméry samodruzné.

Poznamka. Vzhledem k tomu, Ze z feSeni prikladu [Z.I] vime, Ze dand afinita je
shodnosti a mé jediny samodruzny bod S = [2,—3], po zjiSténi, Ze ma vSechny
sméry samodruzné, je mozno ucinit zavér, ze se jedna o stredovou soumérnost se
sttedem S.

PRIKLAD 7.4. Urcete samodruiné sméry afinity dané rovnicems

xr =z,
r_ —y.
Reseni: Resime homogenni soustavu
()\ — 1)U1 = 0,
()\ + 1)UQ = O,



které prislusi charakteristicka rovnice

(A—1) 0 0
0 (A+1) ’
po Upravé ve tvaru
A=1)(A+1)=0.
Charakteristickd rovnice méa dva kofeny (vlastni ¢isla) \; = 1, \y = —1, které po-

stupné dosadime do prislusné homogenni soustavy a vypocitame souradnice prislus-
nych vlastnich vektorti daného zobrazeni.

Pro Ay = 1 dostavame soustavu

Ou1 = 0,

2UQ = 0,
jejimz feSenim je kazdy vektor ©; = (u1,0) € R Samodruzny smér uréeny témito
vektory je rovnobézny s osou x (tj. s osou soumérnosti).
Pro Ay = —1 dostavame soustavu

—2U1 = 0,

O’LLQ = 0,

jejimz feSenim je kazdy vektor 5 = (0,u2) € R% SamodruZny smér uréeny témito
vektory je kolmy k ose x (tj. k ose soumérnosti).
Dané afinita mé tedy dva na sebe kolmé samodruzné sméry.
Poznamka. Zjisténi, ze dané afinita mé dva na sebe kolmé samodruzné sméry, pii-
tom jeden rovnobézny s primkou samodruznych bodt a druhy na ni kolmy, je v

souladu s poznatkem z feseni prikladu [[.2], Ze uvazovana afinita je osovou soumér-
nosti.

PRIKLAD 7.5. Zjistéte, zda existuje shodnost Es, pri které se bod K = [10;0]
zobrazi na pocatek K' = [0;0] a bod L = [25;20] na bod L' = [0;25]. V kladném
pripadé napiste rovnice tohoto zobrazeni a najdéte jeho samodruzne body a sméry.

Reseni: Zacneme tim, ze si ovéfime, zda zadané body splnuji definici shodného

zobrazeni, tj. zda |K'L'| = |KL|. V pfipadé této tlohy zvladneme ovéfeni provést
zpaméti. Vysledkem je, ze zadani vyhovuje definici shodnosti.
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Dalsi postup FeSeni tlohy si ilustrujeme pomoci zapisu v programu wxMaxima (viz
http:/ /andrejv.github.io/wxmaxima/)

(%11) A:matrix([all,al12],[a21,a22]); B:matrix([bl], [b2]);

all al2
(%ol) <a21 a22>

(%02) (g)

Rovnici X’ = A- X + B vyjadiime ve tvaru A- X + B — X' = O a dosadime soufadnice
danych dvojic bodi K, K" a L, L. Potom zapiSseme podminku (89) pro to, aby bylo
afinni zobrazeni shodnosti ve tvaru AT-A—TI = O. (V programu wxMaxima zapiSeme
jenom levé strany uvedenych rovnic. Jednotkovou matici / druhého stupné zadame
ve wxMaximé piikazem ident (2).)

(%i3) s1:A.[10,0]+B-[0,0]; s2:A.[25,20]+B-[0,25];
s3:transpose(A) .A-ident (2);

bl +10all
(703) <b2 +10 a21>

((704) bl +20al2+25all
0 b2 + 20 a22 + 25 a21 — 25

a212 +all2 —1 a21a22 + allal2
(%05) p) p)
a2l a22 +allal2 a22°+al2®—1

Vsechny prvky vyse uvedenych matic musi byt rovny nule (Pro¢?). Dostaneme tak
soustavu sedmi rovnic pro Sest neznamych a1, ais, asi, ass, b1, bo.

(%i6) rov:[s1[1,1],s1[2,1],s2[1,1],s2[2,1],83[1,1],s3[1,2],s3[2,2]];

(%06) [b1+10all,b2+10a21,b1+20al2+25all, b2+20 a22+ 25 a2l — 25, a21* +
all? —1,a21a22 + all al2, a22® + al2® — 1]

Tato soustava méa nésledujici dvé feSeni (nejedna se o soustavu linedrnich rovnic,
proto mize mit dvé feseni):

(%1i7) res:solve(rov,[all,al2,a21,a22,bl,b2]);

4 4
(%07) [[all = g,a12 = —%,a21 = g,a22 = g,bl = —8,b2 = —6],
4 4
all = —=,a12 = g,a21 _ g,a22 = 2,61 =8,62 = —6]
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Dvéma feSenim odpovidaji dvé rtizné shodnosti. Zjistili jsme tedy, ze existuji dvé
shodnosti, které prevadéji body K, L na body K’ L' (Coz se, vzhledem ke vété
o urcenosti shodného (afinniho) zobrazeni dalo ¢ekat. Pro¢?). Pokracujeme v feSeni
ulohy pro kazdou z téchto shodnosti zvlast. Pro zapis rovnic uvazovanych shodnosti
si nejprve pripravime matici RovTr, jejimiz radky jsou rovnice afinity v obecném
tvaru (tato matice neni nutnou soucasti postupu feseni, jedné se jenom o usnadnéni
vizualni prezentace rovnic v programu).

(%18) RovTr:matrix([xl=all*xx+al2x*y+bl], [yl=a2l*x+a22*y+b2]) ;

rl=al2y+allz+ 01
(7e08) <y1 = a22y + a2l x + b2>

Resenti ¢. 1:

(%19) Al:ev(A,res[1]); Bl:ev(B,res[1]);

o (1 7)

(%o10) (:2)

Prislusna shodnost ma rovnice

YU~

(%111) Ril:ev(RovTr,res[1]);

yl=5+% -~

(%o11) (

Samodruzny bod je bod, pro ktery plati X’ = X. Pro vypocet souradnic samodruz-
nych bodt daného zobrazeni tak do rovnice X’ = A - X + B (pro snazsi zpracovani
programem prepsané do tvaru A- X + B — X = 0) za X’ dosadime X a feSime
odpovidajici soustavu dvou rovnic s neznamymi x, y.

(%112) RovSB1:Al.[x,yl+Bil-[x,y]; solve([RovSB1[1,1],RovSB1[2,1]], [x,y]);
(%012) (5 5 =8

—4 4326
(%013) [[x = 5,y = —15]]

Protoze tato soustava ma jediné reseni, ma dana shodnost jediny samodruzny bod
S =1[5,—15].
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Pro vysSetfeni samodruznych smért daného zobrazeni fesime charakteristickou rov-
nici ([75)

(%114) CharM1:A1-%lambda*ident(2);
CharR1:expand(determinant (CharM1))=0;
solve(CharR1,%lambda) ;

4y 32
(%o014) (5 A 5A>
5

5

A
(%am)A?—%;4-1:0

3i—4 —3i+ﬁ
5 5

Charakteristickd rovnice nema feSeni v oboru realnych ¢isel. Dana shodnost tak
nema zadny samodruzny smeér.

(%016) [A =

;A

Protoze uvazované zobrazeni ma praveé jeden samodruzny bod a nemé zadny samod-
ruzny smeér, jedna se o otoceni se stifedem S = [5, —15].

Poznamka. K uplné identifikaci daného zobrazeni nam zbyva urcit tthel otoceni «.
Jak to udelame?

Reseni ¢. 2:
Postupujeme analogicky s feSenim ¢. 1.

(%i17) A2:ev(A,res[2]); B2:ev(B,res[2]);

)

_4
5

(%017) ( :

(%o018) ( _86>

Rovnice zobrazeni

OOt w

(%119) R2:ev(RovTr,res[2]);

xlz%y—%x—kS)

1
vrows) (1175 0t

~

5

Samodruzné body:
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(%120) RovSB2:A2.[x,y]l+B2-[x,y]; solve([RovSB2[1,1],RovSB2[2,1]], [x,y]);

3y 9z

8
%020 5 9
<00 ) < % 3530 6)

(%0021) ]

Toto zobrazeni tedy nema zadny samodruzny bod.

Samodruzné smeéry:

(%122) CharM2:A2-%lambdax*ident(2);
CharR2:expand(determinant (CharM2))=0;
solve(CharR2,%lambda) ;

—\—4 3
(%022) < 5,05 >
== A

(%023) > =1=0
(%024) (A= —1,A =1]

(%125) RovSS2:A2. [u,v]-[%lambda*u,?%lambda*v] ;

3v 4y
(%025) ( B hu— )

3
—)\U—|—?+?u

(%126) RovSS21:ev(RovSS2,%lambda=-1);
solve([RovSS21[1,1],RovSS21[2,1]1], [u,v]);

3v

u
(%026) <92 j35u> solve : dependentequationseliminated : (2)
5 U5

(%027) [[u = —=3%r1,v = %rl]]

(%128) RovSS22:ev(RovSS2,%lambda=1) ;
solve([RovSS22[1,1] ,RovSS22[2,11], [u,v]);

3v 9u

(%028) ( 2, 9 ) solve : dependentequationseliminated : (2)
5 5
Yor2
3
Zobrazeni ma dva na sebe kolmé samodruzné sméry u = (—3,1),u = (1, 3).

(%029) [[u =

v = %1r2]]

Jedné se o ,,posunuté zrcadleni®, viz str. [BQ
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Poznamka. K uplné identifikaci vysledného zobrazeni ndm zbyva urcit osu o a
vektor posunuti 7. Jak to udélame?

7.3 Homotetie, grupa homotetii

Definice 17 (Homotetie). KaZdé afinni zobrazeni, které ma vsechny sméry samod-
Tuiné, se nazyva ,homoteticke zobrazeni“, téz ,homotetie”.

Poznamka. Pro homotetie se pouziva také oznaceni ,dilatace®.

Kazda homotetie je stejnolehlost, posunuti nebo identita (tj. posunuti o nulovy
vektor). V kapitole vénované stejnolehlosti se dozvime, Ze mnozina téchto tii
shodnosti spolu s operaci skladani tvori grupu, tzv. ,,grupu homotetii“.

Poznamka. 7 vysSe uvedené existence ,,grupy homotetii“ vyplyva, ze slozenim dvou
zobrazeni z mnoziny homotetii, tj. z mnoziny {stejnolehlost, posunuti,identita},
vznikne opét jedno z téchto zobrazeni.
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8 Skladani afinnich zobrazeni

Necht f7 je afinni zobrazeni prostoru A do A’, f5 afinni zobrazeni prostoru A’ do A”.
Jestlize kazdému bodu X € A jev f; pfifazen bod f1(X) € A" abodu f;(X) pfifazen
bod f5[f1(X)] € A”, fikdme, Ze zobrazeni f prfifazujici bodu X bod f5[f1(X)] vzniklo
slozenim zobrazeni f; a fy. Zapisujeme f = fo - f1, f = fof1 nebo f = fo(f1(X)).

Véta 10. SloZenim dvou afinnich zobrazeni fi, fo vznikne afinni zobrazeni f. Zob-
razent p asociované k f wvznikne sloZenim zobrazeni i, s asociovanych po radé

k f17f2-

PRIKLAD 8.1. V prostoru Es jsou ddny dvé stiedové soumérnosti S a O. Urcete
zobrazeni Z1 = SO a Zy = OS.

PRIKLAD 8.2. V prostoru E,, je ddno posunutiT a stiedovd soumérnost S. Urcete
zobrazeni Z1 =TS a Zy = ST.

8.1 Afinni grupav A,

Véta 11 (Inverzni zobrazeni). UvaZujme afinni zobrazeni f afinniho prostoru A,
na afinni prostor A, . Necht je toto zobrazeni navic prosté (prostory A,, Al maji
stejnou dimenzi, tj. m = n). Pak k zobrazeni f existuje zobrazeni inverzni {1, které
je rovnéz afinnim zobrazenim.

Diikaz. Jsou-li B, C', D’ tii kolinearni body v prostoru A/ a plati (B, C’, D’) = ),
uvazujme vzory B,C bodu B’,C’ pii zobrazeni f a na jimi urcené piimce BC
zvolme bod D tak, Ze délici pomér (B,C, D) = X. Pak bod f(D) lezi na piimce
B'C" = f(B)f(C) a plati (B',C’, f(D)) = A. Protoze také (B',C', D) = A, je
f(D) = D’ a délici pomér (B',C", D) = (B,C, D). O

Jak vime, pojmem ,afinita® se rozumi ,vzajemné jednoznac¢né zobrazeni prostoru
A, na sebe", tj. specialni ptipad afinniho zobrazeni, kdy prostory A,, a A/ splynou.

Véta 12. Vsechny afinity prostoru A,, tvori pri obvyklém sklddani grupu, tzv. ,afinni
grupu prostoru Ay “.

Dikaz. Slozenim dvou afinit prostoru A, vznikne opét afinita prostoru A,,. K afinité
[ existuje inverzni afinita f~! (viz VétallI)). Neutralnim prvkem je potom identita.
[]
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8.2 Souvislost mezi skldAdanim afinnich zobrazeni a nasobenim matic

Pro zjednoduseni budme uvazovat pouze linedrni zobrazeni. To jsou afinni transfor-
mace s nulovym vektorem posunuti, tj. v rovnicich (??) maji by = by = 0.

PRIKLAD 8.3. Jsou ddna linedrni zobrazent f, g :
AN RH R MR EN RN
Y c d Yy Y C D Y
Urcete matici M sloZeného zobrazeni
SR H
Resend: Uvazujme situaci znazornénou na Obr.[33. Bod X[z, y] je afinitou f zobrazen

x [ X,

Xl
Obrazek 33: Skladani afinit f a g v roviné

na bod Xi[z1, 1], ten je pak afinitou g zobrazen na bod X'[z’,1/]. Tuto skute¢nost
muzeme zapsat rovnicemi

f X1 a b X g / x! A B 1
X = Xy = . X=X | = : ;
' [m] {cd] {y] ' {y] {C D] [m]

1 / . / / /
] z prvni rovnice do druhé dostavame

v I8 [0} e

Skladani afinit znazornéné Obr.[33 ale mizeme zapsat i pomoci rovnic. Plati

odkud po dosazeni za [

< 8
e

= b /:A B
T ar + 0y X11>X’: a:, ry + U1

f
X = X )
L vy = cr + dy’ y = Cxy + Dy

Potom po dosazeni za x1 a y; z prvni soustavy rovnic do druhé dostaneme

¥ oy v = A(ax+by) + B(cx+dy) = (Aa+ Be)r + (Ab+ Bd)y
"y = Clax+by) + D(cx+dy) = (Ca+ Dc)x + (Cb+ Dd)y’
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po prepsani do maticového tvaru

of v | 2| | Aa+Bc Ab+ Bd T
XA {y’}_{CajLDc Ch+Dd | |y (77)
Z porovnani ([7Q) a (77) je ziejmé, Ze pro matici M sloZené afinity g - f plati:

A B}.{a b]_{AajLBc Ab+Bd]

c Dl |ed Ca+ De Cb+ Dd (78)

|

Rovnost (78) tak pfinasi znamy algoritmus pro nasobeni dvou matic.

PRIKLAD 8.4. Resend piikladul8.3 vyuZijte ke zdivodnéni skutecnosti, Ze skldddani
afinit v roviné neni komutativni. Zobecnéte na E,.
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9 Shodnosti v roviné

Definice 18. Zobrazeni v roviné, ktere kaZdym dvema bodum X,Y prirazuje body
XY’ tak, ze
XY = |XY]

se nazyvd shodné zobrazeni v roviné (tézZ izometrické zobrazend).

Poznamka. Mtzeme téz fici, Ze shodné zobrazeni zachovava vzdalenost bodt, tj.
pro shodné zobrazeni f: X — f(X) plati:

F(X) (V)] = XY,

Véta 13. KazZdé shodné zobrazeni je prosté a afinni.

Dalsi vlastnosti shodnych zobrazeni:

1. Usedka se zobrazi na tsecku.
Poloprimka se zobrazi na polopfimku.
Primka se zobrazi na primku.
Rovnobézky se zobrazi na rovnobézky.

Uhel se zobrazi na thel s nim shodny.

=

. Polorovina se zobrazi na polorovinu.

PRIKLAD 9.1. V euklidovské roviné Ey je zvolena kartézskd soustava souradnic.
Urcete, pro které hodnoty cisel a, b existuje shodné zobrazeni roviny Es do sebe,
zobrazujict body [0,0], [2,1], [4,a] po Tadé na body [1,2], [3,1], [5,b]? Je toto shodné
zobrazent urceno jednoznacné?

Z teseni predchoziho prikladu vyplyva poznatek, ze pro jednoznacné urceni shodnosti
v roviné nesmi byt ptislusné trojice bodu kolinearni (tj. nesmi lezet v pfimce).

Véta 14 (O urcenosti shodného zobrazeni v roviné 1). Shodné zobrazeni v roviné je
jednoznacne urceno libovolnymi tremi nekolinedrnimi body K, L, M a tremi nekoli-
nedrnimi body K', L', M', které jsou po tadé jejich obrazy.

Poznamka. Jiz vime, Ze stejné véta plati pro vSechna afinni zobrazeni v roviné (viz
véta 2 o uréenosti afinniho zobrazeni na str. 29 a véta Bl o uréenosti afinity v roviné

na str. 45]).
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9.1 Rovnice shodnosti v roviné

Kazdou afinitu f v roviné mtzeme zapsat soustavou rovnic

f: 2 = anx + apy + b
Yy = anxr + axny + b,

kterou prepiseme uzitim matic do tvaru

rn]=e e 2]+ 0] 0

a strucné vyjadrime rovnici

f: X'=A - X+B. (81)

Jak pozname, ze afinita (79) je shodnosti?

Je-li tato afinita shodnosti, plati pro vSechny dvojice bodt X |[x1, x5, Y[y1, y2] a jejich

obrazy X'[z}, xb], Y[y}, vb] vztah |X'Y'| = | XY, z néhoz po dosazeni soufadnic
uvedenych bodi dostaneme
V=202 4+ (4 — 25)? = Vg — 12 + (42 — 22)°, (82)

po umocnéni obou stran na druhou

(W — 21)* + (v — 25)? = (y1 — 21)” + (y2 — 22)°. (83)

Nyni do levé strany (83) dosadime z ([9) (protoze se body X|x1, xs], Y[y1, y2] zob-
razuji v daném potadi na body X'[x], 2], Y[y}, v5], dosazujeme takto: 2} = ay1x1 +
a12T2 + b1, T = a1 + AgaTa + bo; Y = anyr + aye + b1, yu = anyi + aznys + ba).
Dostaneme rovnost

(a11y1 + a12y2 — a1y — @12$2)2 + (a21y1 + azys — g + @22$2)2 (84)

= (11 — 21)* + (g2 — 22)°,

kterou postupné upravime na tvar obsahujici vyrazy (y1 — 1) a (yo — x2). Nejprve
vytkneme spolecné koeficienty

[a11(y1 — 21) + ara(ys — 2))° + [a91(y1 — 21) + aga(ya — 22))° (85)
= (1 — 21)” + (12 — 22)%,
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potom umocnime zavorky na levé strané a zjednodusime ji na tvar polynomu s pro-
ménnymi (y; — 71) a (ya — 72)
(aiy + a3)(y1 — 21)° + 2(an1a12 + agag) (y1 — 21)(y2 — x2) + (aty + a3) (Yo — 2)°
= (y1 — 21)* + (2 — 22)*. (86)

Nyni diskutujeme, za jakych podminek je v (86) splnéna rovnost levé strany s pra-
vou stranou (vyuzijeme toho, Ze dva polynomy jsou si rovny pro vSechny hodnoty
z prislusného oboru pravé tehdy, kdyz se rovnaji koeficienty u sobé odpovidajicich
¢lentl). Zjistime tak, Ze rovnost |X'Y'| = | XY| nastava pravé tehdy, kdyz jsou pro
prvky matice A (tj. koeficienty soustavy (79)) splnény vztahy

a%l + a31 =1,

a%Q + a%Q - 17 (87)

apai + azag =0,

které lze strucné vyjadrit rovnosti

[an a21]'[a11 alzlz[l 0]. (88)

a12 @22 (21 @22 01
Odpovéd na vyse uvedenou otazku je tedy takovd, Ze rovnice ([9) je rovnici
shodnosti, pravé kdyz plati
AT A=F, (89)

kde E je jednotkova matice, jinak feceno, kdyzZ je matice A ortonormalni.

Poznamky.
1. Plati AT - A = E. Potom je ale AT = A~! a plati tedy i rovnost A - AT = E.
2. Zobrazeni, pro kterd plati |det A| = 1 nazyvame ekviafinni zobrazeni, stru¢né

ekviafinity. Je ziejmé, ze kazda shodnost je ekviafinita. Plati toto tvrzeni i obra-
cene? Muzeme Fici, ze kazda ekviafinita je shodnosti?

3. Je treba si uvédomit, ze pri shodném zobrazeni mezi euklidovskymi prostory
riznych dimenzi neni matice A ¢tvercova. Potom vyse uvedené tvahy o inverzni
matici nemaji smysl a v platnosti ziistava pouze ptivodni podminka A" - A = E.
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9.2 QOsova soumérnost

Definice 19. Necht je ddana piimka o, kterou nazyvame osa soumérnosti. Potom
pro obraz M’ libovolného bodu M této primky o plati M' = M. Ke kaZdému bodu
X, ktery neleZi na primce o, sestrojime obraz X' ndsledujicim zpusobem: Bodem
X wvedeme kolmici k na primku o a jeji patu oznacime Xo. Na poloprimce opacné
k poloprimce XoX sestrojime bod X' tak, Ze | X'Xy| = |XXo|. Takto definované
zobrazeni nazjvdme osova soumeérnost s osou o a znacime ho O(o).

Obrazek 34: Definice osové soumérnosti

Poznamky:
1. O bodech X, X' fikdme, Ze je to dvojice bodu soumérné sdruZzenych podle osy o.
2. Osova soumérnost je prikladem involutorniho zobrazeni (involuce).

PRIKLAD 9.2. Je ddna piimka p a body A, B v téZe poloroviné s hranicni prim-
kou p. Najdéte vsechny body X € p takové, Ze soucet vzddlenosti |AX| + |BX]| je
minimalni.

>

\

-~

W
\\

\
RN
VX

\

\

>

>
-t

Obrazek 35: Vyuziti osové soumérnosti ke geometrickému feseni prikladu
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Véta 15. Osovd soumérnost je shodné zobrazent.

Samodruzné body a sméry osové soumeérnosti

Kazda shodnost je unikatni svou kombinaci samodruznych bodd a smért. Pozdéji
tuto skutecnost vyuzijeme ke klasifikaci shodnosti.

Véta 16 (Alternativni definice osové soumeérnosti). Shodné zobrazent, jehoZ vsechny
samodruzné body vyplni primku o, je soumeérnost podle osy o.

Véta 17. Jestlize existuji na primce dva riuzné samodruzne body, pak kazZdy bod této
primky je samodruzny.

Véta 18. Mad-li shodnost aspon tri nekolinedrni samodruzné body, je to identita.

Véta 19. Ma-li shodnost dva riuzné samodruzné body a neni identitou, pak je osovou
SoumEernosti.

Véta 20. Samodruzné primky osové soumeérnosti jsou primky kolmé na osu soumer-
nostu.

Analytické vyjadreni osové soumérnosti O(0) v roviné

PRIKLAD 9.3. Napiste analytické vyjddieni osové soumérnosti s osou v sourad-
nicové ose T (y).

Reseni: Dle obrazku [36] je zfejmé, Ze uvedené osové soumérnosti maji nize uvedena
analyticka vyjadreni.

X'[x,-y]

Obrazek 36: Odvozeni rovnic osové soumeérnosti s osou v souradnicové ose x (y)

Osovd soumeérnost s 0sou x: Osovd soumeérnost s osou y:
r=ux r=—x
/ /
=Y y=y
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Ne vzdy je ale mozné osu soumeérnosti takto vyhodné umistit do souradnicové osy.
Proto si odvodime rovnice osové soumérnosti s obecné umisténou osou.

Osova soumérnost podle osy o dané rovnici o:ax +by+c=0

XXy
\

\

Obréazek 37: Odvozeni rovnic osové soumérnosti O(o)

Dle obrazku 37 plati

X' — X =2(Xy — X),
X() — X = k(a, b)

Z druhé rovnosti vyjadiime xyg = = + ka,yo = y + kb a dosadime je do obecné

rovnice osy o: a(x + ka) + b(y + kb) + ¢ = 0. Odsud potom vyjadiime parametr

b
= —w, ktery dosadime do rovnice
@2 + b2

X' — X = 2k(a,b).

Po tpravé a rozepsani po slozkéch dostavame rovnice osové soumérnosti O(o):

BrEwE (ax 4+ by + ¢)

2b

PRIKLAD 9.4. V eukleidovské roviné je ddna soumérnost podle primky p : 3z —
4y 4+ 1 = 0. Napiste rovnice této soumeérnosti.
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9.3 Otoceni

Definice 20. Otoceni neboli rotace je zobrazeni urcenée stredem S a orientova-
nym uhlem velikosti o, které bodu S prirazuje tyz bod S a libovolnému bodu X # S
pritazuje bod X' tak, Ze | X'S| = | X S| a orientovany tuhel X SX' md velikost p. Zob-
razeni znacime R(S,¢), bod S se nazyvd stred otoceni a orientovany uhel velikosti
© je uhel otocend.

Obrazek 38: Otoceni R(S, )

Shodnost, ktera neni ani identitou ani osovou soumérnosti, ma nejvyse jeden samod-
ruzny bod

Véta 21 (Alternativni definice otoceni). Shodnost s pravé jednim samodruznym
bodem S je otocenim; bod S je stred otoceni.

PRIKLAD 9.5. Odvodte analytické vyjddreni otoceni se stiedem v pocdtku sou-
radnicove soustavy o uhel a. Potom ukaZzte, Ze toto zobrazeni ma jediny samodruzny
bod - stred otoceni.

Reseni: Postupujeme podle obrazku 39

Vi — X
I
r |
X
yt —1— =
"
a I
Bl 4 + N
S X' X

Obréazek 39: Otoceni R([0, 0], )
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Rovnice otoceni o tthel o kolem pocatku jsou
2’ = xcosa — ysin o
Yy = xsina + ycos

Véta 22. Slozenim dvou osovych soumernosti s ruznobéznymi osami vznikne oto-
cent, jehoZ stredem je prusecik téchto os.

Véta 23. KazZdé otoceni lze sloZit ze dvou osoviych soumeérnosti, jejichZ osy jsou
ruznobézky prochdzejici stredem otoceni. Jednu z téchto os lze volit libovolné tak, Ze
prochazi stredem otoceni. Druhd je touto volbou urcena jednoznacné.

Véta 24. Otoceni se stiedem S a uhlem velikosti o prevadi primku p v primku p’
ruznobéZnou s p; pritom dva vrcholové ihly, které p a p' tvori, maji velikost c.

Analytické vyjadreni otoCeni (rotace) R(S,a) v roviné
Soufadnice stfedu: S = [sq1, $9]

v = (r —s1)cosa — (y — so)sina + 81

Y = (v —s1)sina+ (y — sg) cosa + So

Po tpravé dostaneme:

/ . .
I =2rcosa —ysina + S — S1COS™ + Sp 81N &«

y = xsina +ycosa + sy — s;sina — s9cosa

PRIKLAD 9.6. Afinni zobrazeni euklidovské roviny na sebe zobrazuje vrchol A
trojuhelniku ABC na bod B, bod B na bod C' a bod C na bod A. MuzZe to byt zobra-
zeni shodnée? Jestlize ano, napiste jeho rovnice vzhledem k vhodné zvolen€ kartézske
soustave souradnic.

9.4 Stredova soumérnost

Definice 21. Stredova soumérnost se stredem S je shodné zobrazeni, které bodu
S pritazuje tyZz bod S a libovolnému bodu X # S pritazuje bod X' tak, Ze bod S’ je
stredem usecky X X'. Zobrazeni znacime S(.9).
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Obréazek 40: Sttedova soumérnost S(S)

Poznamka. Stredovou soumérnost miizeme chapat téz jako specidlni piipad rotace

R(S, ) pro a =, tj. S(5) = R(S, 7).
Vlastnosti stfedové soumeérnosti:

1) Lze ji rozlozit na dvé osové soumeérnosti, jejichz osy jsou navzajem kolmé a pro-
chazeji stfedem soumérnosti .S; jedna z os je volitelna.

2) Vznikne slozenim libovolnych dvou osovych soumérnosti, jejichz osy jsou k sobé
kolmé (stied soumérnosti S odpovida pruseciku téchto os).

3) Je jednozna¢né urcena svym stfedem
4) Je to involutorni zobrazeni (téz involuce).
5) Stredova soumérnost je primd shodnost.

6) Stfedova soumérnost mé jediny samodruzny bod, stfed S, a vSechny sméry sa-
modruzné.

Véta 25. V soumernosti podle stredu S je obrazem kaZdée primky primka s ni rov-
nobezna. Primka, kterd prochadzi stredem S je samodruzna.

Analytické vyjadreni stfedové soumérnosti S(S) v roviné

Soufadnice stfedu: S = [sq1, $9]

= —r+ 25

/

Yy =-y+2s

Véta 26. KaZda shodnost v rovine se da sloZit z nejvyse tri osovych soumeérnosti.
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9.5 Posunuti

Definice 22. Orientovanou useckou AB je ddn vektor p = z@ Posunuti neboli
translace je zobrazeni, které kazdému bodu X roviny pFitazuje bod X' tak, Ze plati

=
XX"'=p, tj. X' = X + p. Zobrazeni znacime T (p).

goll
N

Obréazek 41: Posunuti 7 (p)

Poznamka. Posunuti (translaci) miazeme definovat téz jako shodnost, ktera vznikne
slozenim dvou osovych soumeérnosti s rovnobéznymi a riznymi osami. Smér posu-
nuti je potom kolmy na smeér téchto os a jeho velikost je rovna dvojnasobku jejich
vzdalenosti.

Veéta 27. KaZdou translaci lze slozit ze dvou osovych soumérnosti s rovnobéezZnyma
osami z nichZ jednu lze volit libovolné, kolmo na smer translace a druha je touto
volbou urcena jednoznacne.

Véta 28. Posunuti (translace) nemd Zadny samodruzny bod a zobrazuje primku do
primky s ni rovnobézné (tj. md vsechny smeéry samodruzné).

Véta 29. Necht X' je obraz libovolného (proménného) bodu X v dané translaci
T. Pak vsechny primky X X' jsou navzdjem rovnobézné a vSechny isecky X X' jsou
navzdajem shodne.

Analytické vyjadieni posunuti T(p) v roviné

Rovnice posunuti 7 (p), kde p'= (p1, p2):
=2+ p
Y =y+p
PRIKLAD 9.7. Jaké zobrazeni mize byt vysledkem skldddni dvou posunuti?
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9.6 Posunuté zrcadleni

PRIKLAD 9.8. Je ddna primka p a dva body A, B v téZe poloroviné s hranicni
primkou p. Na primce p sestrojte usecku XY délky d tak, aby soucet |AX|+ | XY |+
'Y B| byl co nejmenst.

Vime, ze kazda shodnost v roviné se da slozit z nejvyse tfi osovych soumérnosti.
V pripadech jedné a dvou osovych soumeérnosti uz mame jasno - slozenim jedné osové
soumeérnosti miize vzniknout samoziejmé jenom tato soumeérnost, slozenim dvou
osovych soumérnosti pak lze vytvorit otoceni (rtiznobézné osy), stiedovou somérnost
(kolmé osy), posunuti (rovnobézné osy) a identitu (dvé totozné osy). Kazdé z téchto
zobrazeni je zaroven unikatni svou skladbou samodruznych bodt a smért

— osova soumeérnost ma primku samodruznych bodii a dva na sebe kolmé samodruzné
SIETy,

— otoceni ma jediny samodruzny bod a zadny samodruzny smér,

— stfedova soumeérnost méa jediny samodruzny bod a vSechny sméry samodruzné,

— identita méa vSechny body i sméry samodruzné.

Pokud existuje néjaké dalsi shodné zobrazeni, nemtize mit zadny samodruzny bod
(jinak by to bylo otoceni, stfedova soumérnost, osovd soumérnost nebo identita).
Nasim tkolem je proto vysetfit, zda existuje shodné zobrazeni bez samodruz-
nych bodi, které vznikne sloZenim tii osovych soumeérnosti.

Ukaze se, ze takové zobrazeni skutecné existuje. Nazveme ho posunuté zrcadleni (téz
posunutd Soumernost).

Definice 23. Je ddna primka o. Zobrazent sloZené€ z posunuti ve sméru primky o a
0s0v€ soumeérnosti podle osy o se nazyvd posunuté zrcadleni (té€Z posunutd soumer-
nost).

X
+
p
0
X, X'
+ +

Obrazek 42: Posunuté zrcadleni Z : X — X’
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Veéta 30. Posunutée zrcadleni se da sloZit z osové a stredové soumeérnosti, pricemz
stred stredove soumérnosti nelezZi na ose 0sové soumernosti.

Véta 31. Posunuté zrcadleni nemd samodruzné body.

PRIKLAD 9.9. Necht AB, A'B’ jsou riznobéiné a shodné usecky. Dokaste, Ze

existuje posunuté zrcadleni nebo osova soumernost, které prevadeji body A, B po
radé v body A', B'.

Reseni:

Obrazek 43: Posunuté zrcadleni Z : AB — A'B’

Analytické vyjadreni posunutého zrcadleni

_ y
X=Txy]
0 ‘ 0 ‘ X
-4 -2 0 2
5 — (plv 0)
X1=[x4.94] X'=[x"y'1=[x+p .-yl

Obréazek 44: Posunuté zrcadleni Z : X — X’

Posunuté zrcadleni dané osou soumérnosti v ose = a vektorem posunuti g = (p1,0)

(viz Obr. [44)

Z: 1 =a+p,

/

y=-Y
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9.7 Shodnosti v roviné — Cvicdeni
Cviceni — Osova soumérnost

4. Napiste rovnice soumérnosti podle piimky o: 2z — 3y + 1 = 0.
5. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dan obvod o = 12c¢m a thly a = 60°, § = 45°.
6. Dokazte Vivianiho vétu.

Véta 32 (Vivianiho véta). V rovnostranném trojuhelniku je hodnota souctu vzddle-
nosti libovolného bodu od stran trojuhelniku konstantni, nezdvisla na poloze bodu.

7. Jsou dany dvé riznobézky p, ¢ a bod A mimo né. Najdéte body B € p, C € q
tak, aby obvod trojuhelniku ABC' byl minimalni.

8. Reste Fagnantiv problém: ,Danému ostrotihlému trojihelniku vepiste troji-
helnik o nejmensim obvodu.*

9. Sestrojte konvexni ¢tyrihelnik ABCD se stranami dané velikosti, je-li — AC
osou vnitiniho thlu pfi vrcholu A.

10. Sestrojte ¢tverec ABC D, je-li dano a + e = 10cm.
11. Sestrojte obdélnik ABCD, je-li dano e = 7em, a — b = 1em.

12. Sestrojte lichobéznik ABCD (AB||CD), je-li dano b = 3cm, ¢ = 2.5¢m, d =
2.6cm, o — B = 20°.

13. Mascheroniova konstrukce. Je dana kruznice k(S;7); déle je dana dvéma
body A, B (body nelezi na kruznici) jeji secna p, kterd neprochéazi stfedem S.
Sestrojte priseciky primky p s kruznici k, aniz pritom pouzijete pravitka.

14. Dokazte, ze body soumérné sdruzené s prusecikem vysek podle stran trojuhel-
nika, lezi na kruznici trojuhelniku opsané.

15. Dokazte nasledujici vétu

Véta 33. V kazZdem trojuhelniku deéli osa libovolného vnitrniho uhlu protéjsi stranu
v pomeru stran prilehlych.

16. Napiste rovnice osové soumérnosti, zobrazujici pocatek na bod [1, 5].

17. Je déna ptfimka p a dvé kruznice ki, ko oddélené primkou p. Sestrojte rovno-
stranny trojuhelnik tak, aby na kazdé z kruznic kq, ko byl jeden vrchol a jedna z
vysek lezela na primce p.
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18. Jsou dany tii riizné primky p1, po, p3, prochazejici bodem S; na primce p; je dan
bod A # S. Sestrojte trojuhelnik ABC jehoz osy vnitinich hld lezi v pfimkach pq,
P2, P3.

19. Jsou dany tii piimky o1, 09, 03 prochéazejici bodem O. Na 0, dan bod A;. Se-
strojte AABC tak, aby o1, 09, 03 byly osami jeho stran a bod A; stfedem strany
BC.

20. Jsou dany body X, Y a pfimka p, kterd je oddéluje. Sestrojte rovnoramenny
trojuhelnik ABC, jehoz hlavnim vrcholem je bod C, osou soumérnosti ptimka p a

jehoz ramena maji danou velikost a. P¥imka AC' necht prochézi bodem X a piimka
BC bodem Y.

21. Je dana piimka p a body A, B, lezici ve stejné poloroviné s hrani¢ni ptimkou p.
Sestrojte bod X € p tak, aby |£ZAXp| = 2|£BXp|.

22. Jsou dany body A, B, C a ptimka p kolma k pfimce AB tak, Ze prochazi bodem
C a body A, B lezi v téze poloroviné urcené primkou p. Sestrojte na primce p takovy
bod X, aby z ného byla vidét tisecka AB pod stejnym thlem jako tsecka BC.

23. Obrazy stfedu S kruznice opsané trojuhelniku ABC v osovych soumérnostech
podle primek BC, AC, AB jsou vrcholy trojuhelniku A, B;C. Dokazte, zZe je tento
trojuhelnik shodny s trojihelnikem ABC.

Otoceni

24. Jsou dany dvé shodné tsecky AB, C'D. Urcete otoceeni, které zobrazi A na C
a BnalD. [2]

25. Je dana kruznice k(S;r) abod P # S. Bodem P vedte pfimku, na které kruznice
vytind usecku dané velikosti d.

26. Jsou dany rtizné rovnobézné primky a,b,c a bod A, ktery lezi na primce a.
Sestrojte vSechny rovnostranné trojuhelniky ABC, jejichz vrcholy B, C' lezi po fadé
na primkach b, c.

27. Je déna kruznice k(S;3cm) a bod A (|SA| = 1.5em). Sestrojte vsechny tétivy
XY kruznice k o délce 5.5¢m, které prochéazeji bodem A.

28. Je dana kruznice k(S;r), bod B a usecka délky d (d < 2r). Sestrojte tétivu XY
kruznice k délky d tak, aby byla vidét z bodu B pod thlem 60°.

Otoceni - Ulohy na doméaci ptipravu
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29. Jsou dany dvé rovnobézné primky a, b a mimo né bod C'. Sestrojte rovnostranny
trojuhelnik ABC tak, aby jeho vrcholy A, B lezely po radé na ptimkach a, b.

30. Jsou dany kruznice k, pfimka p a bod A lezici vné k. Sestrojte rovnostranny
trojuhelnik s vrcholem v bodé A tak, aby zbyvajici vrcholy lezely na k a na p.

31. Pti odvalovani kruznice po pirimce se body soustavy spojené s kruznici pohybuji
po trajektoriich, kterym se fika cykloidy. Rozlisujeme tii typy cykloid, v zavislosti
na tom, zda bod lezi vné, na nebo uvniti kruznice. Zobrazte tyto kiivky pomoci
programu GeoGebra.

Stredova soumérnost

32. Je déna kruznice k(O;r) a pfimka p, kterd ma od stiedu O vzdalenost v > 0;
dale je dan bod S, ktery lezi uvniti poloroviny pO. Sestrojte tisecku se stfedem S,
kterda ma krajni body K, P po fadé na kruznici k£ a na primce p.

33. Je dana kruznice k(S,7). Bodem P, ktery lezi vné kruznice k, vedte ptimku p,
kterda protind kruznici v bodech A, B tak, ze A je stfedem tsecky BP.

34. Je dan thel AV B a bod S jeho vnittku. Sestrojte na rameni VA bod X a na
rameni V' B bod Y tak, aby bod S byl sttedem tisecky XY.

35. Je déna usecka AA; (JAA;| = 5em). Sestrojte vSechny trojihelniky ABC, pro
které je AA; téznici t, a pro které plati: ¢ = 4em, b = Tem.

36. Je dana usecka AA; (JAA;| = 5em). Sestrojte vSechny trojihelniky ABC, pro
které je AA; téznici t, a pro které plati: v = 45°, 5 = 60°.

37. Jsou dany dvé kruznice kq, ko, které se protinaji ve dvou bodech () a R. Bodem

QQ vedte piimku, kterd vytind na obou kruznicich tétivy stejné délky.

Stredova soumeérnost - Ulohy na domaci pripravu

38. Je dan trojuhelnik ABC' a jeho vnitini bod M. Sestrojte vSechny usecky XY
se stfedem M a s krajnimi body X, Y na hranici trojuhelniku.

39. Vepiste danému rovnobézniku ABC' D c¢tverec XY UV tak, aby na kazdé strané
rovnobézniku lezel jeden vrchol ¢tverce.

40. Je dan thel AV B a bod S jeho vnittku. Sestrojte na rameni VA bod X a
na rameni VB bod Y tak, aby XY.S byl rovnoramenny pravouhly trojihelnik s
preponou XY.

41. Je dana tsecka AA;; |[AA;| = 4.5¢m. Sestrojte vSechny pravouhlé trojuhelniky
ABC' s pravym thlem pti vrcholu C, v nichz AA; je téznici ¢, a t, = 6cm.
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Posunuti

42. Jsou dany primka p a dvé nesoustfedné kruznice ki(Si,71), ko(S2,72). Vedte
primku rovnobéznou s primkou p tak, aby na ni kruznice ki, ks vytinaly shodné
tetivy.

43. Sestrojte ¢tytuhelnik ABC D, jehoz thlopticky sviraji pravy thel, jsou-li dany
velikosti uhlopficek |AC| = e, |BD| = f a velikosti uhla |[ZABC| = 90°, |[ZADC| =
J.

44. Sestrojte lichobéznik, jsou-li dany velikosti jeho stran a, b, ¢, d.

45. Sestrojte ¢tyfuhelnik ABC D, jsou-li dany velikosti jeho stran |AB| = a, |BC| =
b,|CD|=c,|DA| = d a odchylka w primek AD, BC.

46. Sestrojte rovnobéznik, jsou-li dany délky jeho stran a velikost (thlu jeho thlo-
pricek.

47. Sestrojte lichobéznik ABC' D, jsou-li dany délky obou jeho zékladen a, ¢ a obou
jeho uhlopricek e, f.

48. Jsou dany dvé rtiznobézky a, b a tsecka délky r. Sestrojte vSechny kruznice k se
stfedem na primce a, polomérem r, které na primce b vytinaji tétivu délky r.

Posunuté zrcadleni

49. Jsou dany dvé ruznobézky a,b a na nich dva body A # B (A na a, B na b).
Urcete bod X na a a bod Y na b tak, aby platilo |AX| = |BY| a dale aby:

a) XY||p, kde p je dand piimka; [1]
b) XY =d, kde d je pfedem dana tsecka; [1]

c) stied tsecky XY lezel na dané piimce ¢q. [1]
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10 Grupa shodnosti eukleidovského prostoru

Véta 34. KazZdou shodnost v roviné lze sloZit z nejvyse tri osovych soumérnostz’.

10.1 Skladani shodnych zobrazeni

(a) Pfimou shodnost 1ze rozlozit v sudy pocet osovych soumérnosti, nepiimou shod-
nost v lichy pocet osovych soumérnosti.

(b) Slozime-li dvé shodnosti ptimé nebo dvé shodnosti nepfimé, dostaneme shodnost
primou; slozime-li shodnost pfimou a nepfimou, vznikne shodnost neptrima.

10.2 Grupa shodnosti v roviné

Poznatky ziskané reSenim vyse uvedenych prikladii nasvédcuji tomu, ze mnoZina
shodnosti v roviné spolu s operaci skladani zobrazeni tvori grupu. Nékteré podmno-
ziny mnoziny shodnosti navic tvofi spolu s operaci skladani zobrazeni podgrupy.

PRIKLAD 10.1. Ovéite ndsledujict turzeni:

(a) Viechny shodnosti v roviné tvori grupu Gg.

(b) Vsechny primé shodnosti tvori podgrupu G'g grupy Gs.

(¢c) MnoZina véech translaci doplnénd identitou, tvori grupu, kterd je podgrupou
grupy primych shodnosti.

(d) Mnozina vsech translaci a stredovych soumérnosti, doplnénd identitou, tvori

podgrupu grupy G's.

PRIKLAD 10.2. Trojihelnik ABC byl preveden otocenim daného smyslu se stie-
dem S a uhlem velikosti w = 120° v trojuhelnik A1B,C1, ktery byl ddle preveden
posunutim T (A1 — Ay) v trojuhelnik AsByCy. Urcete otocent, které prevddi primo
NABC v AAQBQCQ.

PRIKLAD 10.3. Je ddn rovnostranny trojihelnik ABC. Najdéte vsechny shod-
nosti, ktere prevadéji tento trojuhelnik do ného samého. Zkoumejte viastnosti mno-
Ziny téchto shodnosti spolu s operaci skladdani shodnosti.

2vig téz str. [[8, véta 26
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10.3 Klasifikace shodnosti roviny

Cilem klasifikace shodnosti v roviné (obecné afinnich zobrazeni v prostoru A,) je
ziskat Gplny (vycerpéavajici) prehled téchto zobrazeni a jejich analytickych vyjadieni.
Postupujeme od obecné podoby rovnice zobrazeni. Z té analyzou vSech moznych
konfiguraci samodruznych bodd a sméri, které toto zobrazeni ptripousti, dostaneme
uplny prehled vsech jeho variant.

Myslenka uplné klasifikace shodnosti: Klasifikace shodnosti roviny je zaloZena
na zkoumani moznych samodruznych bodt a smért zobrazeni, které je dano rovnici
(soustavou linedrnich rovnic)

fi X'=A-X+B. (90)

Tento postup si nejprve ilustrujeme fesenim nasledujiciho prikladu, poté provedeme
obecnou klasifikaci shodnosti roviny FEs, viz str. @Il a trojrozmérného prostoru Es,
viz str. 90l

PRIKLAD 10.4. Zjistéte, zda existuje shodnost E,, pri které se bod K = [10;0]
zobrazi na pocatek K' = [0;0] a bod L = [25;20] na bod L' = [0;25]. V kladném
pripadé napiste rovnice tohoto zobrazeni a najdéte jeho samodruzne body.

Nez zacneme aplikovat nize uvedeny postup, stoji za to si u takovychto tloh ovérit,
zda je viibec splnéna definice shodného zobrazeni, tj. zda |K'L'| = |KL|.

Resent v programu wrMazima:

Definujeme obecnou podobu matic A, B z rovnice (O0).

(%130) A:matrix([all,al2],[a21,a22]); b:matrix([bl], [b2]);

all al2
(7030) <a21 a22>

(%031) (2;)

Do rovnice (@0) dosadime dané body a jejich obrazy, dostaneme dvojice rovnic s1 a
s2. Treti skupinu rovnic s3 dostaneme z podminky A7 - A — I = 0.

(%i32) s1:A.[10,0]+b-[0,0]; s2:A.[25,20]+b-[0,25];
s3:transpose(A) .A-ident (2);

bl + 10411
(7032) <52 +10 a21>
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bl 4+ 20al2 + 25all
(7o033) (bQ +20a22 + 25421 — 25)

(%034) a21? +all> =1 a21a22 +allal2
0 a21a22 +allal2 a222+al22 —1

Dohromady tak mame soustavu sedmi rovnic o Sesti naznamych all, al2, a2i,
a22, bl, b2.

(%1i35) rov:[si[1,1],s1[2,1],s2[1,1],s2([2,1],s3[1,1],s3[1,2],s3([2,2]];

(%035) [b1+10all,b2+10a21,b1+20al2+25all, b2+ 20 a22+ 25 a2l — 25, a21* +
all® — 1,421 a22 + all al2, a22® + a12® — 1]

Soustavu mé dvé FeSeni (nejedné se o soustavu linearnich rovnic, proto miZe mit
dvé FeSeni).

(%136) res:solve(rov,[all,al2,a21,a22,bl,b2]);

4 4
(%036) [[a11 = +,a12 = —%,an _ g,a22 = b= 802 = 6], [all =
4 4
=S =2 a2 =t =8 2= g
5 5 5 5

Dvéma feSenim odpovidaji dvé rtizné shodnosti. Zjistili jsme tedy, ze existuji dvé
shodnosti, které prevadéji body K, L na body K’/ L’ (coz se, vzhledem ke vété o
urcenosti shodného (afinniho) zobrazeni dalo ¢ekat). Pokrac¢ujeme v feSeni tlohy
pro kazdou z téchto shodnosti zvlast. Nejprve si pfipravime matici RovTr pro zapis
rovnic uvazovanych shodnosti (neni nutnou soucasti postupu reseni, jedna se jenom
o usnadnéni vizualni prezentace rovnic v programu).

(%137) RovTr:matrix([xl=all*x+al2x*y+bl], [yl=a2l*x+a22*y+b2]) ;

rl=al2y+allz+ 01
(72037) <y1 = a22y + a2l x + b2>

I. Shodnost dana rovnicemi

4
x1:_x_3_y_8
! )

3 4

Definujeme matice A1, B1 tohoto zobrazeni a zapiseme jeho rovnice.
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(%138) Al:ev(A,res[1]); Bl:ev(b,res[1]);

(%038) ( _%)

(%039) <:2>

(%140) R1l:ev(RovTr,res[1]);

rl=- 4 _3g
<%o4o>( S )

Samodruzné body najdeme feSenim rovnice X = A - X + B, pro snazsi zpracovani

(SR [SLIG N
(AT

programem piepsané do tvaru A- X + B — X = 0.

(%141) RovSB1:A1l.[x,yl+Bil-[x,y]; solve([RovSB1[1,1],RovSB1[2,1]], [x,y]);

o (1473
(%042) [[x =5,y = —15]]

Uvazované shodné zobrazeni ma tedy jediny samodruzny bod S = [5, —15].

Pro uréeni samodruznych smért fesime charakteristickou rovnici (75) homomorfismu
asociovaného s danym shodnym zobrazenim.

(%143) CharAl:Al1-Y%lambdaxident(2);
CharR1:expand(determinant (CharAl))=0;
solve(CharR1,%lambda) ;

4\ =32
(%043) (5 3 4 5)\)
5 5

A
(%044) AQ—%—i—l:O

31 —4 31+4
A= ]
5 5
Charakteristickd rovnice nema realné kotreny. To znamend, Ze uvazované shodné
zobrazeni nema samodruzné smeéry.

(%045) [A = —

Protoze uvazované zobrazeni ma pravé jeden samodruzny bod a neméa zadny samod-
ruzny smér, jedna se o OTOCENT.
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II. Shodnost dana rovnicemi

4x 3y
l=——+—7+38
T 5+5+

3z 4y
l=—+—-6
Y5 TS

Definujeme matice A2, B2 tohoto zobrazeni a zapiseme jeho rovnice.

(%i46) A2:ev(A,res[2]); B2:ev(b,res[2]);

(%046) (—% %)

3
5

(%04T) ( _86>

(%148) R2:ev(RovTr,res[2]);

xlz?’y—%ﬂ—I—S)

<%o48>( -
yl=35+5—

Samodruzné body najdeme feSenim rovnice X = A - X + B, pro snazsi zpracovani
programem piepsané do tvaru A- X + B — X = 0.

(%149) RovSB2:A2.[x,y]l+B2-[x,y]; solve([RovSB2[1,1],RovSB2[2,1]], [x,y]);

3y _ 9z 4 g
%049 ( 5 5x+ >
(7050) ]

Uvazované shodné zobrazeni tedy nemé zadny samodruzny bod.

Pro uréeni samodruznych smért fesime charakteristickou rovnici (75) homomorfismu
asociovaného s danym shodnym zobrazenim.

(%151) CharA2:A2-%lambdax*xident(2);
CharR2:expand(determinant (CharA2))=0;
solve(CharR2,%lambda) ;

A_4 3
(76051) ( A é_iA>
) )
(%052) \* =1 =0
(%053) (A= —1,\ = 1]
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Charakteristicka rovnice mé dva realné kofeny (vlastni ¢isla). Kazdému z nich od-
povida jeden vlastni (charakteristicky) vektor uréujici samodruzny smér. Postupné
dosadime ziskand vlastni ¢isla A do soustavy (jeji matice) ([74]) a fesime.

(%154) RovSS2:A2. [u,v]-[%lambda*u,’lambdax*v];
3v 4y
30 \q — du
5 5

oo (3,740 %)

(%155) RovSS21:ev(RovSS2,%lambda=-1);
solve([RovSS21[1,1],RovSS21[2,11], [u,v]);

3v L u
(%055) <92 _:_35u> solve : dependentequationseliminated : (2)
5 ' 5

(%056) [[u=—3%r3,v = %3]

Prvni samodruzny smér je urcen vektorem u; = (—3,1).

(%157) RovSS22:ev(RovSS2,%lambda=1);
solve([RovSS22[1,1] ,RovSS22([2,11], [u,v]);

3v _ du
(%057) ( 2, 3 ) solve : dependentequationseliminated : (2)
5 5
%ord
(%058) [[u = O;: v = Y%rd]]

Druhy samodruzny smér je urcen vektorem iy = (1, 3).

Protoze uvazované zobrazeni nema zadny samodruzny bod a mé dva (na sebe kolmé)

samodruzné sméry, jedna se o POSUNUTE ZRCADLENI.

Klasifikace shodnosti roviny

7 podminky AT - A = E plyne, ze afinni zobrazeni uréené rovnicemi

¥ = anr + apy + b

/

Yy = anxr + axny + by,

je shodnosti prave tehdy, kdyz plati nasledujici rovnosti:

9 9 9 9
aj; + a3 =ajy+az =1

a11012 + A21G22 = a12G11 + agpaz; =0
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Potom je zfejmé, ze existuje thel a € (0°; 360°) takovy, ze lze napsat

a1; = COSs«,
as1 = sinaq,
12 COS QL + agg sina = 0,
(99 = ECOSQ,
a1s = —esina,kde e = +£1.
Hodnota € urcuje, zda se jedna o shodnost pfimou (¢ = 1) nebo nepfimou (¢ = —1).

I. Pfimé shodnosti
Kazdou primou shodnost v roviné miizeme vyjadrit rovnicemi ve tvaru
rp = x1cosa — mxesina + by

xh = mpsina + x9cosa + by

Samodruzné body
Samodruzné body pfimé shodnosti jsou feSenim soustavy rovnic

r1(1 —cosa) + xosina = by

_xlsinOé+x2<1—COSO[) = b2, (91)

Nejprve nas bude zajimat prima shodnost v roviné, kterd ma pravé jeden samod-
ruzny bod. Soustava (@I) mé pravé jedno feSeni, pokud je regularni, tj. pokud pro
jeji determinant plati

(1 — cosa), sin «
—sina, (1 —cosa)

£0.

Po tipravé dostaneme
2(1 —cosa) # 0,

coz vede k podmince
cosa # 1.

Tak dostavame
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1) OTOCENI (ROTACI).

Staci volit pocatek soustavy souradné v onom jediném samodruzném bodé a dosta-
neme znamé vyjadreni rotace kolem pocatku o thel a:

Ty = r1cosa — rasina

Ty = r18in @ + T COS

Samodruzné sméry

Samodruzné sméry (tj. vektory téchto smérti) ptimé shodnosti jsou netrivialnim
feSenim soustavy homogennich rovnic

u (A —cosa) +uzsina = 0

—up sina + ug(A —cosa) = 0. (92)

Ta mé netrivialni (tj. nekoneéné mnoho) feseni pravé tehdy, kdyz je splnéna cha-
rakteristickd rovnice primé shodnosti v roviné

(A — cosa), sin «

—sina, (A—cosa)| 0 (93)

Upravou (03) dostaneme rovnici

2

(A —cosa)? +sin’ a = 0,

ktera je splnéna za predpokladu, ze sina = 0 a zaroven cosa = 1 = A nebo cosa =
—1 = \. Pro cosa = —1 tak dostavame

2) STREDOVOU SOUMERNOST

s analytickym vyjadfenim
vy = —11 + b
SCIQ = —XT9 + bg.
Za podminky, Ze cosa = 1 dostaneme, pro by = by = 0,

3) IDENTITU

T, = 1
Th = X9
a pro by # 0V by # 0 dostavame
4) POSUNUTI
56/1 = x1 + bl
$’2 = X9 —+ bg
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II. Nepfimé shodnosti
Kazdou neptfimou shodnost v roviné mtizeme vyjadrit rovnicemi ve tvaru

rp = xicosa + mesina + by
rh = wysina — x9cosa + bs.

Samodruzné sméry

K vySetreni nepfimych shodnosti pouzijeme samodruzné sméry. ReSenim charakte-
ristické rovnice

(A —cosa), —sina _0 (94)
—sina, (A +cosa) ’
dostaneme podminku
A= +1,

ktera odpovida tomu, ze uvazované zobrazeni ma dva navzajem kolmé samodruzné
smery. Jeden, pro A = 1, se zachovava, druhy, pro A = —1, se méni v opacny. Volme
soustavu soutfadnou tak, aby osa x méla smér odpovidajici A = 1. Smér osy y pak
ziejmé odpovida A = —1. Potom je nepiimé shodnost popsana rovnicemi

$’1 = r1 + b1

/
Ty = —T2 -+ bg.

Pokud je by = 0, ma uvazované zobrazeni pfimku samodruZznych bodt a jedna
se tedy o

5) OSOVOU SOUMERNOST

R
/
Ty = —T2 -+ bg.

Pokud je ale b; # 0, ma pouze samodruznou primku a jedna se o

6) POSUNUTE ZRCADLENI.
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10.4 Cviceni — Shodnosti v roviné

50. Urcete parametr s tak, aby existovala shodnost roviny zobrazujici body [0, 0], [3, 4]
po fadé na body [5,0], [9, s]. NapiSte rovnice tohoto zobrazeni a souradnice obrazu
bodu [5,0]. [2]

3
51. Urcete a, b, c tak, aby rovnice ' = i +by+1, oy =ax+cy—1vyjadiovaly
shodnost. [3]

52. Shodné zobrazeni euklidovské roviny do euklidovského prostoru je dano vzhle-
dem ke kartézskym soustavam soutradnic rovnicemi

/ 1 / 1 /

a) T =x—|—§y—|—1,y :ax+§y—1,z =bx + cy + 3,
1

b) ' =x + by — 2, y’=§y+1, 2 =ax+cy— 3.

Urcete koeficienty a, b, c.

53. Najdéte soufadnice obrazu bodu B = [1,2] v otoceni v E5 kolem stfedu S =
[3, —4] o thel o = 420°. NapiSte rovnice této shodnosti.

54. Urcete p, q tak, aby existovala shodnost zobrazujici body [3, 0], [1,2], [-1, —1] po
fadé na body [1, 4], [p, 2], [2, ¢]. Najdéte samodruzné body a sméry tohoto zobrazeni.

55. Napiste rovnice stfedové soumérnosti v Fy podle stiedu S = [—4, 5].

56. Napiste rovnice shodnosti roviny FEs, ktera vznikne slozenim tii osovych sou-
mérnosti s osami o rovnicich: z =0, y =0, x — 2y = 0.

57. Rotace kolem bodu S = [2;1] v E5 zobrazuje bod A = [1;1] na bod A’. Najdéte

souradnice bodu A’, jestlize pro tihel rotace a plati o = %ﬂ'.

58. Najdéte soufadnice stfedu a thel rotace, kterd je dana rovnicemi: ' = %:c —
%y—l—l, Yy = %x—i—%y—Q.

59. Najdéte rovnice obrazu ptimky p v rotaci v Ey kolem stfedu S = [—2;1] o thel
a=g, jestlizep:z—y+1=0.
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10.5 Klasifikace shodnosti prostoru E3

Véta 35. KazZde shodné zobrazeni v prostoru Eg lze slozit z nejuyse ctyr rovinovych
SoumErnosti.

Neéktera shodna zobrazeni v prostoru:

e Otoceni kolem osy

e Posunuti

e Osova soumeérnost

e Stredova soumeérnost

e Sroubovy pohyb (torze)

Postup klasifikace shodnosti v trojrozmérném prostoru lze necekané zjednodusit.
Vhodné umisténi soustavy soutradnic ndm dovoli vyuzivat poznatky z klasifikace
shodnosti v roviné.

Kazdé shodné zobrazeni f v prostoru muzeme zapsat soustavou rovnic

f: 56/1 = a11r1 + a12T9 + aizry -+ bl
rh = anr1 + axprs + axrs + by
/
Ty = a3171 + as3a2x9 + a33x3 + bg,

kterou lze uzitim matic prepsat do tvaru

/
Xy ailp a1z ais T by
) -
I Ty | = | a1 age ags | - | x2 | + | bo
/
T as; asy ass T3 b3

a pak strucné vyjadrit rovnici

fi X'=A X +B. (95)

Stejné jako v roviné i v prostoru plati, Ze (@5) je shodnosti pravé tehdy, kdyz je
AT A=E, (96)

Dilezitou skutecnosti je, ze charakteristickd rovnice tohoto zobrazeni, ktera se da
struc¢né zapsat ve tvaru

det (A — AE) = 0, (97)
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kde E je jednotkova matice, je algebraickou rovnici tfetiho stupné vzhledem k
neznamé \. Vzhledem k tomu, ze imaginarni koreny se vyskytuji vzdy ve dvojicich
(navzédjem komplexné sdruzenych ¢isel), mé algebraicka rovnice tietiho stupné vzdy
alesponi jeden koten redlny. V piipadé rovnice (@) ho oznaéme \g. Shodnost v Ej
mé tak vzdy alesponl jeden samodruzny smér @; @' = Mgu. V pripadé shodnosti
se zachovava velikost vektoru, tj. plati ||d'|| = || \ot|| = ||@]||. Potom je zfejmé, Ze
hodnota Ay bude 1 nebo —1. Pfedpokladejme, ze vektor @ je jednotkovy a volme
soustavu souradnou tak, aby méla osa z smér tohoto vektoru. Pti takto zvolené
soustavé soufadné se rovnice shodnosti zjednodusi na tvar

l’/l = 1171 + a12T9 + bl
I"g = @11 + ag9Ts + b
rh = + z3 + bs.

Potom je pozadavek, aby byla matice tohoto zobrazeni

a;r a2 0O
a1 az O
0O 0 =1

ortonormalni, splnén pravé tehdy, kdyz je ortonormalni matice
air a2
as ag |
To je ale tloha, kterou jsme Tesili pii klasifikaci shodnosti v roviné. Vime tedy, ze pfi

vhodné volbé os x,y pripadaji v tvahu nasledujici moznosti, jak mize tato matice
vypadat:

10 -1 0 1 0 cosa —sino | 10 sina £ 0
011}’ 0 —11|’ 0 —1 |’ sina  cos« » P ’

Ke kazdé z téchto matic existuji dvé soustavy rovnic (protoze uvazujeme +z). Po-
souzenim mnozin samodruznych bodia prislusnych zobrazeni a vhodnymi volbami
soustavy soufadné se dobereme k vysledné klasifikaci:

1) IDENTITA (b, = by = b3 = 0) nebo POSUNUTI

56/1 = x1 + bl

$’2 = X9 —+ bg
!

Ly = XT3 + bg.

2) SOUMERNOST PODLE ROVINY (b, = by = 0) nebo
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SOUMERNOST PODLE ROVINY slozena s POSUNUTIM podél této roviny

SUll = r1 + bl

$’2 = To —+ bg
!

Ly = —I3 + bg.

3) SOUMERNOST PODLE OSY rovnobézné se z (b = 0) nebo
SOUMERNOST PODLE OSY rovnobé&zné se z slozena s POSUNUTIM podél této

Oosy
$’1 = —x —+ b1
$/2 = —X9 —+ bg
SC% = T3 + bg.
4) STREDOVA SOUMERNOST
SCll = —xr1 + bl
SC’Q = —X9 -+ b2
$,3 = —T3 + bg.

5) OTOCENI kolem osy rovnobézné se z (b3 = 0) nebo
OTOCENTI kolem osy rovnobézné se z slozené s POSUNUTIM podél této osy

ry = T1cosa — xpsina + by
rh = x1sina + wgcosa + by
/

T3 = r3 + bs.

6) OTOCENI kolem osy rovnobézné se z slozené se SOUMERNOSTTI podle roviny
kolmé k této ose

ry; = x1c0sa — xgsina + by
rh = xysina 4+ wocosa + by

Poznamky.

1. Kazda priméa shodnost v prostoru se da slozit z otoceni kolem pfimky a posu-
nuti podél této primky. Potom miizeme tici, ze kazda dveé shodné télesa v prostoru
mizeme ztotoznit posunutim, oto¢enim nebo sroubovym pohybem.

2. Neptfima shodnost se dostane z primé pridanim soumeérnosti podle roviny.
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10.6 Cviceni — Shodnosti prostoru E3

60. Ovérte, Ze rovnicemi

+iz+ 2

1 2 2 9
—r——y+ =z
37 T 3Y T3y
2 1 2 2
3" 7 3Y 73773
2 2 1 2
2= ——x—-y—=z+4-=
37 T 3Y T 37Ty

je dano shodné zobrazeni E3 na sebe, najdéte jeho samodruzné body a sméry.

61. Napiste rovnice posunuti v E3, v némz se bod M = [-2, 3, 1] zobrazi na bod
M’ = [5,0, —4]. Najdéte soufadnice obrazu bodu A = [1, 1, 1] v tomto posunuti.

10.7 Shodna zobrazeni v prostoru E,

Veéta 36. Ke kaZde shodnosti f v E,, existuje k soumérnosti podle nadrovin tak, Ze
f je jejich sloZenim, k < n + 2.
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11 Grupa podobnosti eukleidovského prostoru

11.1 Podobné zobrazeni

Definice 24. Zobrazeni f euklidovského prostoru E do euklidovského prostoru E’
se nazyvd podobné zobrazeni, jestlize existuje kladné redlné cislo k tak, Ze pro
kazdé dva body X,Y prostoru E a jejich obrazy f(X), f(Y) z E' plati:

[F(X) (V)] = k[ XY]. (98)

Cislo k se nazjvd koeficient podobného zobrazeni f.

Poznamka. Podobnosti s koeficientem k # 1 nazyvame vlastni podobnosti.

PRIKLAD 11.1. Napiste rovnice pro zobrazeni v roviné, které kaZdy ttvar otoct
kolem pocdtku o uhel o a dvakrdt zvétsi, viz Obr. [{5.

Obrazek 45: Podobné zobrazeni v roviné

Veéta 37. KazZde podobné zobrazeni euklidovského prostoru E do euklidovského pro-
storu B lze sloZit ze stejnolehlosti prostoru £ a shodného zobrazeni E do
E.

Véta 38. Kazdé podobné zobrazeni je afinni.

Protoze podobnéa zobrazeni jsou afinnimi zobrazenimi, plati pro né také véta o ur-
¢enosti. Samoziejmé v podobé, ktera koresponduje s definici podobného zobrazeni.

Véta 39 (O urcenosti podobného zobrazeni). Necht jsou Py, Py, ..., P, linedrné ne-
zavislé body n-rozmeérného euklidovského prostoru E, a Py, P, ..., P, body euklidov-
ského prostoru E'. Afinni zobrazeni prostoru E, do prostoru E', které zobrazuje bod
P; na bod P! proi=0,1,...,n je prave tehdy podobné, existuje-li ¢islo k > 0 tak, Ze
pro vsechny dvogice i,j = 0,1, ...,n plati |P; Pl| = k| P, P;|.

Poznamka. Body prohlasime ze linedrné nezdvislé tehdy, kdyz jimi urcéené vektory
jsou linearné nezavislé.
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PRIKLAD 11.2. Formulujte ,vétu o urcenosti podobného zobrazeni“ pro rovinu,
t7. eukleidovsky prostor Fo .

PRIKLAD 11.3. V euklidovské roviné je ddn c¢tverec ABCD se stiedem S. Euxis-
tuje prave jedno podobné zobrazeni roviny ctverce do sebe, pri kterém se body A, B, S
zobrazi po Tadé na body D, B,C. Rozlozte toto podobné zobrazeni na stejnolehlost a
shodné zobrazent.

PRIKLAD 11.4. Ukaste, Ze kazdé dvé paraboly jsou podobné, tzn. Ze existuje
podobné zobrazeni roviny jedné paraboly na rovinu druhé paraboly, pri kterem se
jedna parabola zobrazi na druhou.

Véta 40. Kazdda ,vlastni podobnost® ma prave jeden samodruzny bod.

Diikaz. Nejprve dokazeme, ze vlastni podobnost (tj. podobnost s koeficientem k €
R"™ — {1}) nemtzZe mit vice nez jeden samodruzny bod, potom dokazeme, Ze musi
mit aspon jeden. Tak nam vyjde, Zze musi mit pravé jeden.

(i) Skutecnost, ze vlastni podobnost nemtize mit vice nez jeden samodruzny bod
dokazeme sporem. Necht ma vlastni podobnost f nejméné dva samodruzné body K
aL; K Ny = K, L 4 I = L. Potom |K'L'| = |KL|, coz je ve sporu s definici
vlastni podobnosti ([@8), kde k£ # 1. Vlastni podobnost tedy nemutze mit vice nez
jeden samodruzny bod.

(ii) Nyni dokézeme, ze vlastni podobnost musi mit aspori jeden samodruzny bod.
Uvazujme podobnost f s rovnici X’ = A- X + B, kde AT - A = k?I. Jeji samodruzné
body jsou potom reSenim soustavy linearnich rovnic odpovidajici maticové rovnici
(I — A)- X = —B. Klicova pro nas diukaz je skutecnost, Ze determinant matice
této soustavy je pro vlastni podobnost rizny od nuly, |I — A| # 0. Pokud by byl
roven nule, tj. pokud by platila rovnost |[I — A| = 0, znamenalo by to, Ze feSenim
charakteristické rovnice |\ — A| = 0 (viz str. b8) homomorfismu ¢ asociovaného s f
je vlastni ¢islo A = 1. Kdyby tomu tak bylo, existoval by (vlastni) vektor « = Q — P,
pro jehoZ obraz (i) = f(Q)— f(P) plati p(@) = u. Protoze se zobrazi sim na sebe,
neméni se jeho velikost, tj. |f(P)f(Q)| = |PQ|, coZ je ve sporu s definici vlastni
podobnosti (O8), kde k£ # 1. Determinant |I — A| tedy nemtze byt roven nule,
soustava (I — A) - X = —B je proto regularni a ma pravé jedno feseni. ]

Grupa podobnosti

Mnozina vsech podobnosti eukleidovského prostoru E,, spolu s operaci skladani tvori
grupu - tzv. grupu podobnosti prostoru E,,.

13Gvé feSeni porovnejte s vétou @2 na str. 02
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11.2 Podobnosti eukleidovské roviny

Zopakujme si definici podobného zobrazeni v roviné (struéné podobnosti): Zobrazeni
f roviny (euklidovského prostoru Fs) na sebe se nazgvd ,podobnou transformaci
roviny“ (téz ,podobnosti v roviné“), jestlize existuje kladné redlné ¢islo k tak, Ze pro
kazdé dva body X,Y roviny a jejich obrazy X', Y’ plati:

| X'Y'| = k| XY
Cislo k se nazyvd koeficient podobnosti f.

Poznamky.
1. Kazdé podobné zobrazeni je afinni.
2. Podobnosti s koeficientem k # 1 nazyvame vlastni podobnostt.

Cl

=
S

Obrazek 46: Kazdou podobnost lze rozlozit na stejnolehlost a shodnost

Véta 41. KaZdou podobnost v roviné s pomerem podobnosti k lze rozlozZit na stej-
nolehlost H(S, k) a shodnost Z. Pritom stred stejnolehlosti muzZeme volit libovolné
a shodnost Z je tim urcena jednoznacne.

Véta 42 (O urcenosti podobnosti v roviné). KazZdd podobnost v roviné je jedno-
znacné urcena trojuhelnikem ABC a jeho obrazem A'B'C’ takovym, Ze |A'B'| =
k|AB|,|B'C'| = k|BC|,|A'C"| = k|AC|, kde k, k > 0, je koeficient této podobnosti.

Vime, ze kazdé podobné zobrazeni eukleidovské roviny do sebe lze slozit ze stejno-
lehlosti a shodnostsi.
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1. Stejnolehlost H volime se stredem v pocatku soustavy soutadnic a s koeficien-
tem k£ > 0 :

sl
|
3
8

H:Xw— X;

<
I
7~

=

2. Shodnost S je bud pfimé nebo nepfima:

S:X — X'

¥ =Tcosa Fysina+p
Yy =ZTsina £ycosa + q.

Vysledkem slozeni S o H je potom prima nebo nepiimé podobnost.

Piima podobnost Neprima podobnost:
¥ =krcosa — kysina +p ¥ = kwrcosa+ kysina +p
Yy = kwsina+ kycosa + q. Yy = kxsina — kycosa + q.

¥ =ax—by+p ¥ =ar+by+p

Yy =br+ay+q. y =bxr —ay+q.

AT A = (a® +b%) - I k=+a?+b?

Véta 43. Kazdd vlastni podobnost eukleidovské roviny je bud stejnolehlost, nebo
stejnolehlost sloZend s otocenim kolem stredu stejnolehlosti, nebo stejnolehlost slo-
zZend s osovou soumeérnosti, jejiz osa prochazi stredem stejnolehlostsi.
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11.3 Cviceni — Podobnosti

1. Najdéte vSechny podobnosti euklidovské roviny, pti kterych se bod [1, 0] zobrazi
na bod [4, —2] a bod [2, 3] na bod [2,—8]. [2]

2. Eulerovymi body se nazyvaji stiedy tsecek spojujicich vrcholy trojihelniku s
prusecikem jeho vysek.
Dokazte nasledujici tvrzeni:

Stredy stran, paty vysek a Eulerovy body libovolného trojuhelniku lezi na jedné
kruznici. (Tato kruznice se nazyva kruznice deviti bodu, Eulerova kruznice nebo

Feuerbachova kruznice.)

3. Najdéte podobnost euklidovské roviny, pfi které se zobrazi poc¢atek na bod [0, 2],
bod [1, 1] na pocatek a bod [2,0] na bod [2, p]. Uréete p a najdéte samodruzné body
a sméry nalezené podobnosti.

4. Najdéte rovnice podobnosti, pti které je pocatek samodruzny a obrazem bodu
[5, —3] je bod [1,1].

5. Urcete vSechny podobnosti, pro které jsou bod [1, 1] a smér vektoru (1, 1) samod-
ruzné.
6. Napiste rovnice vSech podobnosti zobrazujicich body [1,2] a [0,1] po fadé na

body [3, —1], [4, 2]. Rozlozte je na stejnolehlost a shodnost.

7. V roviné je dan ¢tverec ABC' D se sttedem S. Urcete obraz bodu C' v podobnosti,
ktera zobrazuje body A, B,S po radé na body B, D, C. Urcete samodruzny bod
této podobnosti.

8. Sestrojte alesponi jeden trojuhelnik ABC, pro ktery plati |AB| : |[AC| = 3 : 5,
a = 60°, p = 1, 8cm(polomér kruznice vepsané).

9. Sestrojte kosodélnik ABC'D, je-li déno |ZDAB| = «, |ZABD| = ¢, |AC| = e.

10. Je dana kruznice k a bod A, ktery je bodem vnéjsi oblasti kruznice k. Sestrojte
vsechny secny kruznice k, které prochazeji bodem A a pro jejichz priseciky X,Y s
kruznici plati |AX| = 2|AY|.

11. Je déana kruznice k(S;4cm), jeji tecna t a bod M € k tak, ze |Mt| = 2cm.
Sestrojte tisecku XY prochazejici bodem M tak, aby X € kY € t a |[MX| :
IMY|=3:2.
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12. Jsou dany dveé riiznobézky a, b a kruznice k tak, ze P € a N b je bodem vnitini
oblasti kruznice k. Sestrojte vSechny kruznice, které se dotykaji ptimek a, b i kruznice

k.

13. Dokazte nasledujici véty:

Véta 44 (Menelaova véta). Je ddan trojuhelnik ABC' a primka p, kterda neprochdzi
Zadnym z bodi A, B, C, ale protind primky AB, BC,C A v bodech C', A’, B'. Potom
plati:

(ABC") - (BCA") - (CAB') = 1.
Naopak, plati-li uvvedeny vztah, body A, B', C" leZi na primce.

Véta 45 (Pappova véta). Necht jsou A', B', C', D' rovnobézné nebo stredové priméty
Ctyr navzajem ruznych bodu A, B, C, D primky p na primku p'; p' # p. Potom:

(AB'C'D") = (ABCD)
Véta 46 (Cevova véta). Necht je ddn trojihelnik ABC' a bod M, ktery nelezi na

zadné z primek AB, BC, C A. Pruseciky primek AM, BM,CM s primkami BC,CA, AB
(rizné od bodi A, B,C') oznacme postupné A', B', C'. Potom plati:

(ABC") - (BCA') - (CAB) = —1.

Naopak, plati-li uvedenyj vztah, jsou primky AA', BB, CC'" bud navzdjem rovnobéiné
nebo se protinaji v jediném bode.

14. Zobrazeni [ euklidovské roviny do euklidovského trojrozmérného prostoru je
vzhledem k zvolenym kartézskym soustavam souradnic ddno rovnicemi: =’ = 2z +
ay — 1,y =x+by+2, 2 =y+ 1. Uréete koeficienty a, b tak, aby bylo zobrazeni f
podobné. Jaky je koeficient tohoto podobného zobrazeni f7

15. Urcete p, ¢, r tak, aby byla rovnicemi 2’ = x—2y+2z+4, v/ = px+2y+2-2, 2/ =
qr + ry + 2z — 2 dana vzhledem ke kartézské soustavé souradnic podobnost. Urcete
jeji samodruzny bod a samodruzné smery.
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12 Stejnolehlost

Patti mezi tzv. homotetie, tj. afinni zobrazeni, ktera maji vSechny sméry samod-
ruzné.
Definice 25. BudiZ ddn bod S a redlné cislo k (rizné od 0 a 1). Stejnolehlost

H(S; k) se stiedem S a koeficientem k je zobrazent, které kaZdému bodu X roviny

priradi bod X' tak, Ze R
SX' — xSX.

Obrazek 47: Stejnolehlost H (S, x = —1.5)

Poznamka. Stejnolehlost mizeme definovat i vice popisné: Budiz ddn bod S a redlné
¢islo k (riuzné od 0 a 1). Stejnolehlost H(S; k) se stredem S a koeficientem k je
zobrazent, které kaZdému bodu X roviny pritadi bod X' timto zpusobem:

1. Pro X = S je X' = X,
2. Pro X # S je | X'S| = || - | X9,
pro k > 0 lezi X' lezi na poloprimce S‘X> a
pro k < 0 lezi X' leZi na poloprimce opacné k S‘X2

1

Poznamka. Zobrazeni inverzni k stejnolehlosti H(S; ) je stejnolehlost H™1 (S ; —) :
K

Zakladni vlastnosti stejnolehlosti H (S, x):
1. Obrazem ptimky je primka s ni rovnobézna.

2. Obrazem tusecky AB je usecka A'B’; |A'B'| = |k| - |AB].
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3. Obrazem polopfimky je polopfimka s ni souhlasné (k > 0) nebo nesouhlasné
(k < 0) rovnobézna .

4. Obrazem thlu ZAV B je thel ZA'V'B'; |£A'V'B'| = |/ZAVB].
PRIKLAD 12.1. Jsou ddny dva rizné body A, B a redlné ¢islo A # 0,1. Najdéte
na primce AB bod C' tak, aby platilo (ABC) = \.

12.1 Analytické vyjadreni stejnolehlosti

Rovnice stejnolehlosti H(S;x): H : X' = kX 4+ (1 — k)S.

PRIKLAD 12.2. Napiste rovnice stejnolehlosti afinng roviny As, kterd zobrazuje
bod B = [2,0,—1] na bod C = 0,1, 3] a md koeficient k = —2. Najdéte souradnice
jejiho stredu.

Reseni v programu wrMazima:
(%i1) B:[2,0,-1]1$ C:[0,1,3]% S:[s1,s2,s3]$%

(%i4) H:C-S=-2x%(B-S);
(%04) [—s1,1—52,3—353] =[-2(2—s1),252,—2 (—s3 —1)]

(%i5) res:solve(lhs(H)-rhs(H), [s1,s2,s3])[1];

4 1 1
(%005) [s1 = 5782 = 5,33 = §]
(%i6) S:ev(S,res);
4 11
(%008) [5,3.3

12.2 Skladani stejnolehlosti

Véta 47 (O skladani stejnolehlosti a translace). Zobrazeni sloZen€ ze stejnolehlosti
— 1 -

H(S; k) a translace X' = X +t je stejnolehlost H (Q; k), kde Q = S + 1715.

— K
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Véta 48 (O skladani stejnolehlosti). SloZenim dvou stejnolehlosti H1(S1, k1), Ha(Sa, ko)
vznikne

1. IDENTITA, jestlize kiko =1 a S1 = Sy,
2. POSUNUTI, jestlize kika =1 a S1 # Ss,

3. STEJNOLEHLOST H(S, k) s koeficientem k = Kkika, jestliZe k1ko # 1. Pritom,
pro S1 = Sy je také S = S1 = Sy, pro S1 # S lezi bod S na primce S1.55.

12.3 Stejnolehlost kruznic

Pro dvé kruznice ki(S1;71), k2(S9; r2) s riaznymi poloméry existuji pravé dvé stejno-
lehlosti, které prevadéji kruznici k; do kruznice ko: Hy(E, ro/1r1) a Ho(I, —13/11) (Bod
E se nékdy oznacuje jako ,vnéjsi stted stejnolehlosti, bod I potom jako ,vnitini
stfed stejnolehlosti“.). Jestlize se kruznice dotykaji v bodé T, je T' = I v pripadé
vnéjsiho dotyku a T' = E v pripadé vnitiniho dotyku kruznic.

Obrazek 48: Stejnolehlost kruznic

PRIKLAD 12.3. Je ddna krusnice k, primka p, kterd je vnéjsi primkou krunice
k, a bod A € p. Sestrojte vsechny kruznice, které se dotykaji primky p v bodé A a
kruznice k.

PRIKLAD 12.4. Jsou ddny dvé riznobézky a,b a bod M, ktery leZ uvnit jed-
noho jejich uhlu. Sestrojte vsechny kruZnice, které prochazeji bodem M a dotykaji
se primek a, b.

PRIKLAD 12.5. Jsou ddny dvé riznobézky m,n a kruznice k leZici wonity jednoho
jejich uhlu. Sestrojte vsechny kruZnice, které se dotykaji primek m,n i kruznice k.
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PRIKLAD 12.6. (Eulerova piimka) V trojihelniku ABC oznacme T téziste, V
prusecik viysek a S stred kruznice trojuhelniku opsané. Mame dokdzat, Ze bud v§echny
tri body splynou v jeding, nebo jsou navzdjem rizné a lezi na jedné primce (Eulerova
primka) tak, Ze plati (S,V;T) = —%.

Eulerova primka
thelniku opsané. Potom bud vSechny tyto tfi body splyvaji v jediny, nebo jsou
navzajem rizné a lezi na spolecné piimce tak, ze plati (S,0T) = —5 Tuto primku

nazyvame FEulerova primkad, viz Obr. [60

Obrazek 49: Eulerova primka

K dikazu vyse uvedeného tvrzeni vyuzijeme stejnolehlost H (T, —%) Z Obr. [61] je
patrné, ze v této stejnolehlosti se AABC zobrazi na AA;B;Cy. Protoze vyskami
(vysky ted chapeme jako piimky) AA; B;C} jsou osy stran puvodniho AABC, mi-
zeme Fici, ze vysky trojuhelniku ABC se ve stejnolehlosti H (T, —5) zobrazi na osy
jeho stran. Potom se ale prisec¢ik vysek O zobrazi na prusec¢ik os stran (tj. stied

kruznice opsané AABC) S,. Z vlastnosti stejnolehlosti plyne, ze ptislusné t¥i body

0, S,, T lezi v pfimce a plati pro né (S,07T) = —5

Konstrukce Eulerovy pfimky a jeji souvislost s kruznici deviti bodi (viz str. I21) je
znazornéna v apletu |, Fulerova primka. Kruznice deviti bodu.
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Obrazek 50: H(T, —%) : ANABC — NAB,C,

PRIKLAD 12.7. (Kruznice deviti bodfi, té% Feuerbachova & Eulerova

kruznice) V trojihelniku ABC' oznacme V' prisecik vysek, S stred kruznice opsané,

Ch, A1, By stredy stran AB, BC, C'A. Necht kg je kruznice prochdzejici body A1, By, C1.
Dokazte:

1) Na kruznici kg lezi téZ paty Ay, By, Cy vysek v, vy, ve a stredy usecek AV, BV, CV.

2) Stred kruznice ky je stiedem tusecky SV, pokud S # V; pokud je S =V splyne

stred ko s bodem S.

3) Polomér kruznice kg je roven poloviné poloméru kruznice trojihelniku opsané.

KruZnice deviti bodu

V trojuhelniku ABC oznac¢me O priisecik vysek, S, stred kruznice opsané, C, Ay, By
stredy stran AB, BC' a C'A. Jestlize k, je kruznice prochazejici body A,, By a C, po-
tom na ni lezi také paty Ay, By, Cy vysek v,, vy, v. a stiedy tsecek AO, BO, CO. Tato
kruznice se nazyva kruznice deviti bodi (téz Feuerbachova ¢i Eulerova kruznice), viz

Obr.

Stired kruznice k; je stiedem tusecky S,0, jeji polomér je roven poloviné poloméru
kruznice trojuhelniku ABC' opsané.

Konstrukce kruznice deviti bodu a jeji souvislost s Eulerovou ptimkou (viz str. 122
je znazornéna v apletu |, Fulerova primka. Kruznice devitt bodu.
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Obrazek 51: Kruznice deviti bodu

PRIKLAD 12.8. Plati tato véta: Jsou-li ddny dvé rovnobézné tsecky riznijch délek,
existugi praveé dvée stejnolehlosti, které zobrazi pruni usecku na druhou. DokdZete je
vZdy najit?

12.4 Mongeova véta

Jsou-li dany tii rtizné kruznice v roviné, vnitini a vnéjsi stiedy prislusejici kazdym
dvéma z nich jsou dohromady spjaty zajimavymi geometrickymi vztahy, viz Obr. B2,
Ty jsou predmétem Mongeovy véty.

Véta 49 (Mongeova véta). Jsou-li ki, ko, k3 t7i kruznice, které magi rizné poloméry
a jejichz stredy nelezi v primce, plati pro vnéjsi a vnitrni stredy stejnolehlosti kazZdych
dvou z nich nasledugjict vztahy:

i) Vsechny tri vnéjsi stiedy stejnolehlosti Eyo, Er3, Eo3 leZi v primce.

i1) Kazdé dva vnitini stredy stejnolehlosti a jeden vnéjsi lezi v primce.

ii1) Tri vnitrni stredy stejnolehlosti I1s, I13, Io3 nelezi v primce.

Diikaz. V dikazu vyuzijeme tvrzeni véty 48], Ze slozenim stejnolehlosti s riznymi
stfedy vznikne pro kike # 1 stejnolehlost, jejiz stfed lezi na piimce urcené stiedy
téchto stejnolehlosti. Pak uz staci mezi danymi tfemi kruznicemi najit tii stejno-
lehlosti takové, Ze jedna z nich je slozenim zbyvajicich dvou. Dynamicky GeoGebra
aplet k dikazu je na adrese https://www.geogebra.org/m/osRO9mHs8. [l
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Obrazek 52: Mongeova véta o tfech kruznicich v roviné

12.5 Cviceni — Stejnolehlost

62. Do pilkruhu s primérem AB vepiste ¢tverec K LM N tak, aby strana K L lezela
na usecce AB a dalsi dva vrcholy M, N na dané ptlkruznici.

63. Je dana primka p, kruznice k a bod A. Sestrojte vsechny tsecky XY tak, aby
platilo: X € p, Y € k, A € XY, |AY| = 3|AX].

64. Jsou dany dvé riznobézky a, b a kruznice k tak, Ze a je secnou a b je vnéjsi ptim-
kou kruznice k. Sestrojte vsechny kruznice, které se dotykaji ptimek a, b i kruznice

k.

65. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano:
a) v, =5cm, a:b:c=2:3:4,

b) a6, v,

c) a, B, 1,

d)a:b=3:5v=060°t. = 6cm.

Stejnolehlost — Ulohy na domaci ptipravu

66. Urcete p tak, aby existovala stejnolehlost se stfedem [3, 2], zobrazujici bod [1, 4]
na bod [2, p]. Napiste rovnice této stejnolehlosti. [2]

67. Je dana kruznice k£ a bod M uvnitt této kruznice. Sestrojte vsechny tétivy
kruznice, které jsou bodem M rozdéleny na ¢asti v poméru 2 : 3. [1]

68. Narysujte libovolny trojuhelnik ABC. Uvnitt strany AC sestrojte bod X a
uvnitt strany BC bod Y tak, aby platilo |[AX| = | XY|a XY || AB. [2]
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13 Mocnost bodu ke kruznici

Definice 26. Mocnosti bodu M ke kruznici k(S;r) rozumime redlné cislo m, pro
ktere plati:

(1) |MX|-|MY| =|m|, kde X,Y jsou priseciky kruznice k s jeji libovolnou secnou
prochdzejici bodem M.

(2) Je-li M wvnéjsim bodem kruznice k, je m > 0.
(3) Je-li M wvnitrnim bodem kruznice k, je m < 0.

(4) Je-li M € k, jem = 0.

Obrazek 53: Mocnost bodu M ke kruznici k

Véta 50. Je dana kruznice k(S;r) a bod M, ktery na ni nelezi. Potom pro libo-
volné dve secny kruznice k, ktere prochdzeji bodem M, jejichZ priseciky s kruznici
k oznacime X1, Y1 a Xo, Ys, plati

[MXq |- [MY1] = [MX,] - |MYa].

Véta 51. Necht je dana kruznice k(S;r) a bod M. Potom pro mocnost m bodu M

ke kruznict k plati

m=d*>—r?,

kde d = |MS)| je vzddlenost bodu M od stredu kruznice k.
Véta 52. Necht M je vnejsi bod kruznice k(S;r), m jeho mocnost ke kruznici k.
Jestlize T je dotykovy bod tecny vedené z bodu M ke kruznici k, tak plati |MT|* = m.
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13.1 Chordala a potenc¢ni stied

Véta 53 (Chordala dvojice kruznic). Necht jsou ki(Sy;r1), kao(So;7e) dvé nesou-
stredné kruznice. Mnozina bodu X, které maji k obéma kruznicim stejnou mocnost,
jge primka h 1 515s. Jestlize kruznice ki, ko maji spolecny bod M, potom primka h
prochdzi timto bodem.

Poznamka. Primka h, kterd je mmnozinou bodu X, majicich stejnou mocnost k
nesoustfednym kruznicim kq, ko se nazyva chordala (téz poten¢ni primka) kruznic
k1, ko.

Poznamka. Bod, ktery ma ke tfem vzajemné ruznym kruznicim stejnou mocnost
se nazyva potencni bod (téZ potencni stied).

\\\h1 I ////

Obrazek 54: Chordala h kruznic k1, ko, potencni bod P kruznic ki, ko, [
Analytické vyjadreni chordaly
Chordalu kruznic ki(S1[my, n1],71), ko(Sa[ma, ns],r9) s rovnicemi k1 : (x —my)? +
(y—m)?=rfaky: (x—ms)*+ (y —n2)? = r3 miZeme analyticky vyjadfit rovnici:

(x—m1)’ + (y —n1)” —rf = (x —my)* + (y — n2)® — 13 (99)

PRIKLAD 13.1. Sestrojte chorddlu dvou nesoustiednych kruinic ki, ks, které ne-
mayji spolecny bod.
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PRIKLAD 13.2. Urcete analyticky mnoZinu viech bodi roviny, které magi ke
dvema danym kruzZnicim stejnou mocnost.

PRIKLAD 13.3. Sestrojte krusnici k, kterd prochdzi danymi body A # B a do-
tykd se dané primky t.

13.2 Cvicéenl — Mocnost bodu ke kruzZnici

69. Je dan thel ZAV B a uvniti ného bod M. Sestrojte kruznici, ktera prochazi
bodem M a dotyka se piimek AV, BV.

70. Obdélnik ma velikosti stran a, b. Mame sestrojit
a) libovolny obdélnik stejného obsahu,

b) obdélnik stejného obsahu, jehoz jedna strana méa danou velikost c.

71. Jsou dany dvé nesoustiedné kruznice kq, ko a prfimka p. Na této pfimce urcete
bod P tak, aby tecny z ného vedené ke kruznicim ki, ko mély stejnou délku.

72. Sestrojte kruznici, kterd se dotykd dané kruznice k(S;r) a prochdzi dvéma
riaznymi body A, B, které lezi vné dané kruznice k.

73. Je dan lichobéznik ABC D se zékladnami AB, CD, |AB| > |CD|. Uvnitf tsecky
AD sestrojte bod P a uvnitt usecky BC' bod @) tak, aby platilo zaroven PQ||AB a
PC||AQ.

74. Sestrojte lichobéznik ABCD, jsou-li dany délky jeho ramen |BC| = 4.5cm,
|IDA| = 3cm a velikost 75° thlu, ktery sviraji pfimky BC a AD, plati-li navic
|AB||CD| = |AC|%.
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14 Vybrané véty z planimetrie

14.1 Cevova véta a jeji uziti

Grovanni Ceva byl italsky matematik zijici na prelomu 17. a 18. stoleti. |(Cevova veta
stanovuje podminku, kdy maji tii pfimky prochazejici vrcholy trojuhelniku spole¢ny
bod.

Véta 54 (Cevova véta). V trojihelniku ABC se primky AX, BY a CZ, kde body
X, Y, Z lezi na strandch protilehlych odpovidajicim vrcholim, protinaji v jednom
bodé prave tehdy, kdyz plati:

|AZ| |BX| |CY]

ZB| |XC| |YA]

Diikaz: Pomeéry usecek, které figuruji v Cevové véteé, prevedeme na poméry obsahti
trojuhelniki, které maji tyto tisecky jako zakladny a pfitom maji stejné vysky, viz

Obr.[BAl

Obrazek 55: Cevova véta

|AZ]| _ Sazc _ Sazp _ Sazc — Sazp _ Sacp
\ZB|  Spzc  Spzp  Spzc — Spzp  Sppc’

|BX| _ SpxA _ Spxp _ Spxa — Spxp _ Sppa
| XC|  Sexa  Scxp  Sexa— Scxp  Scpa’

CY| _ Scys _ Scyp _ Scys—Scyp _ Scrs
YA Sayp  Savp  Savs—Savp  Sarp
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Potom

|AZ| |BX| |CY| Sacp Spra Scrs

= = 1.
ZB| |XC| |YA|l Sppc Scpa Saprs

Q.E.D.

Klasicky, ale i pocitacovy dikaz Cevovy véty, spolu s jejim zobecnénim, najde za-
jemce také v online dostupné publikaci [11].

PRIKLAD 14.1. Uzitim Cevovy véty dokazte, Ze se téznice v trojihelniku protinaji
v jednom bode.

Resend: Body X, Y, Z jsou stiedy stran trojihelniku. Potom

ZB| |XC| YAl 1 1 1

PRIKLAD 14.2. Uzitim Cevovy véty dokaste, Ze se vysky v trojuhelniku protinaji
v jednom bodé (tj. ceviany kolmé na protilehlé strany trojuhelniku maji jeden spolecny

bod).

Reseni: Viz Obr.h0.

Obrazek 56: Cevova véta pro vysky

|AZ| |BX| |CY| bcosa ccosfB acosy
|ZB| |XC| |YA| acosB bcosy ccosa

PRIKLAD 14.3. Usitim Cevovy véty dokazte, Ze osy vnitinich uhli trojuhelniku
se protinaji v jednom bodeé.

1.

Véta 55. Osa vnitrniho uhlu trojuhelniku rozdeéluje protilehlou stranu na dvé casti,
jegichz délky jsou ve stejném pomeéru jako jim prilehle strany trojuhelniku.
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Cviceni — Cevova véta

75. Necht X, Y, Z jsou body dotyku stran trojihelniku s jemu vepsanou kruznici.
Dokazte, ze jim odpovidajici ceviany se protinaji v jednom bodé.

76. Necht ABC, A'B'C’ jsou dva rtizné trojuhelniky, které maji rovnobézné sobé
odpovidajici strany. Potom maji piimky AA’, BB’ a C'C’ spoleény bod. Dokazte.
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14.2 Menelaova véta

Menelaus z Alexandrie byl fecky matematik zijici na prelomu 1. a 2. stoleti n. l.
Menelaova veta se zabyva vztahem trojuhelniku a primky, ktera neprochazi zadnym
z jeho vrcholtl a neni rovnobézna s zadnou z jeho stra. Tak, jako Cevova véta
poskytuje kritérium pro existenci spolecného bodu tii primek, tak Menelaova véta
poskytuje kritérium kolinearnosti tii bodi.

Véta 56 (Menelaova véta). Body Ay, By, Cy leZici na strandch trojihelniku ABC
nebo na jejich prodlouzenich jsou kolinedrni prave tehdy, kdyz plati:

BA Bl |A

|AiC| |BiA]l |CiB|

Obrazek 57: Menelaova véta

Dikaz. K dikazu véty vyuzijeme podobnosti trojuhelnikt. Vyjdeme z Obr. 58, ktery
dostaneme z Obr. B7] doplnénim tusecky C'D rovnobézné se stranou AB, bod D
pritom lezi na primce A;C4. Vidime v ném dvé dvojice podobnych trojtahelnikii:

Obrazek 58: Diikaz Menelaovy véty uzitim podobnosti trojihelnikt

14Vztahu takové piimky a daného trojthelniku se tyka téz Paschiv aziom: Jestlize primka prochdzi vnitinim bodem
jedné strany trojuhelniku, potom prochdzi vnitinim bodem uZ jenom prdve jedné ze dvou zbyvajicich stran, pokud
neprochdzi vrcholem. Treti stranu protind v jejim ,onéjsim* bodé. Moritz Pasch (1843-1930) byl némecky matematik.
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ANC1B1A ~ ADB;C a ABAC; ~ ACA{D. Pritom z podobnosti prvni uvedené
dvojice trojihelnikt vyplyva vztah

|[ACY| _ [CD]
= ; 101
[ABi|  [CB (101)
z podobnosti druhé dvojice trojihelnikt pak vyplyva
[BAi| _ [AiC
= _ 102
CiBl ~ ICD 1o

Po vydéleni rovnosti (I01]) rovnosti (I02)) a nasledné upravé dostaneme dokazovany
vztah

[BA| |CBi| |AG _
ACl|BiAl |GiBl
[]

Vztah (I00) uvedeny v Menelaové vété 1ze formulovat také pomoci délictho poméru
(viz str. [[T). P¥ipomenme si, ze zlomky ze vztahu (I00) lze psat takto:
| BA| |CB| [ACH|

Protoze je ziejmé, ze piimka A;C7 nemtize protnout vsechny tfi strany trojihelniku
ABC v jejich vnitinich bodech, bude souc¢in uvedenych délicich poméri vzdy kladny.
Vztah (I00) tak muzeme piepsat do podoby

(ABCY) - (BCA,) - (CABy) = 1. (103)

Klasicky i pocitacovy diikaz této véty, spolu s jejim zobecnénim, najde zajemce také
v online dostupné publikaci [11].
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14.3 KruZnice deviti bodu

V trojuhelniku ABC ozna¢me O priisecik vysek, S, stied kruznice opsané, Cy, Ay, By
stredy stran AB, BC' a C'A. Jestlize k, je kruznice prochazejici body Ay, By a C, po-
tom na ni lezi také paty Ay, By, Cy vysek v,, vy, v, a stiedy tsecek AO, BO, CO. Tato
kruZnice se nazyva kruznice deviti bodi (téz Feuerbachova ¢i Eulerova kruznice), viz

Obr.

Stied kruznice k; je sttedem tusecky S,0, jeji polomér je roven poloviné poloméru
kruznice trojuhelniku ABC' opsané.

Obrazek 59: Kruznice deviti bodu

Konstrukce kruznice deviti bodt a jeji souvislost s Eulerovou pfimkou (viz str. 122)
je znazornéna v apletu |, Fulerova primka. Kruznice devitt bodu.
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14.4 Eulerova primka

V trojuhelniku ABC oznac¢me T' tézisté, O prusecik vysek a S, stfed kruznice troj-
thelniku opsané. Potom bud vSechny tyto tfi body splyvaji v jediny, nebo jsou
navzajem rizné a lezi na spolecné ptimce tak, ze plati (S,07T) = —5 Tuto primku

nazyvame Eulerova primkd, viz Obr. [60]
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\
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Obrazek 60: Eulerova primka

1
K dikazu vyse uvedeného tvrzeni vyuzijeme stejnolehlost H (T, —5) Z Obr. [61] je
patrné, ze v této stejnolehlosti se AABC zobrazi na AA;B1C,. Protoze vyskami

Obrazek 61: H(T, —%) : AABC — NAB,C,
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(vysky ted chapeme jako pfimky) AA; B1C jsou osy stran puvodniho AABC, mu-
1
zeme Tici, ze vysky trojihelniku ABC' se ve stejnolehlosti H (7T, —=) zobrazi na osy

jeho stran. Potom se ale prusecik vysek O zobrazi na prusecik os stran (tj. stfed
kruznice opsané AABC') S,. Z vlastnosti stejnolehlosti plyne, Ze pirislusné tii body

0, S,, T lezi v pfimce a plati pro né (S,0T") = —3

Konstrukce Eulerovy pfimky a jeji souvislost s kruznici deviti bodi (viz str. I21) je
znazornéna v apletu |, Fulerova primka. Kruznice deviti bodi.
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14.5 Simsonova primka

Robert Simson (1687-1768) byl skotsky matematik. I kdyZz se pfimka zminovana
v této kapitole vétsinou spojuje s jeho jménem, uvedenou vlastnost ziejmé objevil
az v roce 1797 jiny skotsky matematik, [ William Wallace (1768-1843).

Uvazujme libovolny bod P roviny trojuhelniku ABC| jehoz kolmé priaméty na (dle
potieby prodlouzené) strany BC,C'A a AB tohoto trojthelniku ozna¢ime po fadé
F,, Fy, a F.. Potom body F,, F, a F, lezi na pfimce (jsou kolinearni) pravé tehdy,
kdyz bod P lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC'. Takovato primka potom
existuje ke kazdému bodu P opsané kruznice a nazyva se Simsonova primka bodu

P.

Obrazek 62: Simsonova pfimka

Tvrzeni o Simsonové primce je znamo téz jako Wallace—-Simsonova véta. Klasicky
i pocitacovy dikaz této véty, spolu s jejim zobecnénim, najde zajemce v online
dostupné publikaci [11]. Dikaz tvrzeni lze najit také v [9], str. 82.
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14.6 Morleyova véta

Morleyova véta predstavuje jednu z nejprekvapivéjsich vlastnosti elementarni geo-
metrie, kterou v roce 1899 objevil a dokazal anglo-americky matematik Frank Morley

(1860-1937).

Véta 57 (Morleyova véta). Poloprimky, které déli vnitind dhly libovolného trojihel-
niku na tretiny, se protinaji ve vrcholech rovnostranného trojuhelniku (viz Obr.[63).

C

Obrazek 63: Morleyova véta: Pro libovolny AABC' je AXY Z rovnostranny

Dikaz viz [9], str. 86.
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14.7 Napoleonova véta

Stejné jako Morleyova veéta, tak i nasledujici véta, pojmenovana podle Nepoleona
Bonaparta (1769-1821), popisuje vlastnost, kterd obecnému trojtihelniku ptirazuje
trojuhelnik rovnostranny.

Véta 58 (Napoleonova véta). Jestlize jsou nad stranami libovolného trojuhelniku
sestrojeny rovnostranné trojuhelniky, potom jejich stredy (tj. napt. tézisté) tvori rov-
nostranny trojuhelnik.

Obrazek 64: Napoleonova véta: Pro libovolny AABC je AK LM rovnostranny

Poznamka. Stejna vlastnost plati i pro stfedy rovnostrannych trojuhelnik sestro-
jenych nad stranami libovolného trojihelniku ve sméru dovnitt, viz Obr. 63

Obréazek 65: ,Vnitini Napoleoniv trojihelnik®
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15 Inverze

V této kapitole se nejprve seznamime s inverzi jako takovou, potom se zameérime
na jeji konkrétni priklady, sférickou inverzi v trojrozmérném prostoru a kruhovou
tnverzi v roviné. Kruhové inverzi se budeme podrobné vénovat i v pristi kapitole.
Otéazka inverzi je pojednana v [14] na str. 83-92.

Definice 27 (Inverze). Inverze se stredem S a koeficientem k (k # 0) v eukleidov-
ském prostoru E,, je zobrazeni mnozZiny E, —{S} na sebe, které kazdy bod X zobrazi

na bod X' tak, Ze
a) pro k > 0 jsou poloprimky SX,SX' totoiné, pro k < 0 jsou potom opacné,

%]
[SX|

b) |SX| =

Je zfejmé, ze body S, X (vzor) a X' (obraz) jsou kolinearni. K urceni inverze staci
zadat stred S a dvojici bodu, napi. A, A’, ve vztahu vzor a obraz.

Poznamka. Definice inverze je na prvni pohled analogicka s definici stejnolehlosti.
Definice téchto dvou zobrazeni v eukleidovském prostoru se lisi akorat ve vztahu mezi
vzdéalenostmi |SX'| a |SX]|. Zatimco u stejnolehlosti je |SX'| pfimo tmérna |SX|
(tj. |SX'| = k|SX], kde K je koeficient stejnolehlosti), u inverze je |SX’| nepfimo
amérna |[SX| (tj. [SX'| = ﬁ, kde k je koeficient inverze).

PRIKLAD 15.1. Dokaste, Ze zobrazeni v roviné, jehoZ princip je naznacen na
Obr. (kruznice k md stred S a polomer r; body X, X' a S lezi v primce p),
splnuje definici inverze.

702

|SX|
Zobrazeni tak spliiuje definici inverze dané stiedem S a koeficientem xk = 72, kde
r je polomér dané kruznice k. Jedna se o tzv. kruhovou tnverzi uréenou kruznici k.
Tomuto zobrazeni se budeme podrobné vénovat v kapitole 16, Tam si také uvedeme
jesté jeden mechanismus prifazeni obrazu danému bodu v kruhové inverzi.

Reseni: 7 podobnosti trojuhelnikit ASX P ~ ASQX’ vyplyva vztah |SX'| =

15.1 Sféricka inverze

Nyni uvazujme trojrozmérnou variantu Obr. [66], kde misto kruznice k figuruje sféra
(kulova plocha) w se stfedem S a polomérem 7 a misto pfimky p je dédna rovina p
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Q

Obrazek 67: Inverze v prostoru — Sféricka inverze

prochézejici bodem S, kolmo na spojnici dvou diametralné protilehlych bodu (pdla)
P, Q, viz Obr. 67,

Jednd se o tzv. sférickou inverzi uréenou sférou (kulovou plochou) w se stfedem S a
polomérem r. Opét, tak jako v pfipadé rovinné varianty z ptrikladu[I5.1], neni obtizné
dokézat, ze toto zobrazeni piifazujici bodu X € p obraz X’ € p spliiuje definici 27
Postup tohoto prirazeni lze pritom popsat pomoci slozeni dvou zobrazeni, z nichz
jedno je tzv. stereograficka projekce a druhé je zobrazeni k této projekci inverzni.

15.2 Stereograficka projekce
Pojednani o tomto zobrazeni a jeho vlastnostech lze najit napt. v [7]. Zde je také

uvedena informace, ze se stereografickym priamétem pracoval jiz kolem
roku 150 pf. n. 1.
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Obrazek 68: Stereograficka projekce

Definice 28 (Stereografickd projekce). Stereograficky pramét kulové plochy je stre-
dovym prumeétem kulové plochy pro stred promitani S leZici na kulové plose w a pro
prumétnu w rovnobéznou s tecnou rovinou kulové plochy ve stredu promitdni S, viz

Obr. [68. [7]

Poznamka. Primétna 7w se vétsinou voli tak, jak je znédzornéno na Obr. [68, tj.
prochézi sttedem O kulové plochy kolmo na primku OS.

Stereograficka projekce méa dvé dulezité vlastnosti:

(1) Kruznice kulové plochy w se promitaji opét do kruznic, viz Obr. 60l

Obrazek 69: Obrazem kruznice je opét kruznice

(2) Uhel dvou ktivek kulové plochy w se u jejich obrazi zachovava (zobrazeni, ktera
zachovavaji velikost thlu nazyvame konformni), viz Obr. [[Q.
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Obrézek 70: Velikost tthlu se zachovava

15.3 Vybrané vlastnosti sférické inverze

Podivame-li se zpét na Obr. [67 vidime, ze sférickou inverzi lze slozit ze dvou zob-
razeni. Bod X se nejprve zobrazi na bod X; prostfednictvim inverzniho zobrazeni
ke stereografické projekci z bodu P na rovinu m, potom se bod X; zobrazi na X' ve
stereografické projekci z bodu () na rovinu 7.

Inverze je involutorni zobrazeni, to znamend, Ze je-li obrazem bodu X bod X', je
obrazem bodu X’ bod X.

Pfitom body uvnitt sféry (v pfipadé kruhové inverze pak kruznice) se zobrazuji vné,
a naopak body vné sféry (kruznice) se zobrazuji dovnitf. Body sféry (kruznice) jsou
potom samodruzné.

Snadno ovérime skutecnost, ze priblizuje-le se bod X ke stiedu S inverze, jeho ob-
raz X' se neomezené vzdaluje. Pfirozené se tak nabizi myslenka, Ze obrazem bodu
S, ktery je v definici z eukleidovskOho prostoru vynat, je bod v nekonecnu.
Tuto myslenku precizuje zavedeni tzv. Mdbiova prostoru, viz napt. [14], str. 85
(August Ferdinand M&bius, 1790-1868).

Mdabiovym prostorem rozumime eukleidovsky prostor FE), rozsifeny o tzv. mevlastn
bod (tj. bod ,v nekoneénu“). Znac¢ime ho M, = F, U {co}. Tento nevlastni bod je
potom v M&biové prostoru obrazem stiedu inverze S.
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16 Kruhova inverze

Definice 29. Kruhovd inverze urcend kruznici w(S,r) (viz Obr.[71]) je zobrazent,
které kazdému bodu X # S pritadi bod X' timto zpisobem.:

(1) X' € = SX,
(2) |SX] - |SX'| =2

Obrazek 71: Kruhova inverze

Z definice vyplyva, Ze kruhova inverze je involutorni zobrazeni, tj. obrazem bodu X’
je bod X.

Otazkou je, jak toto zobrazeni konstrukéneé provés. Na Obr. [66] je jeden mozny
zpusob, zalozeny, jak uz vime, na projekcich z bodi P a (). Obvykle se vSak pouziva
jiny zpusob, zalozeny na Eukleidové vété o odvésné. Nyni se s nim pomoci Obr.
seznamime. Jestlize T" je bod dotyku tecny kruznice w vedené z bodu X, je AXST
pravouhly trojuhelnik s preponou X S. Potom pro patu Y vysky sestrojené z vrcholu
T na preponu XS dle Fukleidovy vety o odvésné pravouhlého trojuhelniku plati

SY|-|SX| = 2.

Je tedy ziejmé, ze bod Y je obrazem bodu X v souladu s definici 29. Prislusnou
konstrukci proto mizeme pouzit k sestrojeni obrazu bodu v kruhové inverzi. Pritom
je tfeba mit na pameéti, ze kruhova inverze je involutornim zobrazenim. Obrazem
bodu Y (vnitini bod kruznice w) je tedy naopak zase bod X (vnéjsi bod kruznice
w). Pro tplnost pfipomenme, ze body kruznice w jsou samodruzné, zobrazi se samy
na sebe, opét v souladu s definici 29

5P¥i rysovani v GeoGebfe tuto otazku fesit nemusime. Program m4 implementovan nastroj Kruhovd inverze. Pii
jeho pouziti staci zadat bod, ktery chceme zobrazit a urcujici kruznici.
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Obrazek 72: Kruhova inverze — konstrukce obrazu bodu X

16.1 Vybrané vlastnosti kruhové inverze

Kruhova inverze je prikladem nelinedarniho zobrazeni, nejedna se o afinni zobrazeni,
primka se az na specidlni ptipady nezobrazuje na ptimku (pfimky, které neprochézeji
stfedem inverze, se zobrazuji na kruznice).

Z definice inverze je patrné, Ze vnitini body urcujici kruznice (sféry) se zobrazuji na
vnéjsi body a naopak.

Inverze je tzv. konformni zobrazent, tj. zachovava velikost thlu.

Jak je na tom kruhova inverze se samodruznymi utvary? Samodruznymi body jsou
body urcujici kruznice. Samodruznymi piimkami jsou primky prochazejici stfedem
inverze. Samodruzné jsou ty kruznice, které ortogonalné protinaji urcujici kruznici.

Nyni si tyto vlstnosti uvedeme formou vét (jejichz dikaz je v8ak vétsinou prenechén
¢tenarfi).

Véta 59. Vnitrni body urcujici kruznice se zobrazi na vnéjsi body této kruznice a
naopak, vnejsi body se zobrazi na vnitrni.

Véta 60. Jestlize jsou A', B' obrazy bodi A, B v kruhové inverzi, jejiz stred S neleZi
na primce AB (viz Obr.[73), potom |LSAB| = |£SB'A’|.

Diikaz. 7 definice kruhové inverze vyplyva |SA'| - [SA| = |SB'| - |[SB| = 7%, tj.
|[SA'| |SB]
ISB'|  |SA|
S, jsou podle véty sus podobné. ]

Protoze trojuhelniky ABS a B’A’S maji spole¢ny thel pfi vrcholu
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Obrazek 73: |LSAB| = |£SB'A'|

Véta 61. Body primky prochdzejici stredem inverze S se zobrazuji opét na tuto
primku. S vyjimkou stredu S.

Véta 62. Obrazem primky p, kterd neprochdzi stredem inverze S, je kruznice p'
prochazejici stredem S. Kromeé bodu S.

Véta 63. Obrazem kruznice prochdzejici stredem inverze S (kromé bodu S) je
primka, kterda meprochdzi stredem inverze S.

Obrazek 74: Obrazem piimky p je kruznice p’ a naopak.

Diikaz. Pri znalosti Thaletovy kruznice Ize tuto vétu dokazat jako dtsledek véty [60,
viz Obr. [74l. ]

Veéta 64. Obrazem kruznice, ktera naprochdzi stredem inverze S je kruznice.
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Obrazek 75: Obrazem kruznice k, ktera neprochézi stiedem S, je kruznice k' a naopak.

Diikaz. K diikazu lze vyuzit mocnost bodu ke kruznici, konkrétné mocnosti bodu S
ke kruznicim k a k', viz Obr. [0 ]

Poznamka. Na Obr. [(5 je patrna jedna typickd vesmés vSak opomijena vlastnost
kruhové inverze, Ze obrazem stiedu kruznice k neni stied kruznice £/, viz body O a
O’ na obréazku.

Véta 65. Nutnou a postacujici podminkou, aby kruznice k se stredem O, riuznd od
urcujict kruznice w, byla v kruhové inverzi samodruznd je, aby ortogonalné proti-
nala urcujici kruznict inverze w.

Obrazek 76: Samodruzna kruznice k ortogonalné protina urcujici kruznici w.

Diikaz. K dikazu opét vyuzijeme mocnost bodu ke kruznici, konkrétné mocnost
bodu S ke kruznici k, viz Obr. [7Gl. ]
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Poznamka. Na Obr. [T6 opét stoji za pozornost fakt, ze ackoliv se kruznice k zob-
razuje sama na sebe, jeji stfed O se zobrazuje na jiny bod O'.

Véta 66. Necht jsou a,b dvé kruZnice nebo primka a kruZnice, které se dotykaji.
Potom:

a) Jestlize se dotykaji v bodé T # S, kde S je stred inverze, potom se dotykaji i
jejich obrazy v bodé T', ktery je obrazem bodu T .

a) Jestlize se dotykaji ve stredu inverze S, potom jsou jejich obrazem primky a’ || b'.

Obrazek 77: Zachovani incidence v kruhové inverzi

16.2 Analytické vyjadieni kruhové inverze

Pti odvozeni analytického vyjadieni kruhové inverze se stfedem S a koeficientem x
vyjdeme z Obr. [[8, kde je uvazovana inverze zadana urcujici kruznici w se stfedem
S a polomérem r (vime, Ze plati 7> = k). Vztah mezi body S, X a X' miizeme v
kazdém okamziku popsat rovnosti

1SX') = k- [SX]. (104)

ktera sice pripomina stejnolehlost, lisi se vSak od ni tim, Ze hodnota k neni kon-
stantni, ale zavisi na X (misto k& by asi bylo vhodnéjsi psat k(X)). Vime pfece, zZe
kruhova inverze je definovana vztahem

K
SX'| = ——. 105
X = (105)
Dame-li vztahy (I04) a (I05) dohromady, dostaneme pro k vztah
K
k= —0. 106
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Nyni staci rovnost (I04)) pfepsat do tvaru X' — S = k- (X — 5), odkud po dosazeni
z (I06) odvodime kone¢né analytické vyjadieni kruhové inverze. Pro obraz X’ bodu
X v kruhové inverzi se stifedem S a koeficientem x tak plati

K
X' =84 o (X=9), (107)
pripadné
2
r

y

Obrazek 78: Analytické vyjadieni kruhové inverze.

16.3 Cvic¢eni — kruhova inverze
1. V jaky utvar prevede kruhova inverze kruznici a jeji dvé tecny, které jsou
a) ruznobézné, b) rovnobézné?

2. Prozkoumejte obrazy téchto dvou utvart v kruhové inverzi:

a) dvé na sebe kolmé primky, b) kruznice a pfimka, ktera prochéazi jejim stfedem.

3. Je dana primka p, ktera protina danou kruznici £ v bodech K, L a je dan bod
B, lezici mimo pfimku p i kruznici k. Bodem B vedte kruznici, kterd se dotyka p
ik.
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4. Sestrojte kruznici prochézejici danymi body A, B a dotykajici se dané kruznice
k; body A, B jsou vnéjsi body kruznice k.

5. Jsou dany tti kruznice ky, ks, k3, které se navzajem protinaji a vSechny prochéazeji
bodem O. Sestrojte kruznici k, ktera se dotyka kruznic kq, ko, k3.

6. Jsou déany tti kruznice ky, ko, k3, z nichz se kazdé dvé zvenku dotykaji. Sestrojte
kruznici k, dotykajici se danych kruznic.

7. Jsou dany dvé dotykajici se kruznice kq, ko a primka p. Sestrojte kruznici, ktera
se dotyka kruznic kq, ko a primky p.

8. Jsou dany dvé pfimky pi, po a kruznice k, kterd se dotyka primky p;. Sestrojte
kruznici, kterd se dotyka primek p1,po a kruznice k.

9. Jsou dany dvé dotykajici se kruznice ki, ko a pfimka p. Sestrojte kruznici se
stredem na piimce p, kterd se dotyka kruznic ki, ks.

10. Jsou dany tfi kruznice kq, ko, k3, z nichz ki a ky se protinaji v bodech A, B; kj3
lezi vné kq i ky. Sestrojte kruznici k, kterd se dotyka kruznic kq, ko, k3.

11. V roviné je dan trojuhelnik ABC'. Najdéte stied kruhové inverze zobrazujici bod
A na bod B, je-li bod C' samodruzny.

12. Urcete stied kruhové inverze s koeficientem 2, pti které se bod [1, 0] zobrazi na
bod [2,0].

13. Existuje kruhovéa inverze, pfi niz jsou body [—1, 0], [1, 0] samodruzné a bod [0, 0]
se zobrazi na bod [0, 1]?7 Pti kladné odpovédi urcete stfed této inverze, koeficient a
analytické vyjadreni.

14. Pfi kterych kruhovych inverzich se zobrazi bod [0, 1] na bod [0,9] a bod [2, 0]
do vlastniho bodu na ose x? Urcete vzdy stfed a koeficient inverze.

15. V omezené nakresné je dana primka ¢ a na ni pristupny bod 7. Dale je dan
neptistupny bod M = pNgq; p, q jsou primky. Sestrojte kruznici k, ktera prochéazi
bodem M a primky t se dotyka v bodé T

16. V omezené nakresné sestrojte stfed S kruznice k prochézejici nepfistupnymi
body A =z Ny, B =wuNuv a piistupnym bodem C (z,y,u,v jsou dané pristupné
primky).
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17 Projektivni rozsifeni £, prostoru £,

Projektivnim rozsitrenim eukleidovského prostoru E,, rozumime jeho doplnéni o ne-
vlastni body. Vysledny prostor znacime F,. Takovéto rozsifeni eukleidovského pro-
storu nam podstatné zjednodusuje popis a zkoumani nékterych geometrickych vztahi.
Vyuziva se tfeba pti vykladu perspektivy, zavadéni kolineace nebo pri zkoumani ku-
zelosecek a kvadrik.

17.1 Projektivni rozsifeni roviny FE,

Piimka je urc¢ena bud dvéma body, nebo bodem a smérem (smérovym vektorem), viz
Obr. [[9 Dvé piimky v roviné, které nejsou totozné, maji bud jeden spolecny bod,
nebo nemaji zadny spoleény bod, ale maji spolecny smeér.

Obrazek 79: Piimka je uréena bud dvéma body, nebo bodem a smérem (smérovym vektorem).

Kdybychom sméry ztotoznili s body, mohli bychom vyse uvedena tvrzeni nahradit
témito jednodussimi: Primka je urcena dvema body. Dvé primky v roviné maji vZdy
alespon jeden spolecny bod.

Resenim je doplnéni roviny o tzv. nevlastni body N, tj. body v nekonecnu, které si
muzeme predstavovat jako sméry vsech primek roviny. Disledkem zavedeni téchto
nevlastnich bod do eukleidovské roviny je jeji doplnéni také o tzv. nevlastni primku
Neso, kterd je z nevlastnich bodt slozena.

Prvotni predstava o nevlastnim bodu primky je takova, Ze je to bod této primky,
ktery lezi v nekonec¢nu. Proto je logické, ze nevlastni bod primky ztotozZnujeme s jejim
smeérem.

Definice 30 (Smér). Je-li @ libovolny nenulovy vektor, potom mnoZinu viech vek-
tord ki, k € R nazyvdme smérem, znacime (). Libovolny vektor daného sméru pak
nazyvame reprezentantem tohoto sméru.
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Potom mtizeme projektivné rozsiteny prostor Fs chapat jako sjednoceni eukleidov-
ského prostoru Fs s mnozinou vSech sméra (V5) (kde V5 je zaméfenim FEs), tj. s
mnozinou vSech nevlastnich bodt N

Ey = Ey U Ny = Ey U (Va).

Bodem prostoru F, tak je jak bod, tak jak jej zname (tj. vlastni bod), tak i smér
(tj. nevlastni bod).

Poznamka. Kazda vlastni pfimka ma pravé jeden nevlastni bod (smér).

17.2 Homogenni soufadnice v F

Je otézka, jak reprezentovat body projektivné rozsifeného prostoru FE,. Tato re-
prezentace by méla byt na jedné strané jednotna, na druhé strané by vsSak méla
dovolovat rozliSovat mezi body vlastnimi (tj. body puvodniho eukleidovského pro-
storu Fs) a nevlastnimi (tj. sméry zaméfeni V5 ptuvodniho eukleidovského prostoru

By).

Tento na prvni pohled obtizny tkol elegantné tesi zavedeni tzv. homogennich sou-
radnic. Homogenni souradnice v F5 jsou vysledkem projektivniho rozsifeni, to jest
ztotoznéni vlastnich i nevlastnich bodt prostoru Es se sméry (V3) prostoru Ej. Sou-

rfadnice vektoru z V3, ktery ukazuje na konkrétni bod prostoru Fy potom nazyvame
aritmetickym zastupcem tohoto bodu.

y
1 . U=(XUSyU!0)
— 4 Q //
e \_h:-‘__‘_h_"_““—-—;l
: T x
1 A= 1
1 (XAsyAs )
I
E2
z

Obrazek 80: Myslenka zavedeni homogennich soufadnic.

Myslenka zavedeni homogennich soutadnic je zaloZzena na tom, Ze celou projektivné
rozsirenou eukleidovskou rovinu Es ,umistime” do eukleidovského trojrozmérného
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prostoru E3, vhodné v ném zvolime pevny bod @ a vSechny body prostoru Es zto-
toznime se sméry ,,pohledi“ z tohoto bodu, tj. s vektory z vektorového prostoru V.
Mozné feseni je zachyceno na Obr.[80. Eukleidovsky prostor Fs je zndzornén modrou
(spodni) rovinou, ta tedy predstavuje mnozinu vlastnich bodi. Nevlastnim bodim,
tj. smértim piimek z F5, potom odpovidaji vektory rovnobézné s touto rovinou. Pro
zjednoduseni nasich pfredstav volime umisténi vSech téchto vektort v bodé (). Ne-
vlastni body potom vypliuji ¢ervenou (horni) rovinu. Zvolime-li kartézskou soustavu
soutadnic ,hostitelského* prostoru F5 tak, aby jeji pocatek splyval s bodem (), osy
x,y lezely v roviné rovnobézné s 5 a osa z byla orientovana tak, ze jeji prisecik s
rovinou Fy ma soufadnici 1, jak vidime na Obr. B0} je zrejmé, ze kazdy vlastni bod
X méa v této soustavé souradnice X = (x,y, 1), kde x,y jsou kartézské souradnice
bodu X v roviné Es, zatimco nevlastni bod U mé soutadnice U = (uq, ug, 0). Tak
se nam podarilo dosdhnout vytéeného cile. Uvedeny postup neni samoziejmé jediny.
Neni napr. nutné, aby treti souradnice vlastniho bodu byla 1. Protoze nam jde o
smeér ,,pohledu® z bodu () do daného bodu, neni nezbytné, aby vektor tohoto sméru
v prislusném bodé koncil. Podstatné je, aby timto bodem prochazela primka tohoto
sméru. Obecné tak miize byt tfeti souradnici vlastniho bodu jakékoliv nenulové ¢islo.

Pokud vsak vSechny souradnice timto nenulovym ¢islem vydélime, dostaneme vyse
uvedeny specialni pripad homogennich soutradnic, ktery také odpovida situaci na
Obr. B0l Hovorime o tzv. it afinnich homogennich soufadnicich. Ty nam zptisobem
svého zavedeni umoznuji v pripadé vlastnich bodiu piejit k afinnim (nebo primo
kartézskym) soufadnicim v E,. V p¥ipadé nevlastnich bodfi pak k soufadnicim p¥i-
slusnych smérovych vektori ve V,,. Pro zjednoduseni vSak budeme nadale pouzivat
pro tento typ souradnic vesmés oznaceni homogenni souradnice.

(Afinni) homogenni soufadnice vlastniho bodu X € Ey:

hi h
X = (h1, hy, h3) = <h_;’ h—j), 1> = (21,29, 1).

(Afinni) homogenni souradnice nevlastniho bodu (sméru) Z € Fsy:

J = <Zl,22,0>.

Potom (x1, x9) jsou afinni (nebo rovnou kartézské) souradnice bodu X v FEs, zatimco
(21, 29) jsou afinni (nebo rovnou kartézské) souradnice smérového vektoru 2z ve V5.
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Rovnice p¥imky v £

V E, existuji riizné zptsoby vyjadieni piimky, ktera je v E, dana obecnou rovnici
ar + by + ¢ = 0. Uvazujeme-li homogenni souradnice jejiho libovolného bodu X ve
tvaru X = (x,y, 2) = (=, =, 1), jeji obecnd rovnice je ve tvaru

2z

axr + by + cz = 0.

Je-li pfimka ddana dvéma body A, B s homogennimi soutadnicemi A = (aq, as, as), B =
(b1, be, b3), miZzeme ji zadat pomoci rovnice

X=a-A+p3-B,

kterd vyjadiuje jeji obecny bod X jako linedrni kombinaci bodi (smért) A, B. K
vyjadieni téhoz lze vyuzit i determinant. Rovnice ptfimky dané body A, B mé potom
tvar

x oy z

a; Qs ag | — 0.

by by b3

PRIKLAD 17.1. V roviné E; je ddna primka 2z + 5y + 7 = 0. Vypoctéte (afinni)
homogenni souradnice jejiho nevlastniho bodu.

PRIKLAD 17.2. V roviné Ey jsou ddny body A = (0,3,2), B = (2,8,2). Napiste
rovnici primky AB.

PRIKLAD 17.3. V roviné Ey je A = (1,2,0),B = (1,1,—-1),C = (0,1,0),D =
(1,0, —3). Urcete souradnice pruseciku primek AB a CD.

Rovnice kuzeloseéky v F

Kuzelosecka s algebraickou rovnici ve tvaru az? + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f = 0
ma v Fy homogenni rovnici

ax? + 2bxy + cy? + 2dwz + 2eyz + f2° = 0.

PRIKLAD 17.4. V roviné Es je ddna kuZelosecka 2 +vy* + 2xy — 6z — 4y +2 = 0.
Vypoctéte jeji nevlastni body v Es.
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17.3 Zobecnéni

Myslenku projektivniho rozsifeni roviny miizeme zobecnit na prostor dimenze n.
Vysledny prostor nazyvame projektivni prostor P, a lze ho ztotoznit s mnozinou
smeérd (V,41):

P,=FE, = <Vn+1>

(Afinni) homogenni soutadnice: X = (x1, ..., Ty, Tpi1)-

PRIKLAD 17.5. Napiste rovnici roviny, kterd prochdzi body A = (2,—1,1,2), B =
(—1,0,0,1),C' = (-3,2,2,3).

PRIKLAD 17.6. V prostoru As urcete prisecik P primky AB s rovinou CDE:
A=1(0,1,0,1),B=(-1,1,2,0),C =(0,0,0,1), D =(1,2,0,1), E = (0,2, —5,1).

17.4 Cvic¢eni — projektivni rozsifeni prostoru

1. V roviné je dana primka 2x —3y+7 = 0. Napiste jeji rovnici v prislusnych afinnich
homogennich souradnicich a vypoctéte jeji nevlastni bod U.

2. V prostoru Fj je pfimka popsana v afinnich homogennich soufadnicich rovnicemi
2351 + 3[62 — 4353 + 5[64 = 0,

Tr1 — 4x9 + 423 — 424 = 0.
Vypoctéte jeji nevlastni bod U.

3. Napiste rovnici roviny, kterd v prostoru P; prochéazi body A = (2, —1,1,2), B =
(—1,0,0,1),C = (—3,2,2,3).

4. Kazda shodnost miize byt v homogennich souradnicich vyjadrena jednou matici.
Pokuste se najit prislusné matice.

5. Urcete obrazy bodi A = [2,5], B = [—1,0] v rotaci R(S,a); S = [1,2],a = 7/3.
Pouzijte matici v homogennich souradnicich.

6. V prostoru E; uréete prisecik P piimky AB s rovinou CDE.
A=(0,1,0,1), B=(-1,1,2,0), C =(0,0,0,1), D=(2,0,1,1), £ =(0,2,—5,1).

7. Rovnice kuzelosecek prepiste do homogennich soutradnic a urcete jejich nevlastni
body.
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a) —x% +2zy + 3y* — 2x +4y +1 =0,
b) 2? + dxy + 4y* — 4r — 8y + 3 =0,
c) 2% — bxy + 6y* —2x + 1 = 0.

8. V projektivnim prostoru P, najdéte spoleény bod M rovin

r — r9 + 223 + x4 — 3x5 = 0,
2r1 + ro + 4ry + 3ry — 10x5 = 0,
- 61‘2 + 21‘3 + 3.%‘4 + Ty — 0,

2371 + 10£U2 — 2373 — 4374 — 6375 = 0.
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18 Dvojpomér

Pro kazdé geometrické zobrazeni jsou typické urcité vlastnosti, které se pri ném za-
chovavaji. Hovorime o tzv. invariantech daného geometrického zobrazeni. Pro shodné
zobrazeni je to napt. vzdalenost bodi, pro podobné zobrazeni pomér vzdalenosti
bodt, pro afinni zobrazeni je to potom délici pomér. Nyni nas bude zajimat pro-
jektivni invariant (tj. vlastnost, ktera se zachovava napt. pii stfedovém promitani
mezi dvéma riznobéznymi rovinami v trojrozmérném prostoru, nebo mezi dvéma
riznobéznymi primkami v roviné). Jak je patrné z Obr. BRI, délici pomér to byt ne-
mize. Ukaze se, ze timto invariantem je tzv. dvojpomeér (viz véta [[0FPappova véta
o projektivni invariantnosti dvojpoméru). Dvojpomérem (ABC D) ¢tyt ruznych ko-
linearnich bodi rozumime pomér délicich poméria (ABC)/(ABD) (viz nésledujici
definice B1l). Pro podrobnéjsi studium otéazek invarianti geometrickjch zobrazeni,
zvlasté pak dvojpoméru, lze doporucit [§].

Vyse uvedené tvahy o invariantech miizeme shrnout takto:
e vzdalenost — metricky (eukleidovsky) invariant,
e délici pomér — afinni invariant,

e dvojpomeér — projektivni invariant.

Obréazek 81: Stfedové promitani mezi dvéma riznobénymi pfimkami (rovinami) na rozdil od rovno-
béZného nezachovava délici pomér (sledujte, jak se zobrazuje bod Z, stfed tsecky XY).

Definice 31 (Dvojpomér). Necht A, B, C, D jsou ¢tyri navzajem rizné body primky.
(ABC)

Cislo 6§ = m nazyvame dvojpomerem bodi A, B,C, D (v tomto poradi) a zna-

¢ime 0 = (ABCD).

Poznamka. Zapisem (ABC), resp. (ABD), rozumime délici pomér bodu C', resp.
D, vzhledem k bodum A, B.
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PRIKLAD 18.1. Na primce p jsou ddny body A, B. Sestrojte na piimce p bod C
tak, aby délici pomér (ABC) = X\ byl roven danému ¢islu.

a) A =3,
b))‘:%7
c) A= -2

PRIKLAD 18.2. Urcete hodnoty délicich poméri (ABCy), (AB,C), (ABC),
kde As, By, Cso jsou nevlastni body.

Reseni: (ABCy) =1, (AB,C) =0, (AxBC = ).

PRIKLAD 18.3. Jak vidime na Obr.[83, na primce p jsou ve stejnyjch vzddlenos-
tech postupné umistény body A, B, C, D. Urcete hodnotu dvojpomeéru (ABCD).

Y

Obrazek 82: Urcete hodnotu dvojpoméru (ABCD).

Véta 67. Dvojpomeér ctyr bodi se nezmeéni, vymenime-li vzajemné dva z nich a
zdroven jesté oba zbyvagict, t.j. plati (ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA).

Dukaz. Dokézeme primo, rozepsanim dle definice [311. ]

Véta 68. Vymeénime-li posledni dva body mezi sebou, zmeéni se hodnota dvojpomeéru

v hodnotu prevracenou, t.j. plati (ABCD) = m

Diikaz. Dokéazeme primo, rozepsanim dle definice 311, ]

Definice 32 (Harmonicka ¢tvefice). Je-li (ABC D) = —1, fikame, Ze body A, B,C, D
tvori harmonickou ctverict bodi, nebo Ze body C, D jsou harmonicky sdruzeny vzhle-
dem k bodum A, B, nebo Ze body C, D oddéluji harmonicky body A, B.

PRIKLAD 18.4. Jsou-li na piimce ddny body A, B, C, sestrojte bod D tak, aby
A, B, C, D tvorily harmonickou ctverici.

Reseni: Jedna z moznych konstrukei harmonické étvefice, zaloZend na podobnosti
trojuhelniki, je zobrazena na Obr.[R3. Vyjdeme z ni pti hledani postupu konstrukce,
ktery by byl projektivné invariantni (nemél by byt zaloZen na rovnobéznosti).
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Obrazek 84: Dalsi z moznych konstrukci harmonické ¢tvefice

Konstrukei nejprve modifikujeme (viz Obr. R4)) tak, ze dvojicemi bodia A, F' a B, E
vedeme primky, jejichz prisecikem G nasledné vedeme rovnobézku n s primkami

k,l. Prisecikem piimek n a p je potom hledany bod D.

Nyni zbyva nahradit nevlastni prisecik primek k, [, n vlastnim bodem (). Vysledkem
je konstrukce na Obr. B3 ktera je ekvivalentni s ptivodni a pfitom pri ni nemusime
vyuzivat rovnobéznost. Postup této konstrukce je takovy, ze bodem C' vedeme libo-
volnou pfimku m, na ni zvolime dva rtizné body F, F' a vedeme jimi piimky k = AF
an = BF, jejichz priusecik nazveme (). Bod D je potom urcen jako prusecik primek

pal=QG, kde G je prisecikem primek AF a BE.

Body A, B, F, E¥ na Obr. (viz téz Obr. Fig:UplnyCtyr) tvoii tzv. dplny ctyrroh.
Takto nazyvame skupinu ¢tyt bodi v roviné, z nichz zadné tii nelezi v jedné piimce.
Body A, B, F, E potom nazyvame vrcholy tplného ctyrrohu. Sest pfimek, které tyto
vrcholy spojuji, nazyvame stranami upiného ctyrrohu. Tyto strany se protinaji jesté
v dalsich tfech bodech G, C, @, jimz fikame diagondlni vrcholy uplnéeho ctyrrohu;
trojuhelnik jimi urcéeny se nazyva diagonalni trojuhelnik a jeho strany diagondlnims
stranami uplného ctyrrohu. Nalezend jednoducha konstrukce harmonické ctverice
potom odrazi harmonickou vlastnost tiplného ¢tyirohu, ktera je formulovana v na-

sledujici vété, vice viz [6].

146



m\\ \ 1o,
N \ L4
N /7
~ \
N \ ’#Q
N \ 74
\\ \ / I'
~ \ 7
~ \ Vs 1 -
~ 7 II -
] Vi 1 P
RN 1 -
\ 7/ 1 I Phe
\ﬂ/E f _-
~ ;! -
// \\\\I ! /”
-
,’ R AN :F,/’
N N~
L NN
, _- Gl AN
Vs _- 2 1 ~
Vs - i AN | \\
/< - ! N ~
A=/,’ Dg \#B \\=C
p RS ! '\ N
P ] [ N
- ’ N
-7 ’ ! [N AN

Obrézek 85: Jednoduché konstrukce harmonické ¢tverice

Véta 69. Na kazdé strané uplného ctyrrohu tvori oba jeho vrcholy a dvojice bodii,
z nichZ jeden je diagonalni vrchol a druhy je incidentni s jeho protéjsi diagondlni
stranou, dvé dvojice bodu, které se harmonicky oddélugi.

Obrazek 86: Uplny ¢tyiroh A, B, F, E a diagonalni trojthelnik AGCQ.

Poznamka. Tvrzeni, Ze body A, B, C, D (viz Obr. 85 a[8d) se harmonicky oddéluji
znamend, ze pro dvojpomeér téchto bod v uvedeném poradi plati (ABC'D) = —1.

PRIKLAD 18.5. V P, jsou ddny body A = (1,2,3),B = (3,2,1),C = (1,1,1).
Dokazte, Ze lezi na primce a vypoctéte bod D tak aby (ABCD) = —1.

PRIKLAD 18.6. Stred usecky AB je harmonicky sdrufen s nevlastnim bodem
primky, urcene body A, B, vzhledem k bodum A, B. Dokazte.
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19 Pappova véta a jeji dusledky

Pappos z Alexandrie (7290-7350), fecky matematik a astronom. Pod oznacenim
,Pappova véta“ je uvadéno vice veét. Proto je treba uvést, o jaké z téchto vét hovo-
fime. Zde se budeme vénovat Pappove véte o invarianct dvojpomeru pri promitant.
Prestoze je dvojpomér invariantni vii¢i rovnobéznému i stfedovému promitani, ome-
zime se zde pouze na stiedové promitani. Viic¢i rovnobéznému promitani je invari-
antni i délici pomér. Pozdéji uvedeme jesté Pappovu vétu o sestivuhelniku.

19.1 Stredové promitani

Stredové promitani patii mezi zobrazeni zvana kolineace. Kolineace je nejobecnéjsim
moznym zobrazenim, které zachovava linearitu geometrickych atvart, [1J.

Existuji rtizné druhy kolineaci. Zanedlouho se budeme zabyvat \stredovou kolineact,
znamou napf. z kurzi deskriptivni geometrie.

Uvazujeme stiedové promitani v prostoru E» nebo v prostoru Ej. Nejprve si probe-
reme podobu stfedovych primétht zakladnich utvara pri sttedovém promitani pro-
storu Es5 do roviny 7 se stfedem S (S & 7).

Zobrazeni bodu

Viz Obr. R7 Vlastni bod se zobrazi opét na vlastni bod (A — A’), nebo, pokud lezi
v rovin€ p prochazejici sttedem S rovnobézné s priiométnou 7, zobrazi se na nevlastni
bod (B — B!). Nevlastni bod (tj. smér pfimky v E3) se zobrazi na vlastni bod,
tzv. ubézinik (Uyx, — U’), nebo, pokud pfimka lezi v roviné p prochézejici stredem S
rovnobézné s prumétnou 7, zobrazi se sdm na sebe, tj. opét na nevlastni bod.

Obrézek 87: Stiedové priiméty bodu v Ej.
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Zobrazeni primky

Viz Obr. B8 Piimka se zobrazi opét na piimku (¢ — d/, bod P je samodruzny,
nazyvame ho stopnik dané ptimky), nebo, pokud je pfimkou promitaci, tj. prochazi
stfedem S, zobrazi se na bod (¢ — @'). Pfimka lezici v roviné p prochazejici sttedem
S rovnobézné s priumétnou 7 se potom zobrazi na nevlastni primku roviny 7 (v —
Us) S&m na sebe, tj. opét na nevlastni bod.

Ui

Obrézek 88: Stiedové priméty primky v Fs.

Zajimava je otazka, jak vypadaji stredové priméty dvou rovnobézek. Jak dokumen-
tuje Obr. B9, stfedovymi priméty dvou rovnobézek jsou obecné dvé rtznobézky
(@ — a,b = bia || byd } V), jejichz spoleénym bodem je ubéznik (bod U’ na
Obr. RY)), obraz nevlastniho bodu (sméru) téchto rovnobézek.
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Obrazek 89: Stiedové priiméty rovnobézek v Es nejsou rovnobézné.

Zobrazeni usecky
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Poznamenejme pouze, ze obrazem tsecky ve stfedovém promitani nemusi byt tsecka.
Jak vidime na Obr. @0, tsecka AB v obecné poloze se zobrazi na tsecku A’'B’, za-
timco usecka DC', ktera je kolma k primétné 7 a jejiz jeden krajni bod D lezi v
roviné p prochazejici stfedem S rovnobézné s primétnou 7, se zobrazuje na polo-
priimku s poc¢atecnim bodem D', jejiz smér je dle orientace uvedené na obrazku urcen
nevlastnim obrazem D, bodu D.
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Obrazek 90: Stfedové priméty bodu v Ej.
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Zobrazeni roviny

Viz Obr. @1 Pokud je rovina promitaci, tj. prochazi bodem S, je jejim stfedovym
priumétem piimka, jeji stopa (¢ — p¥). V obecném piipadé je pak stfedovym pri-
métem roviny celd primétna m (o — 7). Prisec¢nici roviny s pramétnou nazyvame
stopou roviny (pfimky p® a p¥ na obrazku). Nevlastni pfimka roviny se promita do
tzv. ubéZnice. Ub&Znici rovniny o je pfimka /.

Obrazek 91: Stiedové priiméty roviny v Es.
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19.2 Pappova véta o invarianci dvojpoméru

Véta 70 (Pappova véta o invarianci dvojpoméru). Jestlize jsou A’, B',C', D' rov-
nobezné nebo stredove pruméty ctyr navzajem ruznych bodi A, B, C, D primky p na
primku p' # p, potom (A'B'C'D") = (ABCD).

Diikaz. Jak bylo jiz feCeno, omezime se pouze na stfedové promitani. Diikaz invari-
ance dvojpomeéru vici rovnobéznému promitani prenechavame laskavému ctenéari.

Sa vy
N
A
N
N

.

i \
/ Y5 6\ S

Obrazek 92: Pappova véta.

Dikaz naznac¢ime pro konfiguraci bodu A, B, C, D dle Obr. @2l Diskusi obecné plat-
nosti prenechame ¢tenari pro samostatnou praci.

Nebudeme dokazovat piimo rovnost (ABCD) = (A'B'C’'D"). Dokézeme, ze hodnota
dvojpoméru ¢ty bodl na pfimce p, resp. p’, zdvisi pouze na uhlech, které sviraji
primky spojujici tyto body se stfedem S (thly a, 5,,0 na Obr. @2). Protoze tak
nezavisi na umisténi primky p, je pti zachovani velikosti uvedenych uhlt pro vsechny
jejil polohy tento dvojpomér stejny.

Pro dvojpomér (ABC D) plati

(ABC)
ABCD) = ——= 1
kde uvedené délici poméry muzeme vzhledem k Obr. @2 zapsat takto
|AC| |AD|
ABC) = —— ABD) = ——. 110

Nyni provedeme ekvivalentni tpravy téchto rovnosti (II0) tak, aby se v nich ,obje-
vily“ vztahy pro vypocet obsahti vybranych trojuhelnik, které tvoii body A, B, C, D, S
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na Obr. 02 (konkrétné se jednd o AACS, ABCS,ABDS a ACDS):

_AC] _ 31 ACv _ Sascs
|BC| %‘Bchj SrBcs

_|AD] _ 3| ADw _ 5aADS
|BD| %‘BD‘U SABDS
(111)
kde v je spole¢na vyska téchto trojihelniki, tj. kolmé vzdalenost bodu S od ptfimky
.

Nyni vyjadiime kazdy z uvedenych obsahii trojuhelniki za pouziti jinych zakladen

(ABC) (ABD)

a vysek
1 , 1 :
SrAcs = §|ASHSC| sina, Sapes = §\BSHSC| sin f3, (112)

1 , 1 :
SaADs = §\ASHSD| siny, Sapps = §|BSHSD| sin 6. (113)
a dosadime do vztaht (I1T))
1| AS||SC| sina _ |AS|sina

Saacs
ABC) = - - , 114
( ) SABCS %\BSHSC’|Sin6 |BS|sin (114)
LIAS||SD|si i
(ABD) SAADS _ 3\ | |SI.TW _ |AS|31'H’Y’ (115)
Sapps  3|BS||SD|sind  |BS|sind
zjednodusené tvary pak do (I16)
|AS|sin a
_ |BS|sinp
(ABCD) = TASTsinn (116)
|BS|sin g
abychom po zjednoduseni dostali vztah
sin « sin ¢
ABCD)= —— 11
(ABCD) sin 3 sin~y’ (117)

ze kterého vyplyva nezavislost hodnoty dvojpoméru (ABCD) na volbé ptimky p.
Je tedy
(ABCD) = (A'B'C'D)). (118)

[l

Pappovu vétu mtzeme formulovat i jednodussim zptisobem.
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Véta 71 (Pappova véta o invarianci dvojpoméru II). Dvojpomér se promitanim
nement.

Poznamka. Pappova véta o invarianci dvojpomeéru plati i v pripadé, Ze je jeden z
uvazovanych bodu nevlastni. Napfiklad pro D, (viz Obr. @3)) plati
(ABCDy) = (ABC). (119)

Postup diikazu tohoto vztahu je analogicky s diikazem véty [70. Jak ukazuje Obr. @3],
body A, B,C, Dy, kde D, je nevlastni, lezi na pfimce p. Je vSak tfeba mit na
paméti, Ze pro jinou piimku, napt. p’ dle Obr. @3], mohou byt vSechny ¢tyii body
A, B',C', D' vlastni.

Obrazek 93: Pappova véta pro nevlastni bod.

Skutecnost uvedenou v posledni poznamce mizeme vyhodné vyuzit pfi feseni na-
sledujiciho prikladu.
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PRIKLAD 19.1. Na primce p jsou ddny t7i rizné body A, B,C. Sestrojte bod D
tak, aby (ABCD) = p, kde p je dané cislo.

Regend: Viz Obr. @4l Vyjdeme z toho, Ze plati (ABCD) = (A'B'C'D! ) = (A'B'C").
Nejprve sestrojime (libovolnou) ptimku p’ prochazejici bodem C' = C’, na ni potom
zvolime body A’, B’ tak, aby platilo (A’B'C") = . Jako prusecik ptimek AA’, BB’
dostaneme stied S, kterym vedeme rovnobézku s p’. Jejim prusecikem s p je hledany
bod D.

Obrazek 94: Konstrukce daného dvojpomeéru.

Dvojpomeér ¢tyi primek

Z vyse uvedeného dikazu Pappovy véty (Véty [[0) vyplyva, Ze pravdivost jejiho
tvrzeni zavisi pouze na zachovani velikosti thlti mezi promitacimi pfimkami a, b, ¢, d,
viz Obr. @2 Misto dvojpoméru ¢tverice bodu A, B, C, D lezicich na jedné primce
p tak muzeme klidné uvazovat dvojpomeér ctverice primek a, b, c,d prochazejicich
jednim bodem S, viz Obr. @3 Zaménili jsme tedy body za piimky a piimky za
body, a dostali jsme opét smysluplny vztah. To je projevem tzv. principu duality
v projektivni roviné, kterému se vénujeme v nasledujici kapitole [19.3]

Pro dvojpomeér ¢tyt primek a, b, ¢, d z Obr. @2 a @7 zrejmé plati

sin «v sin 0

(abed) = (ABCD) = (120)

sin Bsin~y’
PRIKLAD 19.2. Urcete hodnotu (abxy), jsou-li a,b dvé riznobéiné primky a .y
osy soumeérnosti uhli, ktere primky a,b sviraji.

Resend: Viz Obr. @6l Je ziejmé, Ze plati (abxy) = —1.

Analogicky s dvojpomérem ¢tyt primek zavedeme dvojpomér ¢tyt nevlastnich bodu

a dvojpomér ¢tyr rovin.
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Obrazek 96: Dvojpomér dvou rtiznobézek a os jejich thlu.

Dvojpomeér ¢tyr nevlastnich bodua

(AswBooCoo D) = (abcd).

Dvojpomér ¢ctyr rovin

(afy9) = (abed).
Viz Obr. @7

19.3 Princip duality v projektivni roviné

Z kazdé véty v rovinné projektivni geometrii dostaneme novou spravnou vétu, kdyz v
ni prislusné pojmy nahradime pojmy s nimi dualnimi, naptiklad slovo ,,bod“ nahra-
dime slovem ,,primka‘“ a slovo ,,pfimka‘“ nahradime slovem ,bod“, pricemz incidenci
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Obrazek 97: Dvojpomér ¢tyf rovin.

zachovame. Kompletni pfehled vzajemné dudlnich pojmt a tvrzeni nabizi nasledu-
jici tabulka [l Vzajemnymi zaménami uvedenych pojmt vznikaji dvojice ,navzajem
dualnich vét®.

bod primka

lezi na prochazi

primka spojujici dva body prusecik dvou ptrimek
primky prochézejici jednim bodem body lezici na jedné primce
¢tyfroh CtyTstran

pdl poléara

mnozina bodl dané vlastnosti obalka

tecna bod dotyku

Tabulka 1: Vzajemné dudlni pojmy, [2]

Ukazka dvojice navzajem dualnich vét:

Véta 1: Dvéma riiznymi body prochazi jedind primka.

Véta 2: Dvé rizné primky se protinaji v jediném bodé.

Poznamka. Dualizovat nelze vzdalenost a tihel.
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19.4 Princip duality v praxi

Uplatnéni principu duality ilustruji také dvé néasledujici vzajemné dualni definice —
definice tplného ¢tyfrohu (viz Obr. @8)) a definice Gplného ¢tyfstranu.

Definice 33 (Uplny ¢tyiroh). Skupina ¢tyr bodi A, B, C, D v roviné, z nichZ Zddné
tri nelezi v jedné primce, se nazyva uplny ¢tyrroh A, B, C, D. Body A,B,C, D
se nazyvaji jeho vrcholy. Sest primek, z nich? kazdd je incidentni se dvéma z
téchto vrcholu, nazyvame stranami upineho ctyrrohu A, B,C,D. Tyto strany se
protinaji jesté v dalsich trech bodech P, (), R, jimZz rikame diagonalni vrcholy ipl-
ného ctyrrohu; trojuhelnik jimi urceny se nazyvd diagonalni trojuahelnik a jeho
strany diagonalnimi stranami dpiného ctyrrohu A, B,C, D.

Definice 34 (Uplny étyistran). Skupina ctyr primek a, b, c, d v roving, z nich# Zddné
tri neprochazeji tymz bodem, se nazyvd uplny étyrstran a, b, ¢, d. Primky a,b, c, d
se nazyjvaji jeho strany. Sest bodi, z nich? kaZdy je incidentni se dvéma z téchto
stran, nazyvame vrcholy uplného ctyrstranu a,b, c,d. Tyto vrcholy lze spojit jeste
dalsimi tremi primkami p,q,r, jimzZ rikame diagonalni strany; trojuhelnik jimi
urceny se nazyva diagonalni trojuahelnik a jeho vrcholy pak diagonalnimi vr-
choly uplného ctyrstranu a,b,c,d.

Véta 72. Na kazZdé strané uplného ctyrrohu tvori oba jeho wvrcholy (viz Obr. [98,
body A, B) a pdr bodi, z nichZ jeden je diagondlni vrchol a druhy je incidentni s
jeho protéjsi diagondlni stranou (viz Obr.[98, body P', P"), dvé dvojice bodi, jez se
navzajem oddélujr harmonicky.

Dikaz. Uvazujme nejprve stiedové promitani se stiedem R, potom se stbedem ().
Dostaneme

(DCPP")y = (ABPP"), (DCPP")=(BAPP'), (121)
odkud plyne
AN N 1
(ABPP') = (BAPP') = (ABPDY) (122)
tj.
(ABPP')? =1. (123)

Protoze body P a P’ jsou oddéleny bodem B, musi byt dvojpomér (ABPP') za-
porny. Vysledkem odmocnéni (I23)) je tedy rovnost

(ABPP') = —1. (124)

Tim je véta dokazana. [l

Véta [[2 nam dovoluje konstruovat harmonickou c¢tverici jednoduse pomoci tplného
¢tyfrohu, jak jsme uvedli jiz na str. 147
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Obrazek 98: Uplny ¢tyiroh.

19.5 Cviceni — Pappova véta a princip duality

1. K vété [[2 vyslovte vétu dualni a tu dokazte.

2. Dvé prot€jsi strany aplného ¢tyfrohu jsou harmonicky sdruzeny vzhledem k pii-
slusnym diagonalnim strandm. Dokazte.

3. Ke konstrukci harmonické ¢tverice bodu (doplnit D, zndme-1i A, B, C') vymyslete
konstrukci dudalni, tj. konstrukci harmonické ¢tvetice primek.
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20 Stredova kolineace

Jak naznacuje Obr. @9, stfedové kolineace (se stiedem S5), jako vzdjemné jedno-
zna¢né zobrazeni Fs na sebe, je vysledkem stfedového pramétu (se stfedem S’) stie-
dového promitani (se stfedem S;) mezi dvéma rtiznobéznymi rovinami v prostoru

B

Obrazek 99: Vznik stredové kolineace

Definice 35 (Stfedova kolineace). Stredovou kolineaci (téZ perspektivni kolineact,
osovou kolineact ci homologii) rozumime vzdjemné jednoznacné zobrazeni roviny Fs
téchto vlastnosti (viz Obr. [100):

1. Spojgnice odpovidajicich si bodiu prochdzeji pevnym bodem - stfedem kolineace.
2. Prisecik odpovidajicich si primek lezi na pevné primce - ose kolineace.

3. Incidence se zachovava.

Poznamka. Tii kolinearni body (tj. t¥i body na pfimce) prejdou timto zobrazenim
opét v body kolinearni - proto KOLINEACE.
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Obrazek 100: Zobrazeni bodu ve stfedové kolineaci se stfedem S a s osou o

Poznamka. Stfedova kolineace je urcena:

- osou o (samodruzné priimka)

- stfedem S (samodruzny bod)

- dvojici odpovidajicich si bodiu A, A’; S € AA' nebo piimek p, p'; S & p,p'.
PRIKLAD 20.1. Ve stiedové kolineaci urcené osou o, stiedem S a dvojici bodi
A, A’ sestrojte:

a) obraz bodu X,

b) obraz primky p.

PRIKLAD 20.2. Ve stiedové kolineaci urcené stiedem, osou a jednim pdrem od-
povidajicich si primek sestrojte:

a) obraz bodu B,

b) obraz primky m.

Véta 73. Stred a kaZdy bod osy kolineace jsou jejimi samodruznymi body. Osa
kolineace a kazZda primka prochazejici jejim stredem jsou samodruzné primky.

Véta 74. Kolineace je urcena, je-li dan jeji stf¥ed, osa a jeden par odpovidajicich
si bodu nebo primek, jez nejsou incidentni ani se stredem, ani s osou kolineace.
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Charakteristika kolineace

(SA;AA') = (SBiBB') = A

PRIKLAD 20.3. Stiedovd kolineace je urcena stiedem, osou a dvojict sobé odpo-
vidagicich bodu. Sestrojte obraz nevlastniho bodu Uy, primky p.

Resent: Viz Obr. 10Tl

Obrazek 101: Zobrazeni nevlastniho bodu primky p ve stfedové kolineaci se sttedem S a s osou o
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UbdéZnik a Gib&%nice

e Ubé&znik je bod, ktery je v dané kolineaci obrazem nevlastniho bodu (viz bod

U’ na Obr. [I0T)).

e Ubéznice je pfimka, kterd je obrazem nevlastni pfimky.

PRIKLAD 20.4. Ubésnice je rovnobéind s osou kolineace. Dokazte.

Reseni: Dlikaz zalozime na skutecnosti, Ze osa kolineace je pfimkou samodruznych
bodi. Protoze tbéznice je obrazem nevlastni pfimky, nemtze mit s osou kolineace
jiny spolec¢ny bod nez bod nevlastni.

PRIKLAD 20.5. Sestrojte ubéznici v kolineaci dané stiedem, osou a
a) pdrem odpovidagicich si boduii,

b) pdrem odpovidagicich si primek.

Reseni: ReSeni ad a) viz Obr. 02

Obréazek 102: Zobrazeni ibéZnice v’ ve stifedové kolineaci se stifedem S a s osou o

PRIKLAD 20.6. Ve stredové kolineaci najdéte alespori jeden bod V, jehoZ obrazem
je nevlastni bod.
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Véta 75. V kolineaci existuji dvé ubeznice (1. a 2. ubéZnice nebo ubéznice a pro-
tiubéznice). Vzddlenost stredu kolineace od jedné z mich je rovna vzddlenosti osy
kolineace od druhé z nich; pritom bud obé tyto ubéZnice lezi mezi stredem a osou
kolineace, nebo stred a osa kolineace lezi mezi témaito ubézZnicems.

Véta 76. Kolineace je urcena stredem, osou a jednou ubéznici.

PRIKLAD 20.7. Ve stiedové kolineaci urcené stiedem S, osou o a ubéznici u se-
strojte obraz bodu A.

Véta 77. Dvojpomer se kolineaci zachovdvd.

PRIKLAD 20.8. Stied usecky se kolineact vétsinou nezachovdvd. UkaZte.

PRIKLAD 20.9. Stiedovd kolineace je dina stiedem S, osou o a dvojici bodi
B, By. Najdéte obraz bodu A.

20.1 Kolineace kruznice a kuzelosecky

Kuzelosecce odpovida v kolineaci zase kuzelosecka. Obrazem kruznice v kolineaci
tak muze byt elipsa, parabola nebo hyperbola. Na ¢em to zavisi?

PRIKLAD 20.10. Sestrojte elipsu, kterd odpovidd krusnici k v kolineaci dané
osou, stredem a ubéznict.

Pr1i konstrukci obrazu kuzelosecky v kolineaci vyuzivame nasledujici vlast-
nosti:

1. Tecna kuzelosecky k piejde kolineaci v te¢nu kuzelosecky k'

2. Dvojpomér se kolineaci zachovava.

3. Primkédm rovnobéznym s osou kolineace odpovidaji primky téhoz sméru.

4. Kuzelosecky k, k' odpovidajici si v kolineaci maji spolecné pruseciky s osou koli-
neace a spolec¢né tecny vedené k nim ze stredu kolineace.

5. Polarni vlastnosti kuzelosecek:

- Je-li primka p polarou bodu P vzhledem ke kuzelosecce k, pak body dotyku 77, T5
tecen kuzelosecky k z bodu P jsou pruseciky p s k.
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- Bod P indukuje na kuzelosecce involuci.

- Dva body, z nichz kazdy lezi na polare toho druhého vzhledem k téze kuzelosecce,
se nazyvaji sdruzené poly.

6. Primér kuzelosecky

- kazda vlastni primka, jejiz pél je bod nevlastni
- spojnice bodu dotyku dvou rovnobéznych tecen kuzelosecky (kromé paraboly)

- spojnice pruseciku dvou tecen kuzelosecky se stiedem tisecky urcené body dotyku
téchto tecen s kuzeloseckou

- spojnice stfedu dvou rovnobéznych tétiv

- kazda primka prochazejici stfedem kuzelosecky (stfedové)

7. Stied kuzelosecky

- Pro stfedové kuzelosecky (elipsa, hyperbola) je to pdl nevlastni piimky. Pl ne-
vlastni primky vzhledem k parabole je bod dotyku nevlastni primky s parabolou.

PRIKLAD 20.11. Sestrojte parabolu, kterd odpovidd kruznicik v dané kolineacs.
PRIKLAD 20.12. Sestrojte hyperbolu, kterd odpovidd kruznici k v dané kolineacs.

PRIKLAD 20.13. Sestrojte kuZelosecku, zndte-li t7i jeji body a dvé tecny.

Reseni: Viz Obr.

Obrazek 103: Konstrukee kuzelosecky (elipsy) z danych 3 bodi a 2 tecen
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PRIKLAD 20.14. Stredovd kolineace v Ey je ddna osou o: y = 0, stiedem S =<
1,0,a > a dvojici bodi B =< 1,0,b >, B, =< 0,0,0 > . Volte hodnoty parametri

a,b,r tak, aby obrazem kruznice x* + y* = r? byla postupné parabola, hyperbola
a elipsa. Sestrojte.
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21 Vybrané véty projektivni geometrie

21.1 Pappova véta o Sestiuhelniku

Nasledujici vétu poprvé dokazal Pappos z Alexandrie kolem roku 300 n. 1. Jeji vy-
znam pro zaklady projektivni geometrie byl vSak rozpoznan az v 17. stoleti, [2].

Véta 78 (Pappova véta o Sestitthelniku). Jestlize A, C| E je trojice kolinedrnich bodi
leZicich na primce k a B, D, F' je dalsi trojice kolinedrnich bodu tentokrdt leZicich na
[, ajestlize se primky AB,C D, EF protinaji v uvedeném poradi postupné s primkami
DE.,FA, BC, potom jejich pruseciky P = ABNDE,QQ =CDNFAaR=FEFNBC
lezi v primce (viz Obr. [104, primka p, tzv. Pappova primka).

Diikaz. Vétu zde uvadime bez dikazu. Pékny dikaz s vyuzitim Menelaovy veéty je
publikovan v [2]. O

Obrazek 104: Pappova véta o Sestitthelniku

,Projektivni charakter” véty spociva v tom, zZe pojednava cCisté jenom o inci-
denci, bez jakékoliv zavislosti na délkach tisecek a velikostech thlii, i bez ohledu na
usporadani bodi (viz Obr. [I0H).

Obrazek 105: Pappova véta o Sestithelniku, jind usporadani vrchold
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21.2 Sestithelnik

Vyse uvedend véta je deklarovana ve spojeni s Sestitthelnikem. Je otazkou, s
jakym. Jedna se o Sestitthelnik ABCDFEFGH (Ze jsou jeho vrcholy ,zpiehézené“
a nejdou pékné ,dokola“, jak jsme zvykli, to nevadi). Body P, @, R pak muzeme
interpretovat jako pruseciky ,protilehlych stran“ tohoto Sestitthelniku (vice viz napf.
https://en.wikipedia.org/wiki/Pappus%27s_hexagon_theorem).

Pro¢ nés zajiméa pravé usporadani sesti bodt v roviné? Je znamo, ze kuzelosecka je
jednozna¢né urcena péti body (viz napft. néastroj KuZelosecka dand péti body pro-
gramu GeoGebra)!.

Vezmeme-li libovolnou pétici bodti, vzdycky je jimi urcena néjaka kuzelosecka. Na-
bizi se tak otazka, jakou podminkou musi byt spjato Sest bodi, aby vsechny lezely na
jedné kuzelosecce. Takovouto podminku, kterou spliuje Sest bodi lezicich na jedné
kuzelosecce, objevil francouzsky matematik a filozof [Blaise Pascal (1623-1662) a
uvetejnil ji roku 1640 (objevil ji ve svych 16 letech!), [6]. [Pascalove vété, kterd o
této podmince pojdenava, se budeme vénovat v nasledujici kapitole 21.3l Zde si
nejprve uvedeme nékteré poznatky a dtlezité pojmy souvisejici s ,organizaci® Sesti
bodt do formy Sestitthelniku.

Vzhledem k vyse uvedenému je pochopitelné, ze se budeme zabyvat Sesti body na
kuzelosec¢ce (pro nézornost se omezujeme na kruznici nebo elipsu). Sest bodf na
kuzelosecce, z nichz zadné tii sousedni nelezi v prfimce, mizeme chapat jako vrcholy
Sestitthelniku, ktery je kuzelosecce vepsan. UvazZujme jedno takové rozmisteni Sesti
bodi na dané kuZelosecce. Pokud budeme body (a jejich poradi jako vrchold Sesti-
helniku) rozliSovat ocislovanim 1,2, 3,4,5,6, je dobré si uvédomit, Ze existuje tolik
vepsanych Sestitthelnikii odpovidajicich dané Sestici bodi, kolik je moznych zpi-
sobtli o¢islovani (téz muzeme fikat pojmenovdni) téchto bodi, tj. 6! = 720. Pritom
ale vzdy 12 z téchto Sestitthelnikd ma stejny ,tvar” a lisi se jenom pojmenovanim
vrcholu (ktery z vrchold ma ¢islo 1 a zda pokracujeme v zadporném ¢i v kladném
smyslu, tj. 6 moznosti ,oc¢islovani vrcholi® na jednu stranu a 6 moznosti ,,oc¢islovani
vrcholi“ na druhou stranu). Danym Sesti bodim na kuzelosecce tak lze priradit
720/12 = 60 riznych Sestithelnikt. Dva konkrétni priklady vidime na Obr. 106

U Sestitthelniku rozlisujeme dvojice vrcholu sousednich (1-2, 2-3, 3-4, 4-5, 5-6, 6-1),
stridavych (1-3, 2-4, 3-5, 4-6, 5-1, 6-2) a protilehlych (1-4, 2-5, 3-6). P¥imku spojujici
dvojici protilehlych vrchola Sestitthelniku budeme nazyvat diagondlou (14, 25, 36).

!Tuto skute¢nost mfizeme zdiivodnit napiiklad tim, Ze dvé kuzelosecky mohou mit nejvyse ¢tyii spoleéné body. Pro
jejich odliseni pak potifebujeme o jeden bod navic. Dalsi moznosti je argumentovat poctem vstupnich adaju potfebnych
pro vypocet rovnice kuzelosecky, tj. uréeni Sesti koeficientt a, b, ¢, d, e, f v rovnici az? + bxy + cy? +dx + ey + f = 0.
Vzhledem k tomu, Ze se jednd o homogenni rovnici, vystacime se soufadnicemi péti bodi.
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Obréazek 106: Dva piiklady Sestitthelniku vepsaného dané elipse (pro pevné zvolené umisténi 6 bodi)

Mezi stranami Sestitthelniku nas budou zajimat protilehlé strany (12-45, 23-56, 34-
61). Sestitthelnik m4 tedy tii dvojice protilehljch stran a tii diagonély.

Ackoliv tii sousedni vrcholy nesmi byt kolinearni, pro jiné trojice vrcholi to mozné
je. Vétu tak mizeme preformulovat timto zptsobem: Jestlize je kaZdd trojice
stridavych vrcholiu Sestiuhelniku kolinedrni a jestliZe se tri dvojice jeho protilehlych
stran protinaji, potom jsou priseciky téchto stran kolinedrni (viz Obr. [I07).

Obrazek 107: Pappova véta pro Sestithelnik 123456
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21.3 Pascalova véta

Jak uz bylo uvedeno, nasledujici vétu formuloval ve svych 16 letech francouzsky
matematik a filozof |[Blaise Pascal, [2], 6].

Véta 79 (Pascalova véta). Priseciky protilehlych stran Sestiuhelniku vepsaného ku-
Zelosecce jsou tri body leZici na jedné primce (tzv. Pascalova primka) a naopak,
lezi-li pruseciky protilehlych stran Sestiuhelniku na jednée primce, je tento Sestiuhel-
nik vepsan kuzZelosecce.

Diikaz. Vétu zde uvadime bez dlikazu. Dikaz jejiho specidlniho pripadu pro Sestia-
helnik vepsany kruznici s vyuzitim Menelaovy véty je publikovan v [2]. []

Obrézek 108: Pascalova véta

Poznamka. B. Pascal formuloval vySe uvedenou vétu pro sestitthelnik vepsany kruz-
nici. Byl si vSak védom jeji platnosti i pro Sestitthelnik vepsany libovolné kuzelosecce,

[2].

Pascalovu vétu miizeme vyuzit pti reSeni rozlicnych konstrukénich tloh. Pro ilustraci
zde uvedeme dva priklady, fadu dalsich konstrukei najde zajemce v [6].

PRIKLAD 21.1. Je ddno pét bodi urcujicich kuZelosecku. Jednim z nich prochdzi
primka. Urcete jeji druhy prusecik s prislusnou kuZeloseckou.

Reseni: Zadani i postup feSeni ilustruje Obr. II0. Danymi péti body jsou body
1,2,3,4,5. Danou primkou je primka a prochazejici bodem 5. Hledanym priisecikem
je potom bod 6. Konstrukce zalozenad na Pascalové vété (véta [[9) je zfejma. Dané
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Obrézek 109: Pascalova véta

body spolu s hledanym chapeme jako vrcholy Sestitthelniku vepsaného kuzelosecce.
Z danych prvki jsme schopni sestrojit body P a @), tj. i Pascalovu primku p. Jejim
prusecikem R s primkou 34 potom musi dle Pascalovy véty prochazet primka 16.
Bod 6 tedy urcime jako priisecik primek a a 1R.

Obrazek 110: Pascalova véta

PRIKLAD 21.2. KuZelosecka v rovin€ je ddna péti body. Urcete dalsi jeji body.

Reseni: Né&kolikrat opakujeme konstrukei z Feseni prikladu L1, pro rtizné zvolené
primky a.
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21.4 Brianchonova véta

Véta, kterou v roce 1806 publikoval francouzsky matematik a chemik|C. .J. Brianchon
(1783-1864), je dudlni vétou k vété Pascalové, [6].

Véta 80 (Brianchonova véta). TFi primky spojugici protilehlé vrcholy Sestituhelniku
prochazeji jednim bodem (tzv. Brianchoniv bod) a obrdacené, pokud spojnice proti-
lehlych vrcholi sestiuhelniku prochazeji jednim bodem, je tento Sestituhelnik opsdn

kuZelosecce (viz Obr. [111).

Diikaz. Vétu uvadime bez dikazu. Dikaz jeji varianty pro kruznic viz [2]. [l

Obrazek 111: Brianchonova véta

Uzitim Brianchonovy véty reste nasledujici priklady. Vice podobnych konstrukénich
tloh na vyuziti véty B0 viz [6].

PRIKLAD 21.3. KuZelosecka je ddana péti tecnami. Danym bodem na jedné z nich
vedte dalsi tecnu k této kuZelosecce.

PRIKLAD 21.4. KuZelosecka v rovin€ je ddna péti tecnami. Sestrojte nékolik dal-
sich jejich tecen.
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21.5 Desarguesova véta

Nasledujici vétu o perspektivé dvou trojuhelniki formuloval na zakladé hlubsiho stu-
dia teorie perspektivy francouzsky architekt |G. Desargues (1593-1662).

Véta 81 (Desarguesova véta o trojuhelnicih). Jestlize je jeden ze dvou trojuhelniki
obrazem druhého ve stredovém promitant, lezi pruseciky tri dvojic sobé odpovidaji-
cich stran téchto trojuhelniki v jedné primce. Naopak, leZi-li tri pruseciky sobé od-
povidajicich stran dvojice trojuhelniki v primce, protinaji se primky spojujici sobé
odpovidagici vrcholy v jednom bodé (viz Obr. ).

Dukaz. Vétu uvadime bez dukazu. ]

Obrazek 112: Desarguesova véta

Poznamka. Vztah mezi dvojici trojuhelniki popsany Desarguesovou vétou zname
ze stredové kolineace.
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22 Axiomaticka vystavba geometrie

, Dikladnost matematiky spociva na definicich, axiomech, dikazech.”

Immanuel Kant

Zaklady axiomatické vystavby geometrie i celé matematiky polozil Eukleides (kolem
r. 300 pf.n.l.) ve svych Zékladech (viz [5] |Eukleidovy zdklady (Elementa), preklad F.
Servit, 1907, nebo [4] Zdklady. Knihy I-1V, V-VI, VII-IX, X, XI-XI., koment.
Petrem Vopénkou, 2008-2012.)

Eukleides pojal vyklad geometrie v Zakladech axiomaticky. Celou geometrii odvodil
ze 14 axiomii!, z nichZ 5 nazval postulaty? (postuldty mfizeme chapat jako formulace
zékladnich tloh, které lze v roviné konstruovat; Servit je nazjval ,,Ukoly prvotné“),

Eukleidovy postulaty:
1. Dva dané (rtizné) body spojit tseckou.
2. Danou tisecku na jedné i druhé strané libovolné prodlouzit.

3. Vytvorit kruznici s danym stfedem a prochazejici danym bodem (rtznym od
stiedu).

4. Vsechny pravé thly jsou shodné.

5. Dvé primky v roviné, které protinaji jinou pfimku této roviny a tvori s ni po
jedné strané vnitini tthly, jejichz soucet je mensi dvou pravych, se vzdy protinaji
a to po té strané, kde je soucet mensi.

Poznamka. Konstrukce uskutecnované podle prvnich t¥i Eukleidovych postulat
jsou znamé jako eukleidovské konstrukce, téz konstrukce kruzitkem a pravitkem
(bez méritka) (anglicky |Compass and straightedge constructions). Ne kazdou geo-
metrickou tlohu lze fesit pomoci téchto konstrukci, viz napt. kvadratura kruhu,
zdvojent krychle a trisekce uhlu. Nemoznost vyftesSit tyto tfi tlohy pouze uzitim
kruzitka a pravitka byla dokazana az v 19. stoleti, po vytvoreni nalezitého ma-
tematického aparatu. Nemoznost eukleidovské konstrukce zdvojeni krychle a tri-
sekce uhlu dokazal |Pierre Wantzel v roce 1837. Nemoznost eukleidovské konstrukce
kvadratury kruhu pak vyplynula z dikazu transcendentnosti ¢isla 7, ktery podal
Ferdinand von Lindemann v roce 1882.

1

aziom — zdkladni véta, poucka, zésada, kterd se prijiméa a bez ditkazu povazuje za pravdivou: log., mat. tvrzeni
deduktivni teorie prijaté bez dukazu; Akademicky slovnik cizich slov, Academia, Praha, 2001

2postuldt — princip, pozadavek nebo tvrzeni uréité védecké teorie piijaté bez diikazt a tvorici jeji vychodisko: log.
axiom; Akademicky slovnik cizich slov, Academia, Praha, 2001
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Nékteré preklady Zakladt uvadéji jenom 4 postulaty. Postulat o rovnobézkach pak
radi mezi axiomy, jako XI. nebo XII. Soustava axiomil eukleidovské geometrie tak
neni jednoznac¢né urcena. Téchto soustav miize byt vice a mohou se liSit podobou
axiomtl i jejich po¢tem. Co je v jedné soustavé axiomem, muze byt v jiné soustave
vetou deduktivné odvozenou. Béhem historie interpretace Eukleidovych Zakladt
tak vznikla napriklad celd fada vét ekvivalentnich s postulatem o rovnobézkach, viz

str. 184l

Soustava axiomu eukleidovské geometrie predstavend v Zakladech neni vytvorena
prilis disledné a trpi nékterymi logickymi nedostatky. Napravu ucinil az David Hil-
bert (1862 - 1943) na pielomu 19. a 20. stoleti. Svou predstavu, ze v logicky dokonale
vystavéném systému axiomil v podstaté ztraci smysl ptivodni vyznam jednotlivych
pouzitych pojmi, vyjadril znAmym vyrokem:

,VZdy musime byt schopni misto body, primky a roviny rikat stoly, Zidle a
pullitry. “

Tim se otevira cesta k riznym modelim abstraktni geometrie. Zanedlouho si uvedeme
napriklad [Poincarého model nebo [ Beltramiho—Kleinuv model.

PoZzadavky na soustavu axiomii:

1. Bezespornost — z danych axiomt nelze odvodit zaroven V i —=V.

2. Nezdvislost — zadny z axiomu soustavy by nemél byt logickym dtisledkem ostat-
nich (soustava by tedy neméla obsahovat zadny zbyteény axiom).

3. Uplnost — vSechny modely odvozené ze soustavy axiomti jsou vzajemné izo-
morfni, tj. plati v nich stejné véty.

22.1 Hilbertova soustava axiomil eukleidovské geometrie

Axiomy této soustavy lze rozdélit do nasledujicich péti skupin (v zévorce je vzdy
uveden symbol, nebo vice symboli, pro pfislusnou skupinu axiomu):

e axiomy incidence (I),

a. usporadani (U),

a. shodnosti (S),

a. spojitosti (A, C, D),

e axiom rovnobéznosti (R).
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I. Axiomy incidence I

I1: Dva ruzné body maji spoleé¢nou jednu primku.

I2: Primka obsahuje aspon dva ruzné body.

13: Existuje aspon jedna trojice ruznych bodu, které nepatii téze
primce.

I4: Jestlize tFfi body nepatfi jedné pfimce, potom patri jediné
roviné.

I5: JestliZze dva ruzné body primky p lezi v roviné p, potom
vSechny body pifimky p lezi v p.

16: Jestlize prunik dvou rovin neni prazdny, obsahuje aspon dva
navzajem ruzné body.

I7: Existuje aspon jedna ¢tverice bodii, které nelezi v téZe roviné.
I8: Rovina obsahuje aspon jeden bod.

Definice 36. T7i body, které lezi na téze primce, nazjvame kolinearni.
PRIKLAD 22.1. Uzitim aziomd I dokazte ndsledujici véty:

Veéta 82. Prunitkem dvou ruznych rovin, ktere maji spolecny aspon jeden bod, je
primka.

Dukaz. 16 — I1 — I5 ]

Véta 83. T nekolinedarni body jsou navzajem rizne.

Dikaz. A= B = C nebo A = B # (' vede ke sporu [

MODELY GEOMETRIE [I]

Tj. modely geometrie zalozené pouze na axiomech incidence.

e M1: Minimalni model

— CtyTi body,
4

2) = 6 neusporadanych dvojic ze Ctyr

— Sest primek (protoze existuje <
prvki),
— Ctyfi roviny (protoze existuje (3) = 4 neusporadanych trojic ze Ctyr

prvki).
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e M2: Poincarého model

Je tvoren vnitFfnimi body poloprostoru omezeného rovinou w. Rozlisujeme zde
primky a roviny prvého a druhého druhu (viz Obr.[I13]). P¥imka prvého druhu je
tvorena vnitinimi body poloptimky kolmé na rovinu w, pfimka druhého druhu
je tvorena vnitinimi body polokruznice kolmé k roviné w a se stfedem v roviné
w. Rovina prvého druhu je tvofena vnitinimi body poloroviny kolmé na w a
rovina druhého druhu potom odpovida vnitinim bodim polokoule se stfedem
v w. Incidence je eukleidovska.

Pfimka 1. druhu

Rovina 1. druhu

Bod

Rovina 2. druhu
Ptimka 2. druhu

Obrazek 113: Poincarého model

e M3: Beltramiho—Kleinuv model

Tvofen vnitinimi body koule. Pfimku reprezentuji vnitini body tétivy koule a
rovinu vnitini body jejiho ,rovinného* fezu (viz Obr. [[14). Incidence je euklei-
dovska.

Piimka

Obrazek 114: Beltramiho-Kleintiv model
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Oba uvedené modely M2 a M3 maji i své rovinné varianty, viz Obr. [[15] 116 Ro-
vinny ptripad Beltramiho—Kleinova modelu se ¢asto uvadi jenom pod nazvem Kleiniv
model, ptipadné Kleiniv diskovy model.

Poznamka. Modely M2, M3 nejsou modely eukleidovské geometrie, nespliuji axiom
rovnobéznosti (viz Obr. [[1H, I16). Vidime, Ze v obou pfipadech existuje vice nez
jedna rovnobézka s p, tj. primka, kterd prochézi bodem A a nemé s danou primkou

p zadny spole¢ny bod. Piimky a, b jsou hrani¢ni pfimky.

a

O O O

Obrazek 115: M2: Axiom rovnobéznosti

Obrazek 116: M3: Axiom rovnobéznosti

e M4: Aritmeticky celociselny model planimetrie

— bod = usporadané dvojice celych ¢isel [x,y] € Z,

— primka = body splnujici rovnici ax + by +c =0, a,b,c € Z.

Poznamka. Stejné muzeme definovat model racionélni (tj. [z,y] € @, a,b,c €
Q) ¢ reédlny (tj. [z,y] € R, a,b,c € R).
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II. Axiomy usporadani U

Tyto axiomy se tykaji vlastnosti ,bod lezi mezi jinymi dvéma‘.

U1: Jestlize bod B lezi mezi body A, C, jsou A, B, C t¥i razné body
na primce a plati téz, Ze B lezi mezi body C, A.

U2: Jestlize A, B jsou dva navzajem ruzné body, potom existuje
na primce AB aspon jeden bod C' takovy, ze bod B lezi mezi body
A C.

U3: Ze tri raznych bodu A, B, C lezicich na té samé primce lezi
nejvyse jeden mezi ostatnimi dvéma.

U4: (Paschuv axiom) Jsou-li A, B,C tfi nekolinearni body a
primka p, ktera témito body neprochazi, obsahuje jisty bod mezi
body A,C, potom piimka p obsahuje bod mezi A, B nebo mezi
B,C.

PRIKLAD 22.2. Uzitim aziomd I, U dokazte ndsledujici véty.

Véta 84. Mezi dvema riznyma body leZi aspon jeden bod.

Dikaz. I3 — U2 — U2 — U4 ]

Véta 85. Na kaZdé primce existuje nekonecné mnoho bodii.

Geometrie [IU] se nazyva téz geometrie polohy

Modely s kone¢nym poctem prvki nemohou spliiovat axiomy usporadani. Proc¢?

(Reseni: Podle I3, I1 existuje v takové geometrii vZdy aspoii jedna pifmka, tj. podle
U2 nekone¢né mnoho bodii)

MODELY GEOMETRIE [IU]:

e Poincarého model

Usporadani plati ve smyslu eukleidovském.

e Beltramiho - Kleinuv model

Usporadani plati ve smyslu eukleidovském.

e Aritmeticky racionalni model planimetrie

OTAZKA: Pro¢ jiZ nestaci aritmeticky celociselny model?
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III. Axiomy shodnosti S

Tyto axiomy se tykaji metrickych vlastnosti. Formuluji zakladni vlastnosti shodnosti
usecek.

S1: Je-li AB = CD, potom A # B,C # D. Pro kazdé dva ruzné
body A, B plati AB = BA. (Shodnost se tykd pouze dvojic riznich
bodi.)

S2: Necht AB je tisecka, C'D polopfimka. Potom existuje jediny
bod E polopfimky CD, pro ktery plati AB = CE. (Nandsend usecky
na poloprimku.)

S3: Jestlize AB=CD a CD = EF, potom AB = EF. (Tranzitivnost
shodnosti.)

S4: Jestlize bod C lezi mezi body A, B, bod ¢’ mezi body A’, B’
a jestlize plati AC = A'C',BC = B'C’, potom plati AB = A'B’.
(Graficky soucet dvou usecek.)

S5: Necht jsou ABC,A'B'K dvé trojice nekolinedrnich bodu a
necht AB = A’B’. Potom existuje jediny bod C’ poloroviny A'B'K,
pro ktery plati AC = A'C’, BC = B'C'".(Prenesend trojuhelnika k dané
usecce do dané poloroviny.)

S6: Necht jsou ABC, A’B'C’ dvé trojice nekolinearnich bodu, pro
které plati AB = A’B', BC = B'C',CA = C'A’'. Necht dale lezi bod
P mezi body A, B a bod P’ mezi body A’, B’ tak, ze AP = A'P’.
Potom CP = C'P'.

PRIKLAD 22.3. UZitim aziomi S dokazte, Ze shodnost se tykd neuspofddanich
dvojic bodui.

Dikaz. S1: AB=CD,CD = DC, S3: AB = DC []

180



IV. Axiomy pohybu S5*

Axiomy zaloZzené na aziomatickém pojmu shodné zobrazeni (premistént).

S*1: Lezi-li bod C' mezi body A, B a jsou-li A, B’,C’" obrazy bodu
v premisténi, lezi bod ¢’ mezi body A, B'.

S*2: Jestlize je poloprimka v premisténi samodruzna, je kazdy
jeji bod v tomto premisténi samodruzny.

S*3: Necht jsou ABC, A’K L dvé trojice nekolinearnich bodu. Exis-
tuje jediné premisténi v roviné, které prevadi bod A do bodu A4’,
polopfimku AB do polopfimky A’K’ a polorovinu ABC do polo-
roviny A'K L.

S*4: Jestlize jsou A, B dva ruzné body, potom existuje aspon jedno
premisténi, které prevadi bod A do bodu B a bod B do bodu A.
S*5: Jestlize je Z/BAC duty tuhel, potom existuje aspon jedno pie-
misténi, které prevadi polopirimku AB do polopiimky AC a polo-
primku AC do poloprimky AB.

S*6: SloZzenim dvou premisténi vznikne premisténi.

S*7: Identita je premisténi.

S*8: Inverzni zobrazeni k premisténi je premisténi.

S*6, 5*7,5*8 - vSechna premistént tvori grupu

Véta 86. Abstrakini geometrie [IUS], [IUS*] jsou totozné, tj. skupiny axiomu S, S*
jsou ekvivalentni.

MODELY GEOMETRII [TUS], [TUS"]:

e Model planimetrie - zobrazeni inverzni ke stereografické projekci.

e Aritmeticky model redlny OTAZKA: Pro¢ jiZ nestac? aritmeticky raciondlni
model?

e Beltramiho—Kleinuv model

Zavedeni neeukleidovské vzdalenostt v Beltramiho—Kleinové modelu:
Vzdalenost bodu B od bodu A (viz Obr.[I17) definujeme vyrazem |In (UV BA)|,
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kde U,V jsou krajni body tétivy, na které lezi body A, B, a (UV BA) je dvoj-
pomér bodu U,V,B,A. Je zrejmé, ze pokud se bod B blizi hranici kruhu,
jeho vzdalenost od A se blizi nekonec¢nu. Pouzitim logaritmu dvojpoméru misto
pouhého dvojpoméru je zajisténa moznost s¢itani vzdalenosti. Uvazujme body
A, C, B dle Obr.[IT7 Potom pro piislusné dvojpoméry plati (UVCA)-(UV BC) =
(UV BA), zatimco pro jejich logaritmy plati

In(UVCA) + In(UVBC) = In(UV BA),

coz koersponduje s nasi predstavou o moznosti s¢itani vzdalenosti. Absolutni

hodnota zase zaruci nezavislost vzdalenosti dvou bodii na jejich poradi, protoze,
kdyz (UVAB) = (UVBA)™l = (VUAB)™! = (VUBA), potom

'In (UVAB)| = |In (UVBA)| = | In(VUAB)| = | In (VUBA)|.

Pro takto definovanou vzdalenost bodt, je potom délka tsecky UV vlastné
nekonecna. Dobre tak hraje roli primky.

Obréazek 117: Vzdalenost bodu v Kleinové (Beltramiho—Kleinové) modelu

V. Axiomy spojitosti A, C, D

Souviseji s hledanim odpovédi na otazky: Lze zmerit kaZdou usecku? Fxistuje ke
kazZdému cislu odpovidajici usecka?

Archiméduv axiom

A: Jsou dany usecky AB,CD. Na polopfimku AB postupné nana-
sime usecku C'D a dostaneme body Py, P, ..., P,, P,,1. Potom exis-
tuje takové n € N, Ze bod P,.; nelezi uvnitt AB.
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Cantoruv axiom (axiom tplnosti)

C: Prunik posloupnosti tise¢ek do sebe zarazenych je neprazdny.

Véta 87. Jestlize prunik posloupnosti usecek do sebe zarazenych neobsahuje Zadnou
usecku, je tento prunik mnozZinou s jednim bodem.

Diikaz. Dokézeme sporem []

Véta 88. V geometrii [[USAC] je kazZdé kladné cislo velikosti néjaké isecky.

Axiomy A, C lze nahradit jedinym axiomem D:

Dedekinduv axiom

D: Kazdy omezeny konvexni Gitvar na primce, ktery obsahuje aspon

dva ruzné body, je tsecka (pfipadné s vynechéanim jednoho nebo obou
krajnich bodu).

ABSOLUTNI GEOMETRIE [IUSAC], [IUSD]:

Jedna se o spolecny zaklad eukleidovske i neeukleidovské geometrie.

VI. Axiom rovnobezZnosti R

Obrazek 118: Rovnobézky v Kleinové modelu

Rovnobézkami budeme rozumét dvé primky v téze roviné, které nemaji spolecny
bod. Jak bylo uvedeno na str. [I78], existuji geometrie, v nichz bodem nelezicim na
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primce prochazi vice rovnobézek s touto primkou. Potom mtizeme tyto rovnobézky
rozlisit na tzv. soubezky a rozbézky. Soubézkami nazyvame , mezni“ primky ze svazku
rovnobézek prochézejicich bodem A. Napiiklad v Kleinové modelu na Obr. jsou
soubézkami pfimky a a b, ostatni rovnobézky jsou rozbézkami (tj. vypliuji vrcholové
thly, jejichz rameny jsou soubézky).

Neéktere vety absolutni geometrie:

Véta 89 (Legendrova). Jsou-li ¢isla «, 3,7 velikosti vnitinich dhli trojuhelniku
ABC, plati oo+ 6+ v < 7.

Véta 90. Jestlize je p libovolna primka, A bod, ktery na ni nelezi, potom bodem A
prochazi aspon jedna rovnobézka s primkou p.

Axiom rovnobézZnosti

R: Necht p je libovolna piimka, A libovolny bod, ktery na ni neleZi.
Potom bodem A prochazi nejvyse jedna rovnobézka s primkou p.

Tento axiom je ekvivalentni s Eukleidovym patym postulatem uvedenym na str. 174
Ten se jevi tak samoziejmy, ze byl dlouho povazovan za pouhy diisledek predchozich
ctyT postulati. Snahy o jeho odvozeni z téchto postulatt vsak vedly vzdy jenom k
jeho novym formulacim (nékteré viz nize). Diikazem toho, Ze axiom rovnobéZznosti je
skutecnym axiomem a nikoliv diisledkem jinych axiomt, bylo az objeveni existence
geometrie [IUSDnonR] (Lobacevskij), ktera se ukazala jako logicky bezesporna. R a
zaroven nonR nemiize byt totiz disledkem axiomt IUSD, jsou tedy na nich nezavislé.

[IUSDR] = eukleidovska geometrie
[IUSDnonR| = hyperbolicka (Lobacevského) geometrie

Neékteré véty ekvivalentni s R

e Existuje aspon jeden eukleidovsky trojuhelnik.

e Existuje duty uhel takovy, ze kazdy jeho vnitini bod néalezi tsecce, jejiz krajni
body lezi na ramenech tohoto thlu.

e Pythagorova véta.

e Kazdé dvé kolmice ke dvéma riiznobézkam jsou rtiznobézné.
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e Soucet vnitfnich hla ve ¢tytuhelniku je 27.
e Kazdému trojuhelniku lze opsat kruznici.

e Eukleidiiv paty postulét (viz str. I74).

Poznamka. Jak bylo uvedeno vyse, objeveni ekvivalence uvedenych vét s axiomem
R je vysledkem snah o odvozeni R z ostatnich axiomt. Vice o historii téchto pokust
najde zédjemce napiiklad v [12] a [15].
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23 Neeukleidovské geometrie

23.1 Problém rovnobézek

Eukleidtv paty postulat se vétsinou nazyva postulat o rovnobézkach. Od ostatnich
postulatti a axiomi se lisi tim, Ze ho nelze experimentalné ovérit. Tyka se totiz
nekonecnych primek a existence/neexistence jejich prusec¢iku lezictho kdesi mimo
pozorovatelovo zorné pole. Vyvstava tak otazka, zda tento postulat nelze odvodit
z ostatnich. Cela staleti se matematici pokouseli tuto moznost odvozeni 5. postulatu
dokazat. Netuspésnost téchto snah dala vzniknout problému rovnobézek. Nebylo jasné,
zda pokusy selhavaji proto, ze dikaz neni mozny, nebo proto, Ze sice mozny je, ale
pro jeho provedeni je tfeba néjakého dosud neznamého obratu.

Snahy o dokazani 5. postulatu pomoci ostatnich axiomt a postulati vedly ke vzniku
tzv. neeukleidovskijch geometrii. Zaslouzili se o to|Carl Friedrich Gauss (1777-1855),
Janos Bolyai (1802-1860) a Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevsky (1793-1856), pozdéji pak
Bernhard Riemann/ (1826-1866).

23.2 Lobacevského geometrie [IUSDnonR]

Téz hyperbolicka geometrie.

Lobacevsky (stejné jako Bolyai a zfejmé i Gauss, ktery z nich byl prvni, ale své
objevy nezverejnil) pouzil pro dikaz 5. postulatu metodu nepiimého dikazu (t;.
uplatnéni principu o vylouceném tretim)). Vzal vSechny véty, které se daji dokazat
bez 5. postulatu (tj. véty tvorici absolutni geometrii, viz str. [83)) a k nim ptidal
negaci 5. postulatu: Existuje alespon jedna dvojice meprotinajicich se primek v ro-
vineé, ktere protinaji tuteéz primku a tvori s ni po jedné jeji strane vnitrni uhly, jejichZ
soucet je mensi dvou pravych. Ptitom doufal, Ze dojde ke sporu, coz se ale nestalo.
Jeho systém tvrzeni byl bezesporny, vytvoril tak novou, neeukleidovskou geometrii,
Lobacevského neeukleidovskou geometrii. Poprvé ji verejné predstavil pii prednasce
v roce 1826, formou publikace pak v roce 1829, [12]. Bolyai objevil tuto geometrii
nezavisle na Lobacevském a publikoval ji v roce 1832 (literarni formou je historie
vzniku neeukleidovské geometrie pékné popsana v [15]).

Pro dalsi pouziti vyuzijeme nasledujici formulaci negace 5. postulatu:

L: Existuji primka p a bod D, ktery na ni nelezi, takové, Ze alespon
dvé ruzné primky jdouci bodem D neprotinaji primku p.
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Vybrané vlastnosti Lobacevského geometrie
e Soucet vnitinich thld v trojuhelniku je mensi nez 7 :
a+fB+y<m.
e Shoduji-li se dva trojihelniky v ihlech, jsou shodné.
e Cim je mensi soucet uhlt trojuhelnika, tim je vétsi jeho obsah.

e Cim mensi je obsah trojihelnika, tim je soucet thld blizsi k .

Lobacevského formule
pro vztah o = I1(x) mezi thlem soubéznosti a a vzdélenosti x.

Obrazek 119: Vztah mezi tthlem soubéznosti o a délkou x tisecky AB

Uvazujme soubézku b s primkou a jdouci bodem A, ktery je ve vzdalenosti x od a,
viz Obr. 119, Potom plati formule

tg (%H(x)) — ek,

kde o = II(z) vyjadiuje zavislost ihlu soubéZnosti « na z a k je libovolna konstanta.
Potom je zfejmé, ze plati

lim (IT = —.

lim (11(x)) = 2
Z toho vyplyva, ze v dostatec¢né malé ¢asti Lobacevského roviny lze uzivat euklidov-
ské geometrie, aniz se dopustime podstatnych chyb, [10].

Model Lobacéevského (hyperbolické) geometrie

Vedle vytvoreni logicky konzistentniho systému geometrickych vét je dilezité vytvo-
rit také model takovéto geometrie. Nejjednodussim je Kleiniv model (Kleintiv dis-
kovy model, rovinna varianta obecnéjsiho Beltramiho—Kleinova modelu), viz Obr. 120l
Modelem roviny je kruh, ptimkou je jeho tétiva. Z Obr. je zfejmé, Ze bodem
lezicim mimo danou primku muze byt vedeno nekoneéné mnoho ptrimek, které s ni
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Obrazek 120: Kleiniv model Lobacevského (hyperbolické) geometrie

nemaji nic spole¢ného. Uz timto jednoduchym modelem je potvrzeno, ze 5. postulat
nelze odvodit z ostatnich. Kdyby tomu tak bylo, musel by v Kleinové modelu platit.

Dalsim moznym modelem Lobacevského (hyperbolické) geometrie je plocha para-
bolického hyperboloidu (svym tvarem pfipominajici sedlo), viz Obr. 121 Nejkratsi
spojnici dvou bodt na plose je tzv. |geodeticka cdra (viz téz|“Geodesics on an ellipsoid”),
ktera se u ploch rtiznych od roviny lisi od tsecky. V dusledku toho ma trojuhelnik
tvoreny tfemi body na parabolickém hyperboloidu souc¢et vnitinich thlti mensi nez
180°. Naproti tomu u trojihelniku na kulové plose (pfedstavte si napf. rovnora-

Obrazek 121: Hyperbolicky paraboloid

menny trojihelnik se zékladnou na rovniku a s hlavnim vrcholem v severnim pélu)
je soucet uhlia vétsi nez 180°. Kulova plocha je tak modelem dalsi neeukleidovské
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geometrie, tzv. Riemannovy (eliptické) geometrie.

23.3 Riemannova geometrie

Téz elipticka geometrie.

Bernhard Riemann (1826-1866) formuloval v roce 1854 teorii obecné metrické geo-
metrie, kterd zahrnovala kromé eukleidovskeé geometrie a nedavno objevené hyperbo-
lické (Bolyai—Lobacevského) geometrie jesté novou eliptickou geometrii, pozdé&ji téz
nazyvanou Riemannova geometrie.

Typickou vlastnosti této geometrie je skutecnost, ze soucet vnitinich uhla v troja-

helniku je vétsi nez 7 :
a+fB+y>7

Modelem Riemannovy geometrie je pak povrch koule (sféry).

Obrazek 122: Povrch koule jako model Riemannovy eliptické geometrie
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24 Krivky v Fj

Diferencidalni geometrie vyuziva ke studiu kiivek a ploch metody diferencidiniho
poctu. Nyni se seznamime s vybranymi pojmy a postupy diferencialni geometrie
prostorovych ktivek.

24.1 Popis krivky

Ktivku v prostoru E3 budeme popisovat parametricky, stejné, jako popisujeme primku.
Krivku tak chapeme jako mnozinu bodt

X = [a(t), y(t), 2(1)], (125)
kde parametr ¢ probiha néjaky interval /. Pritom predpokladame, ze funkce x(t), y(t)
a z(t) maji spojité derivace fadu aspon r > 1 a jejich prvni derivace podle ¢, které
znacime &, 9, 2, nejsou pro zadné ¢ € I vSechny rovny nule (tj. X (¢) # o pro vSechna
tel).
Konkrétni bod krivky tak dostaneme dosazenim konkrétni hodnoty za parametr ¢.

Rovnici (I28), kterou mizeme struéné zapsat jako X = X(t), nazyvame bodovou
rovnici kivky k. Pokud misto bodu X kiivky uvazujeme jeho pravodic (téz polohovy
vektor nebo rdadiusvektor) ¥, mizeme kiivku zapsat rovnici

7 = (a(t), y(t), 2(1), (126)
kterou nazyvame rovnici vektorovou. Pokud rovnici (I2H), resp. rovnici (I26]) roze-
piSeme po souradnicich, dostaneme parametricke rovnice krivky k

r=ua(t),y =y(t),z = z(t). (127)
Poznamka. Derivaci podle parametru kiivky znac¢ime teckou, prvni derivaci jednou
dv .. d*x
at’t T oA
Bod krivky, v némz nejsou vsechny derivace x, 1,z zaroven rovny nule a jemuz
odpovida jedind hodnota t € I (tj. neexistuji dvé rizné hodnoty ¢, jimz by odpovidal
tento jeden bod), nazyvame reguldrnim bodem kiivky. Kazdy bod, ktery nespliuje
tato kritéria, nazyvame singuldrnim bodem. Pokud néktery bod prislusi nékolika
riznym hodnotam ¢ € I, nazyvame ho vicendsobnym bodem.

teckou, druhou derivaci potom dvéma teckami. Plati tedy = =

Ptikladem prostorové kiivky je sroubovice
r=acost, y=asint, z =bt; t € (—00,0), (128)

kde a,b € R; a je polomér valcové plochy, po niz se sroubovice odviji, b je tzv.
redukovand vyska zdvitu (vyska jednoho zavitu je rovna 2mb).
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1
PRIKLAD 24.1. Zobrazte sroubovici danou bodovou rovnici X = [2cost, 2sint, 515]
prot € (—2m,3m).

Reseni: Pouzijeme program GeoGebra, konkrétné jeho prostiedi Graficky ndhled
3D. Do vstupniho radku zadame prikaz Krivka[2 cos(t),2 sin(t), 1/2 t,t,-2
pi,3 pil. Vysledek viz Obr. 123

-
% Sroubovice.ggb - cno[Ely

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda Prihlasit.. .
A
L ]

] AL > Sl e d @) 4] N £ S5

b L B B
» Algebraické okno » Graficky nahled 3D
~ Parametricka kfivka
' x = 2 cos (t)
y=2sin(t)
1
T2

7

L]
.
ki

®b: —6.28<t<9.42

z t

Vstup: Krivka[2cos(t), 2sin(t), 1/ 21, t, -2r7, 3 ]\ @ +

Obrazek 123: Zobrazeni sroubovice v GeoGebre
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PRIKLAD 24.2. Zobrazte Vivianiho kfivku, danou bodovou rovnici X = [1 +
cost,sint,2sint/2], prot € (—2x, 27).

24.2 Tecna krivky

P¥i zapisu te¢ny kiivky k dané rovnici X = X (¢) v bodé X (¢y) pouZijeme parame-
trické vyjadreni primky. Teénu chédpeme jako pfimku danou bodem X(ty) a sméro-
vym vektorem () (ktery nazyvame tecngm vektorem kiivky k v bodé X (1)), viz
Obr. 124l Parametrické vyjadieni tecny kiivky k& v bodé X (¢yp) mé potom tvar

X = X(to) + ai(ty); « € R, (129)

kde « je realny parametr.

Obréazek 124: Te¢na kiivky k v bodé X (o)

PRIKLAD 24.3. Napiste rovnici tecny Sroubovice X = lacost,asint,bt] v bodé
X ().

Reseni: Nejprve vyjadiime potfebné prvky rovnice: X(m) = [—a,0,bn], ©(t) =
[—asint,acost,b], #(w) = [0, —a,b]. Pfislusnou tenu potom muZeme zapsat pa-
rametrickou rovnici X = [—a,0,bn] + [0, —a,b]; o € R, bodovou rovnici X =
[—a, —aa, b + ab] (vektorovou zapiSeme analogicky), pfipadné parametrickymi rov-
nicemi r = —a, y = —aa, 2z =br 4+ ab;a € R.

Poznamka. Krivku, kterd ma v kazdém bodé jedinou te¢nu spojité se ménici s
parametrem, nazyvame hladkou. Stejnym zplisobem muizeme zavést pojem hladkd
cast dané krivky. Pokud se krivka sklada z hladkych c¢asti, nazyvame ji krivkou po
castech hladkou. [13]

24.3 Oskulaéni rovina

Krivku v prostoru Ejs si muzeme predstavit jako trajektorii hmotného bodu. Jeho
pohyb je tak popsan (vektorovou) rovnici kiivky & = #(t). Pfitom vektor Z(t) cha-
peme jako vektor okamzité rychlosti v case t, ktery ma vzdy smér tecny (je to tecny
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vektor kiivky). Vektor Z(t) potom predstavuje vektor okamZitého zrychleni v case t.
Pocatecnim bodem obou téchto vektort je prislusny hmotny bod (tj. bod kfivky).
Pokud jsou vektory Z(t) a Z(t) linedrné zavislé, nazgvame piislusny bod kiivky in-
flexnim bodem. V ostatnich bodech, které nazyvame neinflexni, jsou tyto vektory
linedrné nezavislé. Kazdému neinflexnimu bodu X (¢y) kiivky k& tak muzeme pfita-
dit rovinu, které je uréena timto bodem a rtiznob&mnymi vektory #(t), Z(to). Tuto
rovinu nazyvame oskulacni rovinou kiivky k v bodé X (ty), znacime ji 7, viz Obr. 125

1
Obrazek 125: Oskulac¢ni rovina 7 Sroubovice X = [2cost,2sint, §t] v bodé X (27)

Poznamka. V ptipadé sroubovice na Obr. je vektor f(t) kolmy na te¢ny vektor
z (t). Poznamenejme, Ze se jedna o specilni pfipad. Obecné, v ptipadé jinych kiivek,
mohou tyto vektory svirat rozlicné thly (Vime, Ze v piipadé inflexniho bodu jsou
rovnobézné).

Vedle tecny ¢ se smérovym vektorem @ (t) zavadime v bodé X kiivky k jesté dalsi dvé
vyznacné primky a nasledné jesté tifi roviny témito primkami urcené, viz Obr. [126].
Jedna se o primku n, ktera lezi v oskulac¢ni roviné 7 a je kolméa k tecné ¢, a o primku
b, ktera prochazi bodem X kolmo na 7. Pfimku n nazyvame hlavni normalou krivky
k v bodé X, primku b potom binormdlou kiivky k v bodé X. Rovinu primek n, b
oznacujeme v a nazyvame ji normalovou rovinou kiivky k£ v bodé X. Rovinu primek
t,b oznacujeme p a nazyvame ji rektifikacni rovinou kiivky k v bodé X.

24.4 Oblouk krivky

Pfedstavme si, Ze na kfivce zvolime pevny bod X(ty) (tj. bod, jemuZ odpovida
libovolna, pevné zvolena hodnota parametru ty). Délku kiivky méfenou od tohoto
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Obrazek 126: Tecna t, hlavni norméla n, binormala b, oskula¢ni rovina 7, normalova rovina v a

1
rektifika¢ni rovina p Sroubovice X = [2cost, 2sint, §t] v bodé X (to) (to = 2m)

S X(t)
X(tp)

Obrazek 127: Oblouk kiivky &

bodu nazyvame obloukem krivky, viz oblouk s na Obr. (ukazuje se, Ze je vyhodné
pouzit oblouk jako parametr kiivky).

V definici oblouku tak figuruje znamy vztah z integralniho poc¢tu pro vypocet délky
kiivky (nase kfivka k) mezi dvéma body (v nasem piipadé se jednd o body X (#g) a
X(1)).

Definice 37 (Oblouk kfivky). Predpokladejme, Ze kiivka k je ddna vektorovou rov-
nici ¥ = I(t);t € 1. Potom funkci

5= s(t) = /tt NER T /tt VIO + 902+ (02 dt (130)

nazyvame obloukem krivky k od bodu ty € I do bodut € I.

Poznamka. Pripomenme si ve stru¢nosti hlavni myslenku odvozeni vztahu pro vy-
pocet délky kiivky. Oblouk s si pfedstavime rozdéleny na nekonecéné malé elementy;,
kazdy z nich nahradime tseckou délky ds (diferencial). Tuto délku potom vyjadiime
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Obrazek 128: Nekonecné maly element oblouku s

vztahem ds = y/dz? + dy? + dz2, kde dz,dy,dz jsou odpovidajici ptirtistky (di-
ferencidly) jednotlivych soutadnicovych funkei x(t),y(t), z(t), viz Obr. (jedna
se vlastné o dvoji postupné pouziti Pythagorovy véty). S védomim toho, Ze uve-
deny vztah pouzijeme v kontextu urc¢itého integralu, formalné ho upravime do tvaru

d—\/de W 42 ) ktery s sietelns k duje s formuli T30
s = 12 + 12 + 1z 4 ery uz zretelne koresponduje s formull .
Oblouk se casto pouziva jako parametr kiivky. K prechodu od ptivodniho parametru
t k novému parametru s pouZijeme funkci s = s(t) (pouzijeme ji jako tzv. pripust-
nou funkci). Ta je na prislusném intervalu I vzdy prosté (je rostouci). Proto k ni
na [ existuje funkce inverzni ¢t = t(s), kterou kdyz dosadime do rovnice (bodové,
vektorové, parametrickych rovnic) kiivky za ¢, stane se tato rovnice zavisla na s, [1J.
Tuto proceduru ilustruje nasledujici priklad.

PRIKLAD 24.4. Na kifivce dané rovnici X = [2cost,2sint,\/5t]; t € (—m, )
zavedte novy parametr, ktery je obloukem.

Reseni: Nejprve uréime pripustnou funkci s = s(t):

t
s:/ V/4sint? + 4cost? + 5 = 3t. (131)
0

v/ ’ . v . . ’ S ’ Ve v .
Potom staci do dané rovnice Sroubovice dosadit za ¢t vyraz — a nalezité upravit

meze intervalu, v némz se pohybuji hodnoty nového intervalu s. Dostaneme X =

i \/gg], t € (—3m,3m).

2 cos f, 2sin —,
3 3

24.5 Prvni kfivost krivky

Nyni budeme uvazovat, zZe parametrem kiivky je oblouk s. Misto rovnice X =
X (t) tak pracujeme s rovnici X = X (s). Pro detailni seznameni s dusledky tohoto
prechodu, na které zde neni prostor, lze doporucit [1] a [13].

195



Z toho, jak byl oblouk zaveden, vyplyva, délka kiivky mezi dvéma jejimi body X (s1)
a X (s9) je pfimo rovna rozdilu sy — s;. Proto se fikd, ze oblouk ,méfi kiivku“.

Pro parametr s zavedeme vektory analogické vektortim z(t), Z(t). Pro odliseni od
bézného parametru budeme derivaci podle oblouku s misto teckami znacit ¢arkami,

t. 7 (s), @(s).

Definice 38 (Prvni kiivost). Pro kfivku k danou vektorovou rovnici ¥ = Z(s);s € 1,
kde s je obloukem, nazjvdme vektor t(s) = &'(s) vektorem tecny kifivky k v bodé X (s)
a vektor T(s) vektorem proni krivosti kiivky k v bodé X (s). Cislo 'k(s) = |2"(s)|
nazyvdme prond kiivosti (téZ flexi) krivky k v bodé X (s). Funkce 'k, kterd kaZdému
bodu krivky k prirazuje jeho krivost, je tzv. proni krivost krivky.

Poznamka. Prvni kiivost je vyznamnou charakteristikou kiivky. Jeji prevracena

hodnota je rovna poloméru oskulaéni kruznice kiivky v pfislusném bodé (oskulaéni
kruZnice viz str. [197).

Jesté poznamenejme, Ze zatimco vektor Z”(s) urcuje svou velikosti prvni kiivost
kiivky, velikost vektoru tecny z'(s) je vzdy rovna 1 (tj. vektor tecny je vzdy jednot-
kovym vektorem) [I].

Pro vektor Z”(s) plati nasledujici véta (viz [I], str. 200).

Véta 91. Bod krivky je inflexnim bodem pravé tehdy, jestliZe pruni krivost v tomto
bodé je rovna nule. Jestlize je dany bod neinflexnim bodem krivky, potom wvektor
proni krivosti tohoto bodu je nenulovym vektorem, ktery je kolmy na vektor tecny
tohoto bodu.

Pokud je prvni kiivost krivky rovna nule v kazdém jejim bodé, jedné se o primku
nebo jeji cast.

24.6 Frenetuv trojhran

Nyni zavrsime prehled charakteristik ktivky v jejim daném bodé zavedenim pojmu
Frenetuv trojhran (viz [1], str. 201) (J. F. Frenet (1816-1900), francouzsky matema-
tik).

Definice 39 (Frenetuv trojhran). Predpokladejme, Ze X (s) je neinflexni bod kiivky
k. Potom vektory

b(s) = t(s) x 7i(s) (132)




nazyvame postupné vektorem tecny, vektorem hlavni normdly a vektorem binormaly
krivky k v bodé X (s). Usporddanou trojici vektori

((s), 7i(s), b(s)) (133)
nazyvame Frenetovym trojhranem krivky k v bodé X (s).

Poznamka. Je ziejmé, Ze vektory i(s), ii(s), b(s) jsou jednotkové a navzajem kolmé.
Jejich orientace je pritom souhlasna s usporadanou trojici jednotkovych soutradnico-
vych vektort €1, €5, €3. Frenettv trojhran tvori ortonormalni bazi. Tuto skutecnost
vyuzivame v kinematické geometrii pfi popisu pohybu v trojrozmérném prostoru.

Véta 92 (Frenetovy vzorce). Pro vektorové funkce t, 7, 5, které urcuji v kazZdem
bodé krivky k prislusng Frenetiv trojhran, plati ndsledujici vztahy (tzv. Frenetovy
vzorce):

i = Veid,
ao= ki +21:b, (134)
Vo= ~2k,

kde redind funkce 'k je proni krivost krivky k a redlnd funkce %k je tzv. druhd krivost
(téz torze) krivky k.

Poznamka. Prvni kiivost 'k jsme definovali na str. 196, pojem druhé krivosti 2k je
vSak zaveden az vySe uvedenymi Frenetovymi vzorci (I34)). Zatimco prvni kiivost
vyjadfuje miru vychyleni kfivky od tecny, druhou k¥ivost miizeme chapat jako miru
pro odchyleni (vykrouceni) kiivky z jeji oskula¢ni roviny [I].

Jestlize ma kfivka bez inflexnich bodt v kazdém svém bodé druhou kfivost rovnou
nule, jedna se o rovinnou kfivku. Poznamenejme, ze v ptipadé takovéto krivky jsou
Frenetovy vzorce obzvlasté jednoduché: ¢ =! kn, i’ = —'kt.

24.7 Oskulaéni kruznice

Pro snazsi zavedeni pojmu oskulacni kruznice nejprve pojedname o povaze styku
(dotyku), ktery mohou mit dvé kfivky ve svém spolecném bodé. Hovorime o styku
q—tého tadu (ekvivalentné o styku (¢ + 1)—bodovém). Pro minimalni fad styku je
urcujici nejvyssi rad derivace rovnic obou kfivek, ktera je pro né spolecna.

Uvazujme kiivky k,l o rovnicich k = k(s), | = [(s). Potom nutnou a postacujici
podminkou, aby mély ve spole¢ném bodé X (sg) (tj. odpovidda mu hodnota parametru
) styk nejméné g—tého fadu (tj. styk (¢ + 1)—bodovy), je splnéni rovnic

]43(80) = Z(So), k/<80) = l/(So), RPN ]{(q)<80) = l(q)<80). (135)
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Dvé protinajici se kfivky k,[ maji styk nultého radu, tj. jednobodovy, protoze pro

né plati k(s) = I(s), ale £'(s) # I'(s).

Dvé kiivky, které maji ve spole¢ném bodé spole¢nou teénu (u prostorovych kiivek
také tecné roviny), maji v tomto bodé styk nejméné prvniho fadu, tj. dvojbodovy.
Vice o styku dvou kiivek viz [13].

Definice 40 (Oskula¢ni kruznice). Kruznici m nazgvdme oskulacni kruznici krivky
kv jejim bodé X, jestlize maji obé krivky v bodé X styk alespon druhého rdadu.
Vlastnosti oskulacni kruznice specifikuje nasledujici véta (viz [1, str. 210).

Véta 93. Necht Xy je neinflexni bod krivky k. Potom existuje pravé jedna oskulacni
kruznice m krivky k v bode Xy a ma tyto vlastnosti:

1. Kruznice m lezi v oskulacni rovine krivky k v bodé X, prochazi bodem Xy a
ma v ném s kriwkou k spolecnou tecnu.

2. Polomér kruZnice m je roven prevrdcené hodnoté pruni krivosti 'k krivky k v
bodée X().

3. Stred oskulacni kruznice leZi na hlavni normadle sestrojené ke krivce k v bodé
Xo, a to na poloprimce urcené bodem Xy a vektorem mormadaly tohoto bodu.

Diikaz. Viz [1], str. 210. O
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25 Vybrané rovinné krivky

25.1 Obalova kfivka

PRIKLAD 25.1. Za wiéitych okolnosti miZeme na dné dobie umytého hrnecku
nebo na hladiné napoje v ném pozorovat kiivku podobnou srdci (viz obr. [124). Jakd
je podstata tohoto jevu? MuzZeme odvodit rovnici pozorované krivky?

Obrazek 129: : Srdce ve sklenici

Dotyc¢na kfivka je polovinou krivky zvané nefroida. Vznika jako obalka svételnych
paprskt odrazenych od vnitini stény nadoby. Tim se fadi do rodiny tzv. kaustik. Ge-
ometrickou podstatu vzniku této kiivky snadno modelujeme v programu GeoGebra.
K vykresleni systému odrazenych paprski, jejichz je nefroida obalkou, vyuzijeme
zobrazeni stopy poloprimky, kterd je modelem odrazeného paprsku. Pii plynulém
pohybu bodem dopadu I (viz Obr. [30a) podél kruznice znazortiujici vnitini sténu
nadoby (po jeho uchopeni ukazatelem mysi) se potom na Ndkresné zobrazuje cely
systém odrazenych paprskii a vznik vysledné ki¥ivky jako jejich ,,obalky* je ziejmy.
Vysledek vidime na Obr. I30b.
Obdlkou (obalovou krivkou) systému kiivek v roviné rozumime kfivku, kterd ma v
kazdém svém bodé te¢nu spolecnou s jednou z kiivek uvazovaného systému. Jeji rov-
nice jsou feSenim soustavy rovnic, ktera je tvorena rovnici parametrického systému
kiivek

l(z,y,$) =0, (136)
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a) Odraz svétla b) Obalka odrazenych paprski
Obrazek 130: : Geometricky model vzniku kaustiky, GeoGebra 5.0

kde ¢ je redlny parametr, a jeji derivaci podle tohoto parametru

ol(z,y, )

5, O (137)

Pii odvozeni rovnice zkoumané kiivky v programu GeoGebra zacneme zadanim
soufadnic bodu dopadu I a normalovych vektori n,; a n, primek, které v tomto
poradi reprezentuji dopadajici a odrazeny paprsek, viz fadky 1-4 néasledujiciho kédu
reseni v prostiedi CAS GeoGebry.

200



.| Py

- P = (x,y)
' =(cos(p+ T /2).sin(@+ T /2))

T = (—sin(p), cos (9))
n_d:=Vekior[(0.1)]

3

()

n_r=Vektor[{(-sin(2 @).cos(2 ¢))]

"= (e

5 @)y =(P-1yn_r

= () := — (sin(¢) +x) sin(2 ) + (—cos (¢) +y) cos (2 )

& di{p)=Derivace[l(p).p]

- di(¢) := —2x cos(2p) — 2y sin(2 ) —sin(w) cos (2 ) +sin(2 ¢) cos ()

K:=Reseni[{l(9)=0,di(p)=0}.{x y}]

- K := ( —% sin[Brp)—% sin () %cus(Brp)—k% cns(rp))

Poté definujeme rovnice (I36]), (I37), v uvedeném kédu jsou nazvany 1(¢) a d1(¢),
viz fadky 56 kédu. ReSenim soustavy téchto rovnic je bodova rovnice zkoumané
kiivky, kterou vidime na poslednim radku ¢. 7 kodu feseni.

Dalsim prikladem obalové kiivky je asteroida. Mizeme ji totiz definovat jako obdlku
jednotlivych poloh tsecky, jejiz koncové body se pohybuji podél kolmych primek,
viz Obr. [[31] Pokuste se tuto kiivku modelovat v GeoGebfte, pripadné vypocitat jeji
bodovou rovnici.

25.2 Evoluta a evolventa

Viz Obr. 132l Rovinna kiivka m, kterd protina kolmo vsechny te¢ny dané kiivky k,
se nazyva evolventa kiivky k. Rovinna kiivka £, pro kterou je ktfivka m evolventou
se nazyva evolutou kiivky m.

K dané kiivce k existuje nekonecné mnoho evolvent. VSechny tyto evolventy maji
spole¢né normaly, které jsou tecnami k. VSechny je mtizeme ziskat jako trajektorie
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Obrazek 131: Asteroida

Obrézek 132: Evoluta k a evolventa m

bodiu tecny odvalujici se po kiivee k (na odvalujici se teénu nanasime délku oblouku,
méfeného od pevné zvoleného bodu kiivky k dotykovému bodu te¢ny, tj. na Obr.
je délka tisecky T'P' shodné s délkou oblouku PT).

Pokud kfivka m nemaé inflexni bod a ma vSude nenulovou derivaci prvni kfivosti,
existuje k ni jedind evoluta. Tato evoluta je mnozinou vsSech stfedd oskulacnich
kruznic krivky m. Evolutu dané rovinné krivky mutzeme charakterizovat také jako
obalovou kfivku normal této krivky.

Na Obr. [32 vidime ¢ast evolventy m kruznice k (kruznice k je tedy evolutou kiivky
m). V technické praxi se tato kfivka uplatiiuje pfi navrhu tvaru zubd u ozubenych
kol. Tvar evolventy kruZnice zajistuje odvalovani zubt dvou kol po sobé a tim do-
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chazi k plynulému pfenosu sily béhem jejich vzajemného otaceni.

Prikladem dalsi znamé dvojice kiivek ve vztahu evoluta—evolventa je dvojice fetézovka—
traktrix, viz Obr. 133

Obrazek 133: Retézovka r a traktrix ¢

Pro detailni sezndmeni s pojmy evoluta a evolventa lze doporucit [1] a [13].
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