15 Inverze

V této kapitole se nejprve seznamime s inverzi jako takovou, potom se zameérime
na jeji konkrétni priklady, sférickou inverzi v trojrozmérném prostoru a kruhovou
tnverzi v roviné. Kruhové inverzi se budeme podrobné vénovat i v pristi kapitole.
Otéazka inverzi je pojednana v [14] na str. 83-92.

Definice 27 (Inverze). Inverze se stredem S a koeficientem k (k # 0) v eukleidov-
ském prostoru E,, je zobrazeni mnozZiny E, —{S} na sebe, které kazdy bod X zobrazi

na bod X' tak, Ze
a) pro k > 0 jsou poloprimky SX,SX' totoiné, pro k < 0 jsou potom opacné,
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b) |SX| =

Je zfejmé, ze body S, X (vzor) a X' (obraz) jsou kolinearni. K urceni inverze staci
zadat stred S a dvojici bodu, napi. A, A’, ve vztahu vzor a obraz.

Poznamka. Definice inverze je na prvni pohled analogicka s definici stejnolehlosti.
Definice téchto dvou zobrazeni v eukleidovském prostoru se lisi akorat ve vztahu mezi
vzdéalenostmi |SX'| a |SX]|. Zatimco u stejnolehlosti je |SX'| pfimo tmérna |SX|
(tj. |SX'| = k|SX], kde K je koeficient stejnolehlosti), u inverze je |SX’| nepfimo
amérna |[SX| (tj. [SX'| = ﬁ, kde k je koeficient inverze).

PRIKLAD 15.1. Dokaste, Ze zobrazeni v roviné, jehoZ princip je naznacen na
Obr. (kruznice k md stred S a polomer r; body X, X' a S lezi v primce p),
splnuje definici inverze.
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Zobrazeni tak spliiuje definici inverze dané stiedem S a koeficientem xk = 72, kde
r je polomér dané kruznice k. Jedna se o tzv. kruhovou tnverzi uréenou kruznici k.
Tomuto zobrazeni se budeme podrobné vénovat v kapitole 16, Tam si také uvedeme
jesté jeden mechanismus prifazeni obrazu danému bodu v kruhové inverzi.

Reseni: 7 podobnosti trojuhelnikit ASX P ~ ASQX’ vyplyva vztah |SX'| =

15.1 Sféricka inverze

Nyni uvazujme trojrozmérnou variantu Obr. [66], kde misto kruznice k figuruje sféra
(kulova plocha) w se stfedem S a polomérem 7 a misto pfimky p je dédna rovina p
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Obrazek 67: Inverze v prostoru — Sféricka inverze

prochézejici bodem S, kolmo na spojnici dvou diametralné protilehlych bodu (pdla)
P, Q, viz Obr. 67,

Jednd se o tzv. sférickou inverzi uréenou sférou (kulovou plochou) w se stfedem S a
polomérem r. Opét, tak jako v pfipadé rovinné varianty z ptrikladu[I5.1], neni obtizné
dokézat, ze toto zobrazeni piifazujici bodu X € p obraz X’ € p spliiuje definici 27
Postup tohoto prirazeni lze pritom popsat pomoci slozeni dvou zobrazeni, z nichz
jedno je tzv. stereograficka projekce a druhé je zobrazeni k této projekci inverzni.

15.2 Stereograficka projekce
Pojednani o tomto zobrazeni a jeho vlastnostech lze najit napt. v [7]. Zde je také

uvedena informace, ze se stereografickym priamétem pracoval jiz kolem
roku 150 pf. n. 1.
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Obrazek 68: Stereograficka projekce

Definice 28 (Stereografickd projekce). Stereograficky pramét kulové plochy je stre-
dovym prumeétem kulové plochy pro stred promitani S leZici na kulové plose w a pro
prumétnu w rovnobéznou s tecnou rovinou kulové plochy ve stredu promitdni S, viz

Obr. [68. [7]

Poznamka. Primétna 7w se vétsinou voli tak, jak je znédzornéno na Obr. [68, tj.
prochézi sttedem O kulové plochy kolmo na primku OS.

Stereograficka projekce méa dvé dulezité vlastnosti:

(1) Kruznice kulové plochy w se promitaji opét do kruznic, viz Obr. 60l

Obrazek 69: Obrazem kruznice je opét kruznice

(2) Uhel dvou ktivek kulové plochy w se u jejich obrazi zachovava (zobrazeni, ktera
zachovavaji velikost thlu nazyvame konformni), viz Obr. [[Q.
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Obrézek 70: Velikost tthlu se zachovava

15.3 Vybrané vlastnosti sférické inverze

Podivame-li se zpét na Obr. [67 vidime, ze sférickou inverzi lze slozit ze dvou zob-
razeni. Bod X se nejprve zobrazi na bod X; prostfednictvim inverzniho zobrazeni
ke stereografické projekci z bodu P na rovinu m, potom se bod X; zobrazi na X' ve
stereografické projekci z bodu () na rovinu 7.

Inverze je involutorni zobrazeni, to znamend, Ze je-li obrazem bodu X bod X', je
obrazem bodu X’ bod X.

Pfitom body uvnitt sféry (v pfipadé kruhové inverze pak kruznice) se zobrazuji vné,
a naopak body vné sféry (kruznice) se zobrazuji dovnitf. Body sféry (kruznice) jsou
potom samodruzné.

Snadno ovérime skutecnost, ze priblizuje-le se bod X ke stiedu S inverze, jeho ob-
raz X' se neomezené vzdaluje. Pfirozené se tak nabizi myslenka, Ze obrazem bodu
S, ktery je v definici z eukleidovskOho prostoru vynat, je bod v nekonecnu.
Tuto myslenku precizuje zavedeni tzv. Mdbiova prostoru, viz napt. [14], str. 85
(August Ferdinand M&bius, 1790-1868).

Mdabiovym prostorem rozumime eukleidovsky prostor FE,, rozsiteny o tzv. nevlastni
bod (tj. bod ,v nekoneénu“). Znac¢ime ho M, = FE, U {co}. Tento nevlastni bod je
potom v M&biové prostoru obrazem stiedu inverze S.
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