11.4 Klasifikace shodnosti roviny

Myslenka uplné klasifikace shodnosti: Klasifikace shodnosti roviny je zaloZena
na zkoumani moznych samodruznych bod a smért zobrazeni, které je dano rovnici

(soustavou)
f: X'=A-X+B. (80)

I. Pfimé shodnosti

Kazdou primou shodnost v roviné miizeme vyjadrit rovnicemi ve tvaru

¥y = rycosa — xgsina + by
xh = x1sina + wocosa + by

Samodruzné body

Samodruzné body pfimé shodnosti jsou feSenim soustavy rovnic

r1(1 —cosa) + xosina = b

—CElsinOz—l—x‘Q(l—COSQ) = bQ_ (81)

Nejprve nas bude zajimat prima shodnost v roviné, kterd ma pravé jeden samod-
ruzny bod. Soustava (8I) ma pravé jedno feSeni, pokud je regularni, tj. pokud pro
jeji determinant plati

(1 — cosa), sin «

£ 0.

—sina, (1 —cosa)

Po tpravé dostaneme
2(1 —cosar) # 0,

coz vede k podmince
cosa # 1.

Tak dostavame
1) OTOCENI (ROTACI).

Staci volit pocatek soustavy souradné v onom jediném samodruzném bodé a dosta-
neme znamé vyjadreni rotace kolem pocatku o thel a:

/ .
r] = xr1cosa — rysina
! .
Loy = T1SINQ + X9 COS
Samodruzné sméry
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Samodruzné sméry (tj. vektory téchto smérti) pfimé shodnosti jsou netrivialnim
feSenim soustavy homogennich rovnic

u (A —cosa) +ussina = 0

—up sina + ug(A —cosa) = 0. (82)

Ta ma netrivialni (tj. nekone¢né mnoho) feseni pravé tehdy, kdyz je splnéna cha-
rakteristickd rovnice primé shodnosti v roviné

(A — cosa), sin «

—sina, (A—cosa)| 0 (83)

Upravou (83) dostaneme rovnici

2

(A — cos)? +sin’ a = 0,

ktera je splnéna za predpokladu, ze sina = 0 a zaroven cosa = 1 = A nebo cosa =
—1 = A. Pro cosa = —1 tak dostavame

2) STREDOVOU SOUMERNOST

s analytickym vyjadirenim
x’l = —x1 + b
SCIQ = —XT9 + bg.
Za podminky, Ze cosa = 1 dostaneme, pro by = by = 0,

3) IDENTITU

Ty = 1
Th = X9
a pro by # 0V by # 0 dostavame
4) POSUNUTI
rp = x1 + by
xh = x9 + by

II. Neprimé shodnosti
Kazdou nepifimou shodnost v roviné mtizeme vyjadrit rovnicemi ve tvaru

rp = xicosa + mzesina + by
rh = x1sina — wocosa + b

Samodruzné sméry
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K vySetreni neprimych shodnosti pouzijeme samodruzné sméry. ReSenim charakte-
ristické rovnice

(A —cosa), —sina _0 (84)
—sina, (A +cosa) ’
dostaneme podminku
A= +1,

ktera odpovida tomu, ze uvazované zobrazeni ma dva navzajem kolmé samodruzné
smery. Jeden, pro A = 1, se zachovava, druhy, pro A = —1, se méni v opacny. Volme
soustavu soutadnou tak, aby osa x méla smér odpovidajici A = 1. Smér osy y pak
ziejmé odpovida A = —1. Potom je nepiimé shodnost popsana rovnicemi

SU’l = r1 + bl

$’2 = —X9 —+ bg.

Pokud je by = 0, ma uvazované zobrazeni pfimku samodruznych bodt a jedna
se tedy o

5) OSOVOU SOUMERNOST

= 1
/
Ty = —T2 -+ bg.

Pokud je ale b; # 0, ma pouze samodruznou primku a jedna se o

6) POSUNUTE ZRCADLENI.

Ilustrace myslenky uplné klasifikace resenym prikladem

PRIKLAD 11.7. Zjistéte, zda existuje shodnost Ey, pri které se bod K = [10;0]
zobrazi na pocatek K' = [0;0] a bod L = [25;20] na bod L' = [0;25]. V kladném
pripadé napiste rovnice tohoto zobrazeni a najdéte jeho samodruzné body.

Nez zacneme aplikovat nize uvedeny postup, stoji za to si u takovychto tloh ovérit,
zda je viibec splnéna definice shodného zobrazeni, tj. zda |K'L'| = |KL|.

Reseni v programu wrMazima:

Definujeme obecnou podobu matic A, B z rovnice (80).

(%130) A:matrix([all,al12],[a21,a22]); b:matrix([bl], [b2]);

all al2
(7030) <a21 a22>
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(%031) (2;)

Do rovnice (80) dosadime dané body a jejich obrazy, dostaneme dvojice rovnic s1 a
s2. T¥eti skupinu rovnic s3 dostaneme z podminky AT - A — I = 0.

(%i32) s1:A.[10,0]+b-[0,0]; s2:A.[25,20]+b-[0,25];
s3:transpose(A) .A-ident (2);

bl + 10411
(7%032) <52 +10 a21>

bl 4+ 20al2 + 25all
(7o033) (bz +20a22 + 25421 — 25)

(%034) a21? +all> =1 a21a22 +allal2
00 a2l a22 + allal2 a22% +al22 —1

Dohromady tak mame soustavu sedmi rovnic o Sesti naznamych all, al2, a2i,
a22, bl, b2.

(%135) rov:[s1[1,1],s1[2,1],s2[1,1],s2[2,1],s3[1,1],s3[1,2],s3[2,2]];

(%035) [b1+10all,b2+10a21, b1 +20al2+25all, b2+20 a22+25 a2l — 25, a21% +
all? —1,a21a22 + all al2,a22® + a12? — 1]

Soustavu mé dvé FeSeni (nejedné se o soustavu linearnich rovnic, proto miZe mit
dveé Teseni).

(%136) res:solve(rov,[all,al2,a21,a22,bl,b2]);
4 3 3 4
(%036) [[all = = al2 = —g,a21 = 5,@22 = g,bl = —8,02 = —6],[all =
4 3 3

4
2 a12=2 021 =2, 422 — = bl — 8,52 = —
57a 5701 57a 57 87 6]]

Dvéma feSenim odpovidaji dvé rtizné shodnosti. Zjistili jsme tedy, ze existuji dvé
shodnosti, které prevadéji body K, L na body K’ L' (coz se, vzhledem ke vété o
urcenosti shodného (afinniho) zobrazeni dalo ¢ekat). Pokracujeme v feSeni tlohy
pro kazdou z téchto shodnosti zvlast. Nejprve si pfipravime matici RovTr pro zapis
rovnic uvazovanych shodnosti (neni nutnou soucasti postupu reseni, jedna se jenom
o usnadnéni vizualni prezentace rovnic v programu).

(%137) RovTr:matrix([xl=all*xx+al2x*y+bl], [yl=a2l*x+a22*y+b2]) ;
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yl = a22y + a2l x + b2

(%037) (xl =al2y+allx+ bl)

I. Shodnost dana rovnicemi

Definujeme matice A1, B1 tohoto zobrazeni a zapiseme jeho rovnice.

(%138) Al:ev(A,res[1]); Bl:ev(b,res[1]);

(%038) ( _%)

(%039) <:2>

(%140) R1l:ev(RovTr,res[1]);

rl=- i _3g
<%o4o>( NI )

Samodruzné body najdeme feSenim rovnice X = A - X + B, pro snazsi zpracovani
programem piepsané do tvaru A- X + B — X = 0.

(SR [SLIG N
(ST

(%141) RovSB1:Al.[x,yl+Bil-[x,y]; solve([RovSB1[1,1],RovSB1[2,1]], [x,y]);

(%041) ( +_§ B 2)
(%042) [[x =5,y = —15]]

Uvazované shodné zobrazeni ma tedy jediny samodruzny bod S = [5, —15].

3

<

ke

Pro uréeni samodruznych smért fesime charakteristickou rovnici (1)) homomorfismu
asociovaného s danym shodnym zobrazenim.

(%143) CharAl:Al1-%lambdaxident(2);
CharR1:expand(determinant (CharAl))=0;
solve(CharR1,%lambda) ;

78



A
me)V—%;+1:0

31—4 31+4
(%ho5) [\ = == A = 2

Charakteristickd rovnice nema realné kotreny. To znamend, ze uvazované shodné

zobrazeni nema samodruzné smeéry.

Protoze uvazované zobrazeni ma pravé jeden samodruzny bod a nemé zadny samod-

ruzny smér, jedna se o OTOCENI.

II. Shodnost dané rovnicemi

1 4:c+3a:+8
rl = —— + —
5 5
3xr 4z
l=—+—-6
=5t

Definujeme matice A2, B2 tohoto zobrazeni a zapiseme jeho rovnice.

4

(%046) <_5

(%146) A2:ev(A,res[2]); B2:ev(b,res[2]);
3
5

)
(%047) <f2>

(%148) R2:ev(RovTr,res[2]);

rl=34 4243
srots) (1755
yl=3"+5% -

Samodruzné body najdeme feSenim rovnice X = A - X + B, pro snazsi zpracovani
programem piepsané do tvaru A- X + B — X = 0.

GO w

(%149) RovSB2:A2.[x,yl+B2-[x,y]; solve([RovSB2[1,1],RovSB2[2,1]], [x,y]);

3y 9x

39248
49 5 5

o) (53 £75)

(%0050)

Uvazované shodné zobrazeni tedy nemé zadny samodruzny bod.

Pro uréeni samodruznych smért fesime charakteristickou rovnici (71l) homomorfismu
asociovaného s danym shodnym zobrazenim.
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(%151) CharA2:A2-Y%lambdax*ident(2);
CharR2:expand(determinant (CharA2))=0;
solve(CharR2,%lambda) ;

y_ 4 3
(70051) < )\é >y fA)
5 5
(%052) A2 =1 =0
(%053) [\ = —1,\ = 1]

Charakteristickd rovnice mé dva realné koreny (vlastni ¢isla). Kazdému z nich od-
povida jeden vlastni (charakteristicky) vektor urcujici samodruzny smér. Postupné
dosadime ziskand vlastni ¢isla A do soustavy (jeji matice) ({0) a FeSime.

(%154) RovSS2:A2. [u,v]-[%lambda*u,?lambda*v] ;

3U N\ g — du
5 5
(%6054) (—Av vy —35“>

(%155) RovSS21:ev(RovSS2,%lambda=-1);
solve([RovSS21[1,1],RovSS21[2,1]1], [u,v]);

v u
(%055) <92 j35“> solve : dependentequationseliminated : (2)
5 U5

(%056) [[u=—3%r3,v = %r3]]

Prvni samodruzny smér je urcen vektorem ; = (—3,1).

(%157) RovSS22:ev(RovSS2,%lambda=1) ;
solve([RovSS22[1,1],RovSS22[2,11], [u,v]);

3v _ du
(%057) < 3u ) solve : dependentequationseliminated : (2)
5 5
Yord
(%058) [[u = ";“ v = Y%rd]]

Druhy samodruzny smér je urcen vektorem iy = (1, 3).

ProtozZe uvazované zobrazeni nema zadny samodruzny bod a ma dva (na sebe kolmé)
samodruzné sméry, jedna se o POSUNUTE ZRCADLENI.

80



11.5 Cviceni — Shodnosti v roviné

66. Urcete parametr s tak, aby existovala shodnost roviny zobrazujici body [0, 0], [3, 4]
po fadé na body [5,0], [9, s]. NapiSte rovnice tohoto zobrazeni a souradnice obrazu
bodu [5,0]. [2]

3
67. Urcete a, b, ¢ tak, aby rovnice ' = i +by+1, oy =ax+cy—1vyjadiovaly
shodnost. [3]

68. Shodné zobrazeni euklidovské roviny do euklidovského prostoru je dano vzhle-
dem ke kartézskym soustavam soutradnic rovnicemi

1 1
a) x’=x+§y+1, y’=aa:+§y—1, 2 =br+cy+ 3,

1
b)x'=x+by—2,9y = 5y—|—1, 2 =ax+cy— 3.
Urcete koeficienty a, b, c. [3]

69. Najdéte souradnice obrazu bodu B = [1,2] v otoceni v E5 kolem stfedu S =
[3, —4] o thel o = 420°. NapiSte rovnice této shodnosti. [1]

70. Urcete p, g tak, aby existovala shodnost zobrazujici body [3, 0], [1,2], [-1, —1] po

fadé na body [1,4], [p, 2], [2, ¢]. Najdéte samodruzné body a sméry tohoto zobrazeni.
[2]
71. Napiste rovnice stfedové soumérnosti v Fy podle stiedu S = [—4,5]. [1]

72. Napiste rovnice shodnosti roviny FEs, kterd vznikne slozenim t¥i osovych sou-
mérnosti s osami o rovnicich: x =0, y =0, x — 2y = 0. [3]

73. Rotace kolem bodu S = [2;1] v Ey zobrazuje bod A = [1; 1] na bod A’. Najdéte
souradnice bodu A’, jestlize pro thel rotace « plati o = %7?. [2]

74. Najdéte souradnice stfedu a tuhel rotace, kterd je dana rovnicemi: x’ = %x —
fy+ 1, Y =i+ 2y—2. 2

75. Najdéte rovnice obrazu pfimky p v rotaci v Ey kolem stiedu S = [—2;1] o thel
a=g, jestlizep:z —y+1=0. [3]
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11.6 Klasifikace shodnosti prostoru E3

Véta 43. KazZde shodné zobrazeni v prostoru Eg lze slozit z nejuyse ctyr rovinovych
SoumErnosti.

Neéktera shodna zobrazeni v prostoru:

e Otoceni kolem osy

e Posunuti

e Osova soumeérnost

e Stredova soumeérnost

e Sroubovy pohyb (torze)

Postup klasifikace shodnosti v trojrozmérném prostoru lze necekané zjednodusit.
Vhodné umisténi soustavy soutradnic ndm dovoli vyuzivat poznatky z klasifikace
shodnosti v roviné.

Kazdé shodné zobrazeni f v prostoru muzeme zapsat soustavou rovnic

f: 56/1 = a11r1 + a12T9 + aizry -+ bl
rh = anr1 + axprs + axrs + by
/
Ty = a3171 + as3a2x9 + a33x3 + bg,

kterou lze uzitim matic prepsat do tvaru

/
Xy ailp a1z ais T by
) -
I Ty | = | a1 age ags | - | x2 | + | bo
/
T as; asy ass T3 b3

a pak strucné vyjadrit rovnici

fi X'=A X +B. (85)

Stejné jako v roviné i v prostoru plati, Ze (8H) je shodnosti pravé tehdy, kdyz je
AT A=E, (86)

Dilezitou skutecnosti je, ze charakteristickd rovnice tohoto zobrazeni, ktera se da
struc¢né zapsat ve tvaru

det (A — AE) = 0, (87)
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kde E je jednotkova matice, je algebraickou rovnici tfetiho stupné vzhledem k
neznamé \. Vzhledem k tomu, ze imaginarni koreny se vyskytuji vzdy ve dvojicich
(navzédjem komplexné sdruzenych ¢isel), mé algebraicka rovnice tietiho stupné vzdy
alesponi jeden koten redlny. V piipadé rovnice (87) ho oznaéme \g. Shodnost v Ej
mé tak vzdy alesponl jeden samodruzny smér @; @' = Mgu. V pripadé shodnosti
se zachovava velikost vektoru, tj. plati ||d'|| = || \ot|| = ||@]||. Potom je zfejmé, Ze
hodnota Ay bude 1 nebo —1. Pfedpokladejme, ze vektor @ je jednotkovy a volme
soustavu souradnou tak, aby méla osa z smér tohoto vektoru. Pti takto zvolené
soustavé soufadné se rovnice shodnosti zjednodusi na tvar

l’/l = 1171 + a12T9 + bl
xh = anri + axnls + by
l’é = + T3 + bg.

Potom je pozadavek, aby byla matice tohoto zobrazeni

a1 aip O
a1 az O
0O 0 =1

ortonormalni, splnén praveé tehdy, kdyz je ortonormalni matice
{ ail @12 ]
a1 aga |
To je ale tloha, kterou jsme resili pti klasifikaci shodnosti v roviné. Vime tedy, ze pri

vhodné volbé os z,y pripadaji v tvahu nasledujici moznosti, jak mize tato matice
vypadat:

10 -1 0 1 0 cosa —sina | ) £ 0
011}’ 0o —11’ 0 —1 1|’ sina  Cos & ) pro sma ’

Ke kazdé z téchto matic existuji dvé soustavy rovnic (protoze uvazujeme +z). Po-
souzenim mnozin samodruznych bodi prislusnych zobrazeni a vhodnymi volbami
soustavy souradné se dobereme k vysledné klasifikaci:

1) IDENTITA (b; = by = by = 0) nebo POSUNUTI

ICll = x1 + bl
SC’Q = X9 -+ bg
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2) SOUMERNOST PODLE ROVINY (b; = by = 0) nebo
SOUMERNOST PODLE ROVINY slozena s POSUNUTIM podél této roviny

SUll = r1 + bl
SC’Q = To + b2
$,3 = —x3 + bg.

3) SOUMERNOST PODLE OSY rovnobézné se z (b3 = 0) nebo

SOUMERNOST PODLE OSY rovnobézné se z slozend s POSUNUTIM podél této
oSy

vy = —11 + b

SCIQ = —XT9 + b2

SCg = r3 + bg.
4) STREDOVA SOUMERNOST

) = -1 + b

$’2 = —XT9 —+ bg

SC% = —x3 + bg.

5) OTOCENI kolem osy rovnobézné se z (b3 = 0) nebo
OTOCENI kolem osy rovnobézné se z slozené s POSUNUTIM podél této osy

rp = xicosa — @esina + by
xh = mpsina + xocosa + by
a:g = r3 + bg.

6) OTOCENI kolem osy rovnobézné se z slozené se SOUMERNOSTI podle roviny
kolmé k této ose

Ty = xicosa — xesina + by
xh = wpsina + x9cosa + by
a:g = —xr3 + bg.

Poznamka. Kazda piim4 shodnost v prostoru se da slozit z otoc¢eni kolem primky
a posunuti podél této primky. Potom mizeme tici, ze kazda dveé shodné télesa v
prostoru muzeme ztotoznit posunutim, otoc¢enim nebo Sroubovym pohybem.

Poznamka. Nepiimé shodnost se dostane z primé pridanim soumérnosti podle ro-
viny.
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11.6.1 Shodnosti prostoru E; - Ulohy

76. Ovérte, ze rovnicemi

1 2 2 2
T = §x_§y+§z+§
2 1 2 2
A L A
2 2 1 2

z = —§x—§y—§z—|—§

je dano shodné zobrazeni E3 na sebe, najdéte jeho samodruzné body a sméry. [3]

77. NapiSte rovnice posunuti v E3, v némz se bod M = [—2,3,1] zobrazi na bod
M’ = [5,0, —4]. Najdéte souradnice obrazu bodu A = [1,1,1] v tomto posunuti. [1]

11.7 Shodna zobrazeni v prostoru E,,

Véta 44. Ke kazdé shodnosti f v E,, existuje k soumernosti podle nadrovin tak, Ze
f je jejich sloZenim, k < n + 2.
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