16 Kruhova inverze

Definice 29. Kruhovd inverze urcend kruznici w(S,r) (viz Obr.[71]) je zobrazent,
které kazdému bodu X # S pritadi bod X' timto zpisobem.:

(1) X' € = SX,
(2) |SX] - |SX'| =2

Obrazek 71: Kruhova inverze

Z definice vyplyva, Ze kruhova inverze je involutorni zobrazeni, tj. obrazem bodu X’
je bod X.

Otazkou je, jak toto zobrazeni konstrukéneé provés. Na Obr. [66] je jeden mozny
zpusob, zalozeny, jak uz vime, na projekcich z bodi P a (). Obvykle se vSak pouziva
jiny zpusob, zalozeny na Eukleidové vété o odvésné. Nyni se s nim pomoci Obr.
seznamime. Jestlize T" je bod dotyku tecny kruznice w vedené z bodu X, je AXST
pravouhly trojuhelnik s preponou X S. Potom pro patu Y vysky sestrojené z vrcholu
T na preponu XS dle Fukleidovy vety o odvésné pravouhlého trojuhelniku plati

SY|-|SX| = 2.

Je tedy ziejmé, ze bod Y je obrazem bodu X v souladu s definici 29. Prislusnou
konstrukci proto mizeme pouzit k sestrojeni obrazu bodu v kruhové inverzi. Pritom
je tfeba mit na pameéti, ze kruhova inverze je involutornim zobrazenim. Obrazem
bodu Y (vnitini bod kruznice w) je tedy naopak zase bod X (vnéjsi bod kruznice
w). Pro tplnost pfipomenme, ze body kruznice w jsou samodruzné, zobrazi se samy
na sebe, opét v souladu s definici 29

5P¥i rysovani v GeoGebfe tuto otazku fesit nemusime. Program m4 implementovan nastroj Kruhovd inverze. Pii
jeho pouziti staci zadat bod, ktery chceme zobrazit a urcujici kruznici.
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Obrazek 72: Kruhova inverze — konstrukce obrazu bodu X

16.1 Vybrané vlastnosti kruhové inverze

Kruhova inverze je prikladem nelinedarniho zobrazeni, nejedna se o afinni zobrazeni,
primka se az na specidlni ptipady nezobrazuje na ptimku (pfimky, které neprochézeji
stfedem inverze, se zobrazuji na kruznice).

Z definice inverze je patrné, Ze vnitini body urcujici kruznice (sféry) se zobrazuji na
vnéjsi body a naopak.

Inverze je tzv. konformni zobrazent, tj. zachovava velikost thlu.

Jak je na tom kruhova inverze se samodruznymi utvary? Samodruznymi body jsou
body urcujici kruznice. Samodruznymi piimkami jsou primky prochazejici stfedem
inverze. Samodruzné jsou ty kruznice, které ortogonalné protinaji urcujici kruznici.

Nyni si tyto vlstnosti uvedeme formou vét (jejichz dikaz je v8ak vétsinou prenechén
¢tenarfi).

Véta 59. Vnitrni body urcujici kruznice se zobrazi na vnéjsi body této kruznice a
naopak, vnejsi body se zobrazi na vnitrni.

Véta 60. Jestlize jsou A', B' obrazy bodi A, B v kruhové inverzi, jejiz stred S neleZi
na primce AB (viz Obr.[73), potom |LSAB| = |£SB'A’|.

Diikaz. 7 definice kruhové inverze vyplyva |SA'| - [SA| = |SB'| - |[SB| = 7%, tj.
|[SA'| |SB]
ISB'|  |SA|
S, jsou podle véty sus podobné. ]

Protoze trojuhelniky ABS a B’A’S maji spole¢ny thel pfi vrcholu
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Obrazek 73: |LSAB| = |£SB'A'|

Véta 61. Body primky prochdzejici stredem inverze S se zobrazuji opét na tuto
primku. S vyjimkou stredu S.

Véta 62. Obrazem primky p, kterd neprochdzi stredem inverze S, je kruznice p'
prochazejici stredem S. Kromeé bodu S.

Véta 63. Obrazem kruznice prochdzejici stredem inverze S (kromé bodu S) je
primka, kterda meprochdzi stredem inverze S.

Obrazek 74: Obrazem piimky p je kruznice p’ a naopak.

Diikaz. Pri znalosti Thaletovy kruznice Ize tuto vétu dokazat jako dtsledek véty [60,
viz Obr. [74l. ]

Veéta 64. Obrazem kruznice, ktera naprochdzi stredem inverze S je kruznice.
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Obrazek 75: Obrazem kruznice k, ktera neprochézi stiedem S, je kruznice k' a naopak.

Diikaz. K diikazu lze vyuzit mocnost bodu ke kruznici, konkrétné mocnosti bodu S
ke kruznicim k a k', viz Obr. [0 ]

Poznamka. Na Obr. [(5 je patrna jedna typickd vesmés vSak opomijena vlastnost
kruhové inverze, Ze obrazem stiedu kruznice k neni stied kruznice £/, viz body O a
O’ na obréazku.

Véta 65. Nutnou a postacujici podminkou, aby kruznice k se stredem O, riuznd od
urcujict kruznice w, byla v kruhové inverzi samodruznd je, aby ortogonalné proti-
nala urcujici kruznict inverze w.

Obrazek 76: Samodruzna kruznice k ortogonalné protina urcujici kruznici w.

Diikaz. K dikazu opét vyuzijeme mocnost bodu ke kruznici, konkrétné mocnost
bodu S ke kruznici k, viz Obr. [7Gl. ]
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Poznamka. Na Obr. [T6 opét stoji za pozornost fakt, ze ackoliv se kruznice k zob-
razuje sama na sebe, jeji stfed O se zobrazuje na jiny bod O'.

Véta 66. Necht jsou a,b dvé kruZnice nebo primka a kruZnice, které se dotykaji.
Potom:

a) Jestlize se dotykaji v bodé T # S, kde S je stred inverze, potom se dotykaji i
jejich obrazy v bodé T', ktery je obrazem bodu T .

a) Jestlize se dotykaji ve stredu inverze S, potom jsou jejich obrazem primky a’ || b'.

Obrazek 77: Zachovani incidence v kruhové inverzi

16.2 Analytické vyjadieni kruhové inverze

Pti odvozeni analytického vyjadieni kruhové inverze se stfedem S a koeficientem x
vyjdeme z Obr. [[8, kde je uvazovana inverze zadana urcujici kruznici w se stfedem
S a polomérem r (vime, Ze plati 7> = k). Vztah mezi body S, X a X' miizeme v
kazdém okamziku popsat rovnosti

1SX') = k- [SX]. (104)

ktera sice pripomina stejnolehlost, lisi se vSak od ni tim, Ze hodnota k neni kon-
stantni, ale zavisi na X (misto k& by asi bylo vhodnéjsi psat k(X)). Vime pfece, zZe
kruhova inverze je definovana vztahem

K
SX'| = ——. 105
X = (105)
Dame-li vztahy (I04) a (I05) dohromady, dostaneme pro k vztah
K
k= —0. 106
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Nyni staci rovnost (I04)) pfepsat do tvaru X' — S = k- (X — 5), odkud po dosazeni
z (I06) odvodime kone¢né analytické vyjadieni kruhové inverze. Pro obraz X’ bodu
X v kruhové inverzi se stifedem S a koeficientem x tak plati

K
X' =84 o (X=9), (107)
pripadné
2
r

y

Obrazek 78: Analytické vyjadieni kruhové inverze.

16.3 Cvic¢eni — kruhova inverze
1. V jaky utvar prevede kruhova inverze kruznici a jeji dvé tecny, které jsou
a) ruznobézné, b) rovnobézné?

2. Prozkoumejte obrazy téchto dvou utvart v kruhové inverzi:

a) dvé na sebe kolmé primky, b) kruznice a pfimka, ktera prochéazi jejim stfedem.

3. Je dana primka p, ktera protina danou kruznici £ v bodech K, L a je dan bod
B, lezici mimo pfimku p i kruznici k. Bodem B vedte kruznici, kterd se dotyka p
ik.
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4. Sestrojte kruznici prochézejici danymi body A, B a dotykajici se dané kruznice
k; body A, B jsou vnéjsi body kruznice k.

5. Jsou dany tti kruznice ky, ks, k3, které se navzajem protinaji a vSechny prochéazeji
bodem O. Sestrojte kruznici k, ktera se dotyka kruznic kq, ko, k3.

6. Jsou déany tti kruznice ky, ko, k3, z nichz se kazdé dvé zvenku dotykaji. Sestrojte
kruznici k, dotykajici se danych kruznic.

7. Jsou dany dvé dotykajici se kruznice kq, ko a primka p. Sestrojte kruznici, ktera
se dotyka kruznic kq, ko a primky p.

8. Jsou dany dvé pfimky pi, po a kruznice k, kterd se dotyka primky p;. Sestrojte
kruznici, kterd se dotyka primek p1,po a kruznice k.

9. Jsou dany dvé dotykajici se kruznice ki, ko a pfimka p. Sestrojte kruznici se
stredem na piimce p, kterd se dotyka kruznic ki, ks.

10. Jsou dany tfi kruznice kq, ko, k3, z nichz ki a ky se protinaji v bodech A, B; kj3
lezi vné kq i ky. Sestrojte kruznici k, kterd se dotyka kruznic kq, ko, k3.

11. V roviné je dan trojuhelnik ABC'. Najdéte stied kruhové inverze zobrazujici bod
A na bod B, je-li bod C' samodruzny.

12. Urcete stied kruhové inverze s koeficientem 2, pti které se bod [1, 0] zobrazi na
bod [2,0].

13. Existuje kruhovéa inverze, pfi niz jsou body [—1, 0], [1, 0] samodruzné a bod [0, 0]
se zobrazi na bod [0, 1]?7 Pti kladné odpovédi urcete stfed této inverze, koeficient a
analytické vyjadreni.

14. Pfi kterych kruhovych inverzich se zobrazi bod [0, 1] na bod [0,9] a bod [2, 0]
do vlastniho bodu na ose x? Urcete vzdy stfed a koeficient inverze.

15. V omezené nakresné je dana primka ¢ a na ni pristupny bod 7. Dale je dan
neptistupny bod M = pNgq; p, q jsou primky. Sestrojte kruznici k, ktera prochéazi
bodem M a primky t se dotyka v bodé T

16. V omezené nakresné sestrojte stfed S kruznice k prochézejici nepfistupnymi
body A =z Ny, B =wuNuv a piistupnym bodem C (z,y,u,v jsou dané pristupné
primky).
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