6 Osova afinita

Urceni osové afinity. Charakteristika a rovnice osové afinity. Elace. Zakladni afinity.
Involuce.

6.1 Zakladni afinity

1 imi i i ZYyVa ity, jejichz v§ Zné vori
,Zakladnimi afinitami® nazyvame afinity, jejichz vSechny samodruzné body tvori
nadrovinu prostoru A,,. Priklady zakladnich afinit jsou ,0sova afinita v As“, ,j0sova
soumérnost v F£5“ nebo ,rovinova soumeérnost v E3“.

Zakladni afinita takova, ze primka spojujici vzor a obraz je rovnobéZzné s nadrovinou
)
samodruznych bodi, se nazyva ,elace®.

Obrazek 25: Osova afinita v roviné, jejiz smér je rovnobézny s jeji osou, jako priklad elace

6.2 Osova afinita v roviné

Osova afinita je urcena osou o, smérem s a charakteristikou k. Smér a charakteristika
jsou vétsinou zadéany dvojici sobé odpovidajicich bodi A, A’, viz Obr. 24l
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Obrazek 26: Urceni osové afinity; AA'||S, k = (A'AA;)
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PRIKLAD 6.1. V osové afinité urcené osou o a dvojici sobé odpovidajicich bodd
A, A" zobrazte bod X a pFimku p.

Reseni: Viz Obr.21.

Obrazek 27: Osova afinita v roviné, feseni prikladu

Pfi urceni obrazu bodu a primky vyuZijeme nasledujici vlastnosti osové afinity:

(1) P¥imka spojujici sobé odpovidajici body je rovnobézné se smérem afinity.

(2) Sobé odpovidajici pfimky se protinaji na ose afinity.

(3) Incidence se zachovava, tj. lezi-li bod A na pfimce p (A € p), lezi jeho obraz A’
na obrazu p’ piimky p (A" € p').

(4) Osa afinity a pfimky rovnobézné se smérem afinity jsou samodruznymi piim-

kami.

Postupujeme tak, ze sestrojime primku p = jU() a urcime jeji prusecik I s osou afinity
o. Z vlastnosti (2) vyplyva, Ze pfimka p’, kterad je obrazem piimky p, také prochézi
bodem [. 7 vlastnosti (3) pak plyne, ze p’ prochazi rovnéz bodem A’. Sestrojime
tedy pifimku p’ = A’[. Obraz bodu X, bod X', pak ur¢ime podle vlastnosti (1) jako

prisecik p’ s pfimkou jdouci bodem X rovnobézné s AA’.

Charakteristika osové afinity

Charakteristikou osové aﬁnity@ k rozumime délici pomér

(A'AAY) = &,

—
10Charakteristiku ptifazujeme kazdé zakladni afinité, ktera neni elaci. Plati = (X’ X X1), kde X; je prisecik X X’
s nadrovinou samodruznych bodd uvazované zakladni afinity.
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kde body A, A’ jsou ve vztahu ,vzor a obraz“ a bod A; je prusecik primky AA" s
osou afinity o, viz Obr.27. Jak vyplyva mimo jiné z véty [, charakteristika osové
afinity je rovna jejimu modulu, proto se xk nazyva také modul osové afinity.

Poznamka. Osovd soumérnost v roviné je zvlastnim pripadem osové afinity, jejiz

smér § je kolmy na osu o (§.Lo) a jejiz charakteristika x je rovna —1 (k = —1), viz
Obr. 2§
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Obrazek 28: Osova soumérnost jako osova afinita

PRIKLAD 6.2. Je ddna piimka o, trojihelnik ABC' a dvojice bodii X, X'. Sestrojte

obraz A'B'C" trojuhelnika ABC v 0sov€ afinité s osou o, v niZ je obrazem bodu X
bod X'.

Obrazek 29: Obraz trojuhelniku ABC' v osové afinité dle zadani ptikladu

Véta 7. Rovnobézné primky al|b se v 0sové afinité zobrazi opét na rovnobézné primky
a'||b’.

Diikaz. Dtikaz provedeme sporem. Predpokladame, ze obrazy rovnobéznych primek
jsou rtiznobézky. Dostaneme se do sporu s definici charakteristiky afinity. [l
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Véta 8. Deélici pomér se v 0sové afinité zachovdvd, tj. (ABC) = (A'B'C").
Dusledky véty [

1) Stted usecky se zobrazi zase na stied tsecky.

2) Zachovava se usporadani bodi na pfimce.

PRIKLAD 6.3. Je ddna piimka o a trojuhelnik ABC. Sestrojte obraz A'B'C’ troj-
thelnika ABC v takové osové afinité s osou o, aby byl trojiuhelnik A'B'C" rovno-
strannyg.

(Postup konstrukce viz http: // tube. geogebra. org/student/mni2IYHIc|)

Obrazek 30: Rovnostranny trojuhelnik A’B’C” jako obraz trojihelniku ABC' v osové afinité
Rovnice osové afinity s osou v souradnicové ose x

Odvodime si rovnice osové afinity f : X[x,y] — X'[2/,y/], ktera je dérﬂ)sou 0 :
y = 0 a dvojici bodt Ala,b] a A'[d’,V]. Pro prusecik Ajlai, bi] pfimky AA’ s osou
o (tj. s osou x) potom plati (A’AA;) = &, viz Obr. BIl Vyuzijeme nasledujici dvé
skutecnosti: (1) X'X X7 = &, (2) X € o.

ad (1) X'X X, = &
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Plati X’ = (1 — k) X3+ xX. Po dosazeni souradnic bodu X |z, y|, X'[2', v'], Xi[z1, y1]
dostaneme rovnice

"= (1 - K)x1 + KT, (66)
"= (1-K)y + Ky

T
Y
ad(2) Xy €0
Plati X; = X + k(A" — A); k € R. Po dosazeni souradnic X[z, y|, Xi[x1,0], Ala,b],
A'ld’, b'] dostaneme rovnice

vy =x+ k(d —a),

i =y+ k(O —0).

a —a
Protoze y; = 0 dostavame k£ = — m Y ; nasledné r1 =z —y T Po dosazeni za
x1 a y; do rovnic [67] dostaneme rovnice uvazované osové afinity:
a —a

S XXy

— A/

Obrazek 31: Osova afinita s osou o:y =0

Z rovnic (67) je zfejmé, Ze matice uvazované osové afinity je A = 1 (k=1 v —b

a modul této afinity je potom det A = Al

HTato rovnost charakteristiky osové afinity a jejtho modulu je na piikladu zobrazeni trojihelniku zndzornéna v Ge-
oGebra apletu https://www.geogebra.org/m/NfpQdnsH

04


https://www.geogebra.org/m/NfpQdnsH

Véta 9. Necht P je obsah trojuhelnika ABC a P’ obsah jeho obrazu A’B'C" v osové
afinité s charakteristikou k. Potom P’ = |k| - P.

Drukaz. Dokazte nejprve pro specialni pripad, kdy je jedna strana trojuhelniku rovno-
bézna se smérem afinity, viz Obr. 32 Potom vyuzijte k diikazu vztahu pro libovolny
trojuhelnik. O

Obrazek 32: Vypocitejte pomér obsahu trojuhelnika A’'B'C" a ABC
Z vyse uvedenych vét [, [§, @ plyne, Ze osova afinita ma nasledujici invarianty:.
Invarianty osové afinity
(1) Rovnobéznost primek.
(2) Délici pomeér.
(3) Pomér obsahu obrazct.

Zakladni afinita jako involuce

,Involutorni zobrazeni“, téz ,involuce“, je kazdé zobrazeni afinniho bodového pro-
storu na sebe, které neni identitou, ale slozeno samo se sebou je identité rovno.

Zakladni afinita je involuci tehdy, kdyz neni elaci a jeji charakteristika je rovna —1.

6.3 Cviceni — Osova afinita

1. Pomoci vysledku Prikladu dokazte tvrzeni: TezZnice trojuhelnika se protinaji
v jednom bodée, ktery je déli v pomeru 1 : 2.

2. Dokazte Vétu [l
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