19 Pappova véta a jeji dusledky

Pappos z Alexandrie (7290-7350), fecky matematik a astronom. Pod oznacenim
,Pappova véta“ je uvadéno vice veét. Proto je treba uvést, o jaké z téchto vét hovo-
fime. Zde se budeme vénovat Pappove véte o invarianct dvojpomeru pri promitant.
Prestoze je dvojpomér invariantni vii¢i rovnobéznému i stfedovému promitani, ome-
zime se zde pouze na stiedové promitani. Viic¢i rovnobéznému promitani je invari-
antni i délici pomér. Pozdéji uvedeme jesté Pappovu vétu o sestivuhelniku.

19.1 Stredové promitani

Stredové promitani patii mezi zobrazeni zvana kolineace. Kolineace je nejobecnéjsim
moznym zobrazenim, které zachovava linearitu geometrickych atvart, [1J.

Existuji rtizné druhy kolineaci. Zanedlouho se budeme zabyvat \stredovou kolineact,
znamou napf. z kurzi deskriptivni geometrie.

Uvazujeme stiedové promitani v prostoru E» nebo v prostoru Ej. Nejprve si probe-
reme podobu stfedovych primétht zakladnich utvara pri sttedovém promitani pro-
storu Es5 do roviny 7 se stfedem S (S & 7).

Zobrazeni bodu

Viz Obr. R7 Vlastni bod se zobrazi opét na vlastni bod (A — A’), nebo, pokud lezi
v rovin€ p prochazejici sttedem S rovnobézné s priiométnou 7, zobrazi se na nevlastni
bod (B — B!). Nevlastni bod (tj. smér pfimky v E3) se zobrazi na vlastni bod,
tzv. ubézinik (Uyx, — U’), nebo, pokud pfimka lezi v roviné p prochézejici stredem S
rovnobézné s prumétnou 7, zobrazi se sdm na sebe, tj. opét na nevlastni bod.

Obrézek 87: Stiedové priiméty bodu v Ej.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Pappus_of_Alexandria
https://www.youtube.com/watch?v=JJbh0iJ1Agc
https://en.wikipedia.org/wiki/Pappus%27s_hexagon_theorem
https://www.geogebra.org/student/mBBx8KxM0
https://www.geogebra.org/student/mkk5RBbXs

Zobrazeni primky

Viz Obr. B8 Piimka se zobrazi opét na piimku (¢ — d/, bod P je samodruzny,
nazyvame ho stopnik dané ptimky), nebo, pokud je pfimkou promitaci, tj. prochazi
stfedem S, zobrazi se na bod (¢ — @'). Pfimka lezici v roviné p prochazejici sttedem
S rovnobézné s priumétnou 7 se potom zobrazi na nevlastni primku roviny 7 (v —
Us) S&m na sebe, tj. opét na nevlastni bod.

Ui

Obrézek 88: Stiedové priméty primky v Fs.

Zajimava je otazka, jak vypadaji stredové priméty dvou rovnobézek. Jak dokumen-
tuje Obr. B9, stfedovymi priméty dvou rovnobézek jsou obecné dvé rtznobézky
(@ — a,b = bia || byd } V), jejichz spoleénym bodem je ubéznik (bod U’ na
Obr. RY)), obraz nevlastniho bodu (sméru) téchto rovnobézek.
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Obrazek 89: Stiedové priiméty rovnobézek v Es nejsou rovnobézné.

Zobrazeni usecky
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Poznamenejme pouze, ze obrazem tsecky ve stfedovém promitani nemusi byt tsecka.
Jak vidime na Obr. @0, tsecka AB v obecné poloze se zobrazi na tsecku A’'B’, za-
timco usecka DC', ktera je kolma k primétné 7 a jejiz jeden krajni bod D lezi v
roviné p prochazejici stfedem S rovnobézné s primétnou 7, se zobrazuje na polo-
priimku s poc¢atecnim bodem D', jejiz smér je dle orientace uvedené na obrazku urcen
nevlastnim obrazem D, bodu D.
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Obrazek 90: Stfedové priméty bodu v Ej.
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Zobrazeni roviny

Viz Obr. @1 Pokud je rovina promitaci, tj. prochazi bodem S, je jejim stfedovym
priumétem piimka, jeji stopa (¢ — p¥). V obecném piipadé je pak stfedovym pri-
métem roviny celd primétna m (o — 7). Prisec¢nici roviny s pramétnou nazyvame
stopou roviny (pfimky p® a p¥ na obrazku). Nevlastni pfimka roviny se promita do
tzv. ubéZnice. Ub&Znici rovniny o je pfimka /.

Obrazek 91: Stiedové priiméty roviny v Es.

151



19.2 Pappova véta o invarianci dvojpoméru

Véta 70 (Pappova véta o invarianci dvojpoméru). Jestlize jsou A’, B',C', D' rov-
nobezné nebo stredove pruméty ctyr navzajem ruznych bodi A, B, C, D primky p na
primku p' # p, potom (A'B'C'D") = (ABCD).

Diikaz. Jak bylo jiz feCeno, omezime se pouze na stfedové promitani. Diikaz invari-
ance dvojpomeéru vici rovnobéznému promitani prenechavame laskavému ctenéari.
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Obrazek 92: Pappova véta.

Dikaz naznac¢ime pro konfiguraci bodu A, B, C, D dle Obr. @2l Diskusi obecné plat-
nosti prenechame ¢tenari pro samostatnou praci.

Nebudeme dokazovat piimo rovnost (ABCD) = (A'B'C’'D"). Dokézeme, ze hodnota
dvojpoméru ¢ty bodl na pfimce p, resp. p’, zdvisi pouze na uhlech, které sviraji
primky spojujici tyto body se stfedem S (thly a, 5,,0 na Obr. @2). Protoze tak
nezavisi na umisténi primky p, je pti zachovani velikosti uvedenych uhlt pro vsechny
jejil polohy tento dvojpomér stejny.

Pro dvojpomér (ABC D) plati

(ABC)
ABCD) = ——= 1
kde uvedené délici poméry muzeme vzhledem k Obr. @2 zapsat takto
|AC| |AD|
ABC) = —— ABD) = ——. 110

Nyni provedeme ekvivalentni tpravy téchto rovnosti (II0) tak, aby se v nich ,obje-
vily“ vztahy pro vypocet obsahti vybranych trojuhelnik, které tvoii body A, B, C, D, S
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na Obr. 02 (konkrétné se jednd o AACS, ABCS,ABDS a ACDS):

_AC] _ 31 ACv _ Sascs
|BC| %‘Bchj SrBcs

_|AD] _ 3| ADw _ 5aADS
|BD| %‘BD‘U SABDS
(111)
kde v je spole¢na vyska téchto trojihelniki, tj. kolmé vzdalenost bodu S od ptfimky
.

Nyni vyjadiime kazdy z uvedenych obsahii trojuhelniki za pouziti jinych zakladen

(ABC) (ABD)

a vysek
1 , 1 :
SrAcs = §|ASHSC| sina, Sapes = §\BSHSC| sin f3, (112)

1 , 1 :
SaADs = §\ASHSD| siny, Sapps = §|BSHSD| sin 6. (113)
a dosadime do vztaht (I1T))
1| AS||SC| sina _ |AS|sina

Saacs
ABC) = - - , 114
( ) SABCS %\BSHSC’|Sin6 |BS|sin (114)
LIAS||SD|si i
(ABD) SAADS _ 3\ | |SI.TW _ |AS|31'H’Y’ (115)
Sapps  3|BS||SD|sind  |BS|sind
zjednodusené tvary pak do (I16)
|AS|sin a
_ |BS|sinp
(ABCD) = TASTsinn (116)
|BS|sin g
abychom po zjednoduseni dostali vztah
sin « sin ¢
ABCD)= —— 11
(ABCD) sin 3 sin~y’ (117)

ze kterého vyplyva nezavislost hodnoty dvojpoméru (ABCD) na volbé ptimky p.
Je tedy
(ABCD) = (A'B'C'D)). (118)

[l

Pappovu vétu mtzeme formulovat i jednodussim zptisobem.
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Véta 71 (Pappova véta o invarianci dvojpoméru II). Dvojpomér se promitanim
nement.

Poznamka. Pappova véta o invarianci dvojpomeéru plati i v pripadé, Ze je jeden z
uvazovanych bodu nevlastni. Napfiklad pro D, (viz Obr. @3)) plati
(ABCDy) = (ABC). (119)

Postup diikazu tohoto vztahu je analogicky s diikazem véty [70. Jak ukazuje Obr. @3],
body A, B,C, Dy, kde D, je nevlastni, lezi na pfimce p. Je vSak tfeba mit na
paméti, Ze pro jinou piimku, napt. p’ dle Obr. @3], mohou byt vSechny ¢tyii body
A, B',C', D' vlastni.

Obrazek 93: Pappova véta pro nevlastni bod.

Skutecnost uvedenou v posledni poznamce mizeme vyhodné vyuzit pfi feseni na-
sledujiciho prikladu.
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PRIKLAD 19.1. Na primce p jsou ddny t7i rizné body A, B,C. Sestrojte bod D
tak, aby (ABCD) = p, kde p je dané cislo.

Regend: Viz Obr. @4l Vyjdeme z toho, Ze plati (ABCD) = (A'B'C'D! ) = (A'B'C").
Nejprve sestrojime (libovolnou) ptimku p’ prochazejici bodem C' = C’, na ni potom
zvolime body A’, B’ tak, aby platilo (A’B'C") = . Jako prusecik ptimek AA’, BB’
dostaneme stied S, kterym vedeme rovnobézku s p’. Jejim prusecikem s p je hledany
bod D.

Obrazek 94: Konstrukce daného dvojpomeéru.

Dvojpomeér ¢tyi primek

Z vyse uvedeného dikazu Pappovy véty (Véty [[0) vyplyva, Ze pravdivost jejiho
tvrzeni zavisi pouze na zachovani velikosti thlti mezi promitacimi pfimkami a, b, ¢, d,
viz Obr. @2 Misto dvojpoméru ¢tverice bodu A, B, C, D lezicich na jedné primce
p tak muzeme klidné uvazovat dvojpomeér ctverice primek a, b, c,d prochazejicich
jednim bodem S, viz Obr. @3 Zaménili jsme tedy body za piimky a piimky za
body, a dostali jsme opét smysluplny vztah. To je projevem tzv. principu duality
v projektivni roviné, kterému se vénujeme v nasledujici kapitole [19.3]

Pro dvojpomeér ¢tyt primek a, b, ¢, d z Obr. @2 a @7 zrejmé plati

sin «v sin 0

(abed) = (ABCD) = (120)

sin Bsin~y’
PRIKLAD 19.2. Urcete hodnotu (abxy), jsou-li a,b dvé riznobéiné primky a .y
osy soumeérnosti uhli, ktere primky a,b sviraji.

Resend: Viz Obr. @6l Je ziejmé, Ze plati (abxy) = —1.

Analogicky s dvojpomérem ¢tyt primek zavedeme dvojpomér ¢tyt nevlastnich bodu

a dvojpomér ¢tyr rovin.
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Obrazek 96: Dvojpomér dvou rtiznobézek a os jejich thlu.

Dvojpomeér ¢tyr nevlastnich bodua

(AswBooCoo D) = (abcd).

Dvojpomér ¢ctyr rovin

(afy9) = (abed).
Viz Obr. @7

19.3 Princip duality v projektivni roviné

Z kazdé véty v rovinné projektivni geometrii dostaneme novou spravnou vétu, kdyz v
ni prislusné pojmy nahradime pojmy s nimi dualnimi, naptiklad slovo ,,bod“ nahra-
dime slovem ,,primka‘“ a slovo ,,pfimka‘“ nahradime slovem ,bod“, pricemz incidenci

156



Obrazek 97: Dvojpomér ¢tyf rovin.

zachovame. Kompletni pfehled vzajemné dudlnich pojmt a tvrzeni nabizi nasledu-
jici tabulka [l Vzajemnymi zaménami uvedenych pojmt vznikaji dvojice ,navzajem
dualnich vét®.

bod primka

lezi na prochazi

primka spojujici dva body prusecik dvou ptrimek
primky prochézejici jednim bodem body lezici na jedné primce
¢tyfroh CtyTstran

pdl poléara

mnozina bodl dané vlastnosti obalka

tecna bod dotyku

Tabulka 1: Vzajemné dudlni pojmy, [2]

Ukazka dvojice navzajem dualnich vét:

Véta 1: Dvéma riiznymi body prochazi jedind primka.

Véta 2: Dvé rizné primky se protinaji v jediném bodé.

Poznamka. Dualizovat nelze vzdalenost a tihel.
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19.4 Princip duality v praxi

Uplatnéni principu duality ilustruji také dvé néasledujici vzajemné dualni definice —
definice tplného ¢tyfrohu (viz Obr. @8)) a definice Gplného ¢tyfstranu.

Definice 33 (Uplny ¢tyiroh). Skupina ¢tyr bodi A, B, C, D v roviné, z nichZ Zddné
tri nelezi v jedné primce, se nazyva uplny ¢tyrroh A, B, C, D. Body A,B,C, D
se nazyvaji jeho vrcholy. Sest primek, z nich? kazdd je incidentni se dvéma z
téchto vrcholu, nazyvame stranami upineho ctyrrohu A, B,C,D. Tyto strany se
protinaji jesté v dalsich trech bodech P, (), R, jimZz rikame diagonalni vrcholy ipl-
ného ctyrrohu; trojuhelnik jimi urceny se nazyvd diagonalni trojuahelnik a jeho
strany diagonalnimi stranami dpiného ctyrrohu A, B,C, D.

Definice 34 (Uplny étyistran). Skupina ctyr primek a, b, c, d v roving, z nich# Zddné
tri neprochazeji tymz bodem, se nazyvd uplny étyrstran a, b, ¢, d. Primky a,b, c, d
se nazyjvaji jeho strany. Sest bodi, z nich? kaZdy je incidentni se dvéma z téchto
stran, nazyvame vrcholy uplného ctyrstranu a,b, c,d. Tyto vrcholy lze spojit jeste
dalsimi tremi primkami p,q,r, jimzZ rikame diagonalni strany; trojuhelnik jimi
urceny se nazyva diagonalni trojuahelnik a jeho vrcholy pak diagonalnimi vr-
choly uplného ctyrstranu a,b,c,d.

Véta 72. Na kazZdé strané uplného ctyrrohu tvori oba jeho wvrcholy (viz Obr. [98,
body A, B) a pdr bodi, z nichZ jeden je diagondlni vrchol a druhy je incidentni s
jeho protéjsi diagondlni stranou (viz Obr.[98, body P', P"), dvé dvojice bodi, jez se
navzajem oddélujr harmonicky.

Dikaz. Uvazujme nejprve stiedové promitani se stiedem R, potom se stbedem ().
Dostaneme

(DCPP")y = (ABPP"), (DCPP")=(BAPP'), (121)
odkud plyne
AN N 1
(ABPP') = (BAPP') = (ABPDY) (122)
tj.
(ABPP')? =1. (123)

Protoze body P a P’ jsou oddéleny bodem B, musi byt dvojpomér (ABPP') za-
porny. Vysledkem odmocnéni (I23)) je tedy rovnost

(ABPP') = —1. (124)

Tim je véta dokazana. [l

Véta [[2 nam dovoluje konstruovat harmonickou c¢tverici jednoduse pomoci tplného
¢tyfrohu, jak jsme uvedli jiz na str. 147
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Obrazek 98: Uplny ¢tyiroh.

19.5 Cviceni — Pappova véta a princip duality

1. K vété [[2 vyslovte vétu dualni a tu dokazte.

2. Dvé prot€jsi strany aplného ¢tyfrohu jsou harmonicky sdruzeny vzhledem k pii-
slusnym diagonalnim strandm. Dokazte.

3. Ke konstrukci harmonické ¢tverice bodu (doplnit D, zndme-1i A, B, C') vymyslete
konstrukci dudalni, tj. konstrukci harmonické ¢tvetice primek.
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