4 Podobna zobrazeni

4.1 Podobné zobrazeni

Definice 16. Zobrazeni f euklidovského prostoru E do euklidovského prostoru E'
se nazyvd podobné zobrazeni, jestlize existuje kladné redlné cislo k tak, Ze pro
kazdé dva body X,Y prostoru E plati:

[F(X)f(Y)] = k[XY]. (8)

Cislo k se nazjvd koeficient podobného zobrazeni f.

Poznamka. Podobnosti s koeficientem k # 1 nazyvame vlastni podobnosti.

PRIKLAD 4.1. Napiste rovnice pro zobrazeni v roviné, které kazdy tvar otoct
kolem pocdtku o uhel o a dvakrdt zvetsi, viz Obr. [18.

Obrazek 18: Podobné zobrazeni v roviné

Veéta 24. Kazde podobné zobrazeni euklidovského prostoru E do euklidovského pro-

storu E' lze sloZit ze stejnolehlosti prostoru F a shodného zobrazeni E do
E'.

Véta 25. Kazde podobné zobrazeni je afinni.

Protoze podobnéa zobrazeni jsou afinnimi zobrazenimi, plati pro né také véta o ur-
¢enosti. Samoziejmé v podobé, ktera koresponduje s definici podobného zobrazeni.

Véta 26 (O urcenosti podobného zobrazeni). Necht jsou Py, Py, ..., P, linedrné ne-
zavislé body n-rozmeérného euklidovského prostoru E, a P}, Py, ..., P! body euklidov-
ského prostoru E'. Afinni zobrazeni prostoru E, do prostoru E’', které zobrazuje bod
P, na bod P! proi=0,1,...,n je pravé tehdy podobné, existuje-li ¢islo k > 0 tak, Ze
pro vsechny dvojice i,j = 0,1,...,n plati | P/ Pj| = k|P;P;|.

Poznamka. Body prohlasime ze linedrné nezavislé tehdy, kdyz jimi uréené vektory
jsou linearné nezavislé.

26



PRIKLAD 4.2. Formulujte ,vétu o urcenosti podobného zobrazeni“ pro rovinu, tj.
eukleidovsky prostor Es.

PRIKLAD 4.3. V euklidovské roviné je ddn ctverec ABCD se stiedem S. Existuje
prave jedno podobné zobrazeni roviny ctverce do sebe, pri kterém se body A, B, S
zobrazi po Tadé na body D, B, C. RozloZte toto podobné zobrazeni na stejnolehlost a
shodné zobrazent.

PRIKLAD 4.4. Ukaste, Ze kazdé dvé paraboly jsou podobné, tzn. Ze existuje po-
dobné zobrazent roviny jednée paraboly na rovinu druhé paraboly, pri kterém se jedna
parabola zobrazi na druhou.

Veéta 27. Kazdda ,vlastni podobnost® ma prave jeden samodruzny bod.

Diikaz. Nejprve dokazeme, ze vlastni podobnost (tj. podobnost s koeficientem & €
R* — {1}) nemtize mit vice nez jeden samodruzny bod, potom dokazeme, ze musi
mit aspon jeden. Tak nam vyjde, ze musi mit pravé jeden.

(i) Skutecnost, ze vlastni podobnost nemutze mit vice nez jeden samodruzny bod
dokazeme sporem. Necht m4 vlastni podobnost f nejméné dva samodruzné body K
al; KL K =KL 1= L. Potom |K'L'| = |KL|, coz je ve sporu s definici
vlastni podobnosti (), kde & # 1. Vlastni podobnost tedy nemutze mit vice nez
jeden samodruzny bod.

(ii) Nyni dokéZeme, ze vlastni podobnost musi mit aspori jeden samodruzny bod.
Uvazujme podobnost f s rovnici X’ = A- X + B, kde AT - A = k%I. Jeji samodruzné
body jsou potom fesenim soustavy linearnich rovnic odpovidajici maticové rovnici
(I —A)- X = —B. Kli¢ova pro nas diukaz je skutecnost, ze determinant matice
této soustavy je pro vlastni podobnost rizny od nuly, |[I — A| # 0. Pokud by byl
roven nule, tj. pokud by platila rovnost |/ — A| = 0, znamenalo by to, Ze fesenim
charakteristické rovnice |\ — A| = 0 (viz str. ??) homomorfismu ¢ asociovaného s f
je vlastni ¢islo A = 1. Kdyby tomu tak bylo, existoval by (vlastni) vektor @ = @ — P,
pro jehoz obraz ¢(u) = f(Q)— f(P) plati (@) = u. Protoze se zobrazi sdim na sebe,
neméni se jeho velikost, tj. |f(P)f(Q)| = |PQ|, coz je ve sporu s definici vlastni
podobnosti (8)), kde & # 1. Determinant |/ — A| tedy nemtze byt roven nule, soustava
(I — A) - X = —B je proto regularni a ma pravé jedno feSeni. ]
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