9 Shodnosti v roviné

Definice 18. Zobrazeni v rovine, které kazZdym dvema bodum X,Y pritazuje body
XY tak, ze

XY = |XY]
se nazyvd shodné zobrazeni v roviné (téZ izometrické zobrazend).

Poznamka. Muzeme téz fici, ze shodné zobrazeni zachovava vzdalenost bodi, tj.
pro shodné zobrazeni f: X — f(X) plati:

F(X) (V)] = XY,

Véta 13. Kazde shodné zobrazeni je prosté a afinni.

Dalsi vlastnosti shodnych zobrazeni:

1. Usecka se zobrazi na tisecku.
Poloprimka se zobrazi na poloprimku.
Primka se zobrazi na primku.
Rovnobézky se zobrazi na rovnobézky.

Uhel se zobrazi na thel s nim shodny.

S ol W N

. Polorovina se zobrazi na polorovinu.

PRIKLAD 9.1. V euklidovské roviné Es je zvolena kartézskd soustava souiadnic.
Urcete, pro které hodnoty cisel a, b existuje shodné zobrazeni roviny Eo do sebe,
zobrazujict body [0,0], [2,1], [4,a] po Tadé na body [1,2], [3,1], [5,b]? Je toto shodné
zobrazent urceno jednoznacneé?

Z teseni predchoziho prikladu vyplyva poznatek, ze pro jednoznacné urceni shodnosti
v roviné nesmi byt pfislusné trojice bodi kolinedrni (tj. nesmi lezet v pfimce).

Véta 14 (O urcenosti shodného zobrazeni v roviné 1). Shodné zobrazeni v roviné je
jednoznacne urceno libovolnymi tremi nekolinedrnima body K, L, M a tremi nekoli-
nedrnimi body K', L', M', které jsou po tadé jejich obrazy.

Poznamka. Jiz vime, Ze stejné véta plati pro vSechna afinni zobrazeni v roviné (viz
véta 2 o urdenosti afinniho zobrazeni na str. 29 a véta [B o uréenosti afinity v roviné

na str. @5]).
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9.1 Rovnice shodnosti v roviné

Kazdou afinitu f v roviné mtzeme zapsat soustavou rovnic

f:a2 = anx + any + b

79
Yy = anr + any + by, (79)

kterou prepiseme uzitim matic do tvaru
: — : + 80
d [y’] [a21 a2 Yy ba (80)

a strucné vyjadrime rovnici

f: X'=A-X+B. (81)

Jak pozname, ze afinita (79) je shodnosti?

Je-li tato afinita shodnosti, plati pro vsechny dvojice bodt X [x1, x5, Y[y1, y2] a jejich

obrazy X'[z],xb], Y[y}, v5] vztah |X'Y'| = | XY, z néhoz po dosazeni soufadnic
uvedenych bodi dostaneme
V=22 + (5 — 252 = Vg — 212 + (42— 7). (82)

po umocnéni obou stran na druhou

(v — )% + (h — 25)* = (11 — 21)° + (y2 — 22)°. (83)

Nyni do levé strany (83) dosadime z ([9) (protoze se body X|x1, xs], Y[y1, y2] zob-
razuji v daném potadi na body X'[x], 2], Y[y}, v5], dosazujeme takto: 2| = ay1x1 +
a12T2 + b1, T = a1 + Aga¥a + bo; Yy = anyr + aye + b1, ys = anyr + azys + ba).
Dostaneme rovnost

(a1191 + arays — a1171 — a19%2)* + (a21y1 + a2y — 2171 + agaTs)? (84)

= (1 — 1) + (g2 — 22)°,

kterou postupné upravime na tvar obsahujici vyrazy (y1 — 1) a (y2 — x2). Nejprve
vytkneme spolecné koeficienty

a1 (y1 — ©1) + a1a(y2 — 29)]° + a1 (y1 — 1) + aga(ya — 22)]° (85)
= (y1 — 21)” + (y2 — 12)7,

71



potom umocnime zavorky na levé strané a zjednodusime ji na tvar polynomu s pro-
ménnymi (y1 — x1) a (y2 — 72)

(af) + a3,) (11 — 21)° + 2(ar1a12 + ag1a2:) (1 — 1) (y2 — 2) + (aly + a3y) (y2 — 22)°
= (y1 — 21)* + (2 — 22)*. (86)

Nyni diskutujeme, za jakych podminek je v (88) splnéna rovnost levé strany s pra-
vou stranou (vyuzijeme toho, ze dva polynomy jsou si rovny pro vSechny hodnoty
z prislusného oboru pravé tehdy, kdyz se rovnaji koeficienty u sobé odpovidajicich
¢lentl). Zjistime tak, Ze rovnost |X'Y'| = | XY| nastava pravé tehdy, kdyz jsou pro
prvky matice A (tj. koeficienty soustavy (79)) splnény vztahy

at, +ay =1,

aty + a3 = 1, (87)

apai + azag =0,

které lze strucné vyjadrit rovnosti

[CLH CL21]_[CL11 Cm]:[l 0]‘ (88)

a1z Q22 a21 @22 01
Odpovéd na vyse uvedenou otazku je tedy takovd, Ze rovnice ([9) je rovnici
shodnosti, pravé kdyz plati
AT A=E, (89)

kde E je jednotkova matice, jinak feceno, kdyzZ je matice A ortonormalni.

Poznamky.
1. Plati AT - A = E. Potom je ale AT = A~! a plati tedy i rovnost A - AT = E.
2. Zobrazeni, pro ktera plati | det A| = 1 nazyvame ekviafinni zobrazeni, stru¢né

ekviafinity. Je ziejmé, ze kazda shodnost je ekviafinita. Plati toto tvrzeni i obra-
cené? Mizeme Tici, ze kazda ekviafinita je shodnosti?

3. Je treba si uvédomit, ze pri shodném zobrazeni mezi euklidovskymi prostory
riznych dimenzi neni matice A ¢tvercova. Potom vyse uvedené tvahy o inverzni
matici nemaji smysl a v platnosti ziistava pouze ptivodni podminka A7 - A = E.
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9.2 QOsova soumérnost

Definice 19. Necht je dana pFimka o, kterou nazyjvdme osa soumérnosti. Potom
pro obraz M’ libovolného bodu M této primky o plati M' = M. Ke kaZdému bodu
X, ktery neleZi na pFimce o, sestrojime obraz X' ndsledujicim zpisobem: Bodem
X wvedeme kolmici k na primku o a jeji patu oznacime Xy. Na poloprimce opacné
k poloprimce XoX sestrojime bod X' tak, Ze | X'Xy| = |XXo|. Takto definované
zobrazeni nazjvdme osova soumeérnost s osou o a znacime ho O(o).

Obrazek 34: Definice osové soumérnosti

Poznamky:
1. O bodech X, X' fikame, Ze je to dvojice bodu soumérné sdruzenych podle osy o.
2. Osova soumérnost je prikladem involutorniho zobrazeni (involuce).

PRIKLAD 9.2. Je ddna piimka p a body A, B v téZe poloroviné s hranicni prim-
kou p. Najdéte vsechny body X € p takové, Ze soucet vzddlenosti |AX| + |BX]| je
minimalni.
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Obrazek 35: Vyuziti osové soumérnosti ke geometrickému feseni prikladu
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Véta 15. Osovd soumérnost je shodnée zobrazenit.

Samodruzné body a sméry osové soumeérnosti

Kazda shodnost je unikatni svou kombinaci samodruznych boda a smért. Pozdéji
tuto skutec¢nost vyuzijeme ke klasifikaci shodnosti.

Véta 16 (Alternativni definice osové soumeérnosti). Shodné zobrazent, jehoZ vsechny
samodruzné body vyplni primku o, je soumérnost podle osy o.

Véta 17. Jestlize existuji na primce dva riuzné samodruzné body, pak kazZdy bod této
primky je samodruzny.

Veéta 18. Ma-li shodnost aspon tri nekolinearni samodruzné body, je to identita.

Veéta 19. Ma-li shodnost dva rizne samodruzné body a neni identitou, pak je osovou
S0UMErnosti.

Véta 20. Samodruzné primky osové soumernosti jsou primky kolmé na osu soumeér-
nostu.

Analytické vyjadreni osové soumérnosti O(0) v roviné

PRIKLAD 9.3. Napiste analytické vyjddiens osové soumérnosti s osou v souiad-
nicové ose T (y).

Reseni: Dle obrazku [30] je zfejmé, Ze uvedené osové soumeérnosti maji nize uvedena
analyticka vyjadreni.

X[x,-y]

Obréazek 36: Odvozeni rovnic osové soumeérnosti s osou v souradnicové ose z (y)

Osovd soumeérnost s 0sou x: Osovd soumeérnost s osou y:
P =z v =—x
!/ !/
y ==Yy y =y
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Ne vzdy je ale mozné osu soumeérnosti takto vyhodné umistit do souradnicové osy.
Proto si odvodime rovnice osové soumérnosti s obecné umisténou osou.

Osova soumérnost podle osy o dané rovnici o:ar +by+c=0

XXyl
\

\

Obréazek 37: Odvozeni rovnic osové soumérnosti O(o)

Dle obrazku 37 plati

X' — X =2(Xy— X),
X() — X = k(CL, b)

Z druhé rovnosti vyjadiime xyg = = + ka,yo = y + kb a dosadime je do obecné

rovnice osy o: a(x + ka) + b(y + kb) + ¢ = 0. Odsud potom vyjadiime parametr
ar + by + ¢

a? + b?

, ktery dosadime do rovnice

X' — X =2k(a,b).

Po tpravé a rozepsani po slozkéch dostavame rovnice osové soumérnosti O(o):

2a
’_
r=r- (ax + by + ¢)

20
Y :y—m(ax+by+c)

PRIKLAD 9.4. V eukleidovské roviné je ddna soumérnost podle primky p : 3z —
4y 4+ 1 = 0. Napiste rovnice této soumeérnosti.
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9.3 Otoceni

Definice 20. OtocCeni neboli rotace je zobrazeni urcené stredem S a orientova-
nym uhlem velikosti o, které bodu S prirazuje tyz bod S a libovolnému bodu X # S
pritazuje bod X' tak, Ze | X'S| = |X S| a orientovany uhel X SX' md velikost @. Zob-
razeni znacime R(S, @), bod S se nazyvd stred otoceni a orientovany uhel velikosti
© je uhel otocent.

Obrazek 38: Otoceni R(S, «)

Shodnost, ktera neni ani identitou ani osovou soumérnosti, ma nejvyse jeden samod-
ruzny bod

Véta 21 (Alternativni definice otoceni). Shodnost s pravé jednim samodruznym
bodem S je otocenim; bod S je stred otoceni.

PRIKLAD 9.5. Odvodte analytické vyjadreni otoceni se stiedem v pocdtku sou-
radnicové soustavy o uhel . Potom ukaZzte, Ze toto zobrazeni ma jediny samodruzny
bod - stred otoceni.

Reseni: Postupujeme podle obrazku B3I

Vi — X
I
/o
X
y+ _|_ —_
r
a I
Bl 4 + N
S X' X

Obréazek 39: Otoceni R(|[0, 0], )
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Rovnice otoceni o tthel o kolem pocatku jsou
/ .
T = xcosa — ysina
Yy = xsina + ycos

Veéta 22. SloZzenim dvou osoviych soumérnosti s riznobézZnymi osami vznikne oto-
cent, jehoz stredem je prusecik techto os.

Veéta 23. KazZdé otocent lze slozit ze dvou osoviych soumeérnosti, jejichZ osy jsou
riznobézky prochazejici stredem otocent. Jednu z téchto os lze volit libovolné tak, Ze
prochdzi stredem otoceni. Druha je touto volbou urcena jednoznacneé.

Véta 24. Otoceni se stredem S a thlem velikosti o prevddi primku p v primku p'
ruznobéZnou s p; pritom dva vrcholové dhly, které p a p' tvori, maji velikost o.

Analytické vyjadreni otoCeni (rotace) R(S,«) v roviné

Soufadnice stfedu: S = [sq, $9]

¥ = (r —s1)cosa — (y — s9)sina + s

y = (z — s1)sina + (y — s9) cosa + s9

Po tpravé dostaneme:

¥ =xcosa —ysina + 51 — §1cosa + Sy 8in o

/ . .
Y =TSN+ YCcosSa + S — S1SIN(x — S COS

PRIKLAD 9.6. Afinni zobrazeni euklidovské roviny na sebe zobrazuje vrchol A
trojuhelniku ABC na bod B, bod B na bod C' a bod C na bod A. Muze to byt zobra-
zeni shodné? Jestlize ano, napiste jeho rovnice vzhledem k vhodné zvolené€ kartézske
soustave souradnic.

9.4 Stredova soumérnost

Definice 21. Stfedova soumeérnost se stredem S je shodné zobrazent, které bodu
S pritazuje tyz bod S a libovolnému bodu X # S pritazuje bod X' tak, Ze bod S’ je
stredem usecky X X'. Zobrazeni znacime S(.9).
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Obréazek 40: Stfedova soumérnost S(5)

Poznamka. Stredovou soumérnost muzeme chapat téz jako specialni pripad rotace
R(S,a) pro a =, tj. S(5) = R(S, 7).

Vlastnosti stfedové soumérnosti:

1) Lze ji rozlozit na dvé osové soumérnosti, jejichZ osy jsou navzajem kolmé a pro-
chazeji stredem soumeérnosti S; jedna z os je volitelna.

2) Vznikne slozenim libovolnych dvou osovych soumérnosti, jejichz osy jsou k sobé
kolmé (stied soumérnosti S odpovida pruseciku téchto os).

3) Je jednozna¢né urcena svym stfedem
4) Je to involutorni zobrazeni (téz involuce).
5) Stfedova soumérnost je primd shodnost.

6) Stfedovd soumérnost mé jediny samodruzny bod, stied S, a vSechny sméry sa-
modruzné.

Veéta 25. V soumérnosti podle stredu S je obrazem kazZdé primky primka s ni rov-
nobézna. Primka, kterd prochazi stredem S je samodruznd.

Analytické vyjadreni stfedové soumérnosti S(S) v roviné

Soufadnice stfedu: S = [sq1, $9]

= —x+4 25

/

Yy =—y+2s

Veéta 26. KazZdd shodnost v rovin€ se da slozit z nejvyse tri osovych souméernosti.
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9.5 Posunuti

Definice 22. Orientovanou tuseckou AB je ddn vektor p = 1@ . Posunuti neboli
translace je zobrazend, které kazdému bodu X roviny pFitazuje bod X' tak, Ze plati

ey A o , vl
XX ' =p, tj. X' = X +p. Zobrazeni znacime T (p).

Ol

Xl

-7 Y'

Obrézek 41: Posunuti 7 (p)

Poznamka. Posunuti (translaci) mizeme definovat téz jako shodnost, ktera vznikne
slozenim dvou osovych soumeérnosti s rovnobéznymi a riznymi osami. Smér posu-
nuti je potom kolmy na smér téchto os a jeho velikost je rovna dvojnasobku jejich
vzdalenosti.

Veéta 27. KaZdou translact lze slozZit ze dvou osovych soumérnosti s rovnobezZnyma
osami z nichZ jednu lze volit libovolné, kolmo na smer translace a druha je touto
volbou urcena jednoznacné.

Véta 28. Posunuti (translace) nemda Zadny samodruzny bod a zobrazuje primku do
primky s ni rovnobézné (tj. md vsechny smeéry samodruzné).

Véta 29. Necht X' je obraz libovolného (proménného) bodu X v dané translaci
T. Pak vsechny primky X X' jsou navzdjem rovnobéiné a vsechny tsecky X X' jsou
navzdajem shodne.

Analytické vyjadieni posunuti T(p) v roviné

Rovnice posunuti 7 (p), kde p'= (p1, p2):
o' =1x+p
Y =y+p
PRIKLAD 9.7. Jaké zobrazeni muze byt vysledkem skldddani dvou posunuti?
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9.6 Posunuté zrcadleni

PRIKLAD 9.8. Je ddna primka p a dva body A, B v téZe poloroviné s hranicni
primkou p. Na primce p sestrojte usecku XY délky d tak, aby soucet |AX|+ | XY |+
'Y B| byl co nejmendi.

Vime, ze kazda shodnost v roviné se da slozit z nejvyse tfi osovych soumérnosti.
V pripadech jedné a dvou osovych soumeérnosti uz mame jasno - slozenim jedné osové
soumeérnosti miize vzniknout samoziejmé jenom tato soumeérnost, slozenim dvou
osovych soumérnosti pak lze vytvorit otoceni (rtiznobézné osy), stifedovou somérnost
(kolmé osy), posunuti (rovnobézné osy) a identitu (dvé totozné osy). Kazdé z téchto
zobrazeni je zaroven unikatni svou skladbou samodruznych bodt a smeért

— osova soumeérnost ma primku samodruznych bodii a dva na sebe kolmé samodruzné
SIETy,

— otoceni ma jediny samodruzny bod a zadny samodruzny smér,

— stfedova soumeérnost méa jediny samodruzny bod a vSechny sméry samodruzné,

— identita méa vSechny body i sméry samodruzné.

Pokud existuje néjaké dalsi shodné zobrazeni, nemtze mit zadny samodruzny bod
(jinak by to bylo otoceni, stfedova soumeérnost, osovd soumérnost nebo identita).
Nasim ukolem je proto vysetfit, zda existuje shodné zobrazeni bez samodruz-
nych bodi, které vznikne slozenim tii osovych soumeérnosti.

Ukaze se, ze takové zobrazeni skuteéné existuje. Nazveme ho posunuté zrcadleni (téz
posunutd Soumernost).

Definice 23. Je ddna primka o. Zobrazeni sloZené z posunuti ve sméru primky o a
0s0v€ soumeérnosti podle osy o se nazyvd posunuté zrcadlent (té€Z posunutd soumer-
nost).

X
+
p
. -
X, X'
+ +

Obrazek 42: Posunuté zrcadleni Z : X — X’
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Veéta 30. Posunuté zrcadlent se da sloZit z osové a stredove soumérnosti, pricemz
stred stredove soumérnosti nelezi na ose 0soveé soumernosti.

Véta 31. Posunuté zrcadleni nemd samodruzné body.

PRIKLAD 9.9. Necht AB, A'B’' jsou riznobéiné a shodné usecky. Dokazte, Ze

existuje posunuté zrcadleni nebo osovd soumeérnost, které prevadeéeji body A, B po
radé v body A', B'.

Reseni:

Obrazek 43: Posunuté zrcadleni Z : AB — A'B’

Analytické vyjadreni posunutého zrcadleni

- y
X=[x]
° ‘ 0 ‘ X
-4 -2 0 2
5 - (p17 0)
Xq=Xq.¥4] X=[X,y'1=[x+p4,-y]

Obrazek 44: Posunuté zrcadleni Z : X — X’

Posunuté zrcadleni dané osou soumérnosti v ose = a vektorem posunuti g = (p1,0)

(viz Obr. [44)

Z: 2 =x+p,

/

y =y
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9.7 Shodnosti v roviné — Cvideni
Cviceni — Osova soumérnost

4. Napiste rovnice soumérnosti podle primky o: 2z — 3y + 1 = 0.
5. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dan obvod o = 12c¢m a thly a = 60°, § = 45°.
6. Dokazte Vivianiho vétu.

Véta 32 (Vivianiho véta). V rovnostranném trojuhelniku je hodnota souctu vzddle-
nosti libovolného bodu od stran trojuhelniku konstantni, nezdvisla na poloze bodu.

7. Jsou dany dvé ruznobézky p, ¢ a bod A mimo né. Najdéte body B € p, C € ¢
tak, aby obvod trojuhelniku ABC' byl minimalni.

8. Reste Fagnantiv problém: ,Danému ostrouhlému trojthelniku vepiste troji-
helnik o0 nejmensim obvodu.*

9. Sestrojte konvexni ¢tyrihelnik ABCD se stranami dané velikosti, je-li — AC
osou vnitiniho thlu pfi vrcholu A.

10. Sestrojte ¢tverec ABC D, je-li dano a + e = 10cm.
11. Sestrojte obdélnik ABCD, je-li dano e = 7em, a — b = 1em.

12. Sestrojte lichobéznik ABC'D (AB|CD), je-li ddano b = 3cm, ¢ = 2.5cm, d =
2.6cm, a — [ = 20°.

13. Mascheroniova konstrukce. Je dana kruznice k(S;7); déle je dana dvéma
body A, B (body nelezi na kruznici) jeji se¢na p, kterd neprochazi stfedem S.
Sestrojte priseciky piimky p s kruznici k, aniz pritom pouzijete pravitka.

14. Dokazte, ze body soumérné sdruzené s prisecikem vysek podle stran trojuhel-
nika, lezi na kruznici trojuhelniku opsané.

15. Dokazte nasledujici vétu

Véta 33. V kazZdem trojuhelniku déli osa libovolného vnitrniho uhlu protéjsi stranu
v poméru stran prilehlych.

16. Napiste rovnice osové soumérnosti, zobrazujici pocatek na bod [1, 5].

17. Je déna ptimka p a dvé kruznice ki, ko oddélené primkou p. Sestrojte rovno-
stranny trojuhelnik tak, aby na kazdé z kruznic kq, ky byl jeden vrchol a jedna z
vysek lezela na primce p.
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18. Jsou dany tii rtizné primky p1, po, p3, prochazejici bodem S; na primce p; je dan
bod A # S. Sestrojte trojuhelnik ABC, jehoz osy vnitinich hl lezi v ptimkach py,
D2, P3-

19. Jsou dany tii piimky o1, 09, 03 prochéazejici bodem O. Na 0, dan bod A;. Se-
strojte AABC' tak, aby 01, 02, 03 byly osami jeho stran a bod A; stfedem strany
BC.

20. Jsou dany body X, Y a primka p, kterd je oddéluje. Sestrojte rovnoramenny
trojuhelnik ABC, jehoz hlavnim vrcholem je bod C', osou soumérnosti primka p a

jehoz ramena maji danou velikost a. Pfimka AC necht prochézi bodem X a pfimka
BC bodem Y.

21. Je dana primka p a body A, B, lezici ve stejné poloroviné s hrani¢ni primkou p.
Sestrojte bod X € p tak, aby |LZAXp| = 2|£ZBXp|.

22. Jsou dany body A, B, C' a primka p kolma k pfimce AB tak, Ze prochazi bodem
C a body A, B lezi v téze poloroviné urcené primkou p. Sestrojte na piimce p takovy
bod X, aby z ného byla vidét tisecka AB pod stejnym thlem jako tsecka BC.

23. Obrazy stfedu S kruznice opsané trojuhelniku ABC v osovych soumérnostech
podle ptimek BC, AC, AB jsou vrcholy trojuhelniku A, B1C. Dokazte, ze je tento
trojuhelnik shodny s trojihelnikem ABC.

Otoceni

24. Jsou dany dvé shodné usecky AB, C'D. Urcete otoceeni, které zobrazi A na C
a BnalD. [2]

25. Je déna kruznice k(S;r) abod P # S. Bodem P vedte pfimku, na které kruznice
vytinad usecku dané velikosti d.

26. Jsou dany rtzné rovnobézné piimky a,b,c a bod A, ktery lezi na primce a.
Sestrojte vSechny rovnostranné trojuhelniky ABC, jejichz vrcholy B, C' lezi po fadé
na primkach b, c.

27. Je dana kruznice k(S;3cm) a bod A (|SA| = 1.5em). Sestrojte vsechny tétivy
XY kruznice k o délce 5.5¢m, které prochéazeji bodem A.

28. Je dana kruznice k(S;r), bod B a usecka délky d (d < 2r). Sestrojte tétivu XY
kruznice k délky d tak, aby byla vidét z bodu B pod thlem 60°.

Otoceni - Ulohy na doméci pfipravu
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29. Jsou dany dvé rovnobézné primky a, b a mimo né bod C'. Sestrojte rovnostranny
trojuhelnik ABC tak, aby jeho vrcholy A, B lezely po fadé na ptimkach a, b.

30. Jsou dany kruznice k, pfimka p a bod A lezici vné k. Sestrojte rovnostranny
trojuhelnik s vrcholem v bodé A tak, aby zbyvajici vrcholy lezely na k a na p.

31. Pr1i odvalovani kruznice po pfimce se body soustavy spojené s kruznici pohybuji
po trajektoriich, kterym se rikd cykloidy. RozliSujeme tfi typy cykloid, v zavislosti
na tom, zda bod lezi vné, na nebo uvniti kruznice. Zobrazte tyto ktivky pomoci
programu GeoGebra.

Stredova soumérnost

32. Je dana kruznice k(O;r) a pfimka p, kterd ma od stfedu O vzdalenost v > 0;
dale je dan bod S, ktery lezi uvniti poloroviny pO. Sestrojte tisecku se stfedem .S,
ktera ma krajni body K, P po fadé na kruznici k£ a na primce p.

33. Je dana kruznice k(S,7). Bodem P, ktery lezi vné kruznice k, vedte pfimku p,
kterda protind kruznici v bodech A, B tak, ze A je stfedem tsecky BP.

34. Je dan thel AV B a bod S jeho vnittku. Sestrojte na rameni VA bod X a na
rameni V' B bod Y tak, aby bod S byl stfedem tsecky XY.

35. Je dana tsecka AA; (|[AA;| = bem). Sestrojte vSechny trojuhelniky ABC, pro
které je AA; téznici t, a pro které plati: ¢ = 4ecm, b = Tem.

36. Je dana usecka AA; (JAA;| = 5em). Sestrojte vSechny trojihelniky ABC, pro
které je AA; téznici t, a pro které plati: v = 45°, = 60°.

37. Jsou dany dvé kruznice ki, ko, které se protinaji ve dvou bodech () a R. Bodem

QQ vedte piimku, kterd vytind na obou kruznicich tétivy stejné délky.

Stredova soumeérnost - Ulohy na domaci pripravu

38. Je dan trojuhelnik ABC' a jeho vnitini bod M. Sestrojte vSechny tusecky XY
se sttedem M a s krajnimi body X, Y na hranici trojahelniku.

39. Vepiste danému rovnobézniku ABC'D c¢tverec XY UV tak, aby na kazdé strané
rovnobézniku lezel jeden vrchol ¢tverce.

40. Je dan thel AV B a bod S jeho vnitiku. Sestrojte na rameni VA bod X a
na rameni VB bod Y tak, aby XY.S byl rovnoramenny pravouhly trojihelnik s
pfeponou XY.

41. Je déana tsecka AA;; |AA;| = 4.5¢m. Sestrojte vsechny pravouhlé trojuhelniky
ABC' s pravym thlem pii vrcholu C| v nichz AA; je téznici t, a t, = 6¢cm.
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Posunuti

42. Jsou déany piimka p a dvé nesoustiedné kruznice ki(S1,71), k2(S2,72). Vedte
primku rovnobéznou s primkou p tak, aby na ni kruznice ki, ko vytinaly shodné
tetivy.

43. Sestrojte ¢tyttuhelnik ABC D, jehoz thlopticky sviraji pravy thel, jsou-li dany
velikosti tthlopficek |AC| = e, |BD| = f a velikosti thla |ZABC| = 90°, |ZADC| =
0.

44. Sestrojte lichobéznik, jsou-li dany velikosti jeho stran a, b, ¢, d.

45. Sestrojte ¢tyruhelnik ABC D, jsou-li dany velikosti jeho stran |AB| = a, |BC| =
b,|CD| =c,|DA| = d a odchylka w ptimek AD, BC.

46. Sestrojte rovnobéznik, jsou-li dany délky jeho stran a velikost tthlu jeho thlo-
pricek.

47. Sestrojte lichobéznik ABC' D, jsou-li dany délky obou jeho zékladen a, ¢ a obou
jeho uhlopricek e, f.

48. Jsou dany dveé riznobézky a, b a tsecka délky r. Sestrojte vSechny kruznice k se
stfedem na primce a, polomérem r, které na primce b vytinaji tétivu délky r.

Posunuté zrcadleni

49. Jsou dany dvé ruznobézky a,b a na nich dva body A # B (A na a, B na b).
Urcete bod X na a a bod Y na b tak, aby platilo |AX| = |BY| a dale aby:

a) XY ||p, kde p je dand piimka; [1]
b) XY =d, kde d je pfedem dana tsecka; [1]

c) stied tsecky XY lezel na dané piimce ¢q. [1]
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10 Grupa shodnosti eukleidovského prostoru

Veéta 34. KazZdou shodnost v roviné lze slozit z nejvyse tri osovych soumémosti.

10.1 Skladani shodnych zobrazeni

(a) Pfimou shodnost 1ze rozlozit v sudy pocet osovych soumérnosti, nepiimou shod-
nost v lichy pocet osovych soumérnosti.

(b) Slozime-li dvé shodnosti pfimé nebo dvé shodnosti nepfimé, dostaneme shodnost
primou; slozime-li shodnost pfimou a nepfimou, vznikne shodnost neptrima.

10.2 Grupa shodnosti v roviné

Poznatky ziskané reSenim vyse uvedenych prikladi nasvédcuji tomu, ze mnoZina
shodnosti v roviné spolu s operact skladani zobrazeni tvori grupu. Nékteré podmno-
ziny mnoziny shodnosti navic tvori spolu s operaci skladani zobrazeni podgrupy.

PRIKLAD 10.1. Ovérte ndsledujici turzeni:

(a) Vsechny shodnosti v roviné tvori grupu Gg.

(b) Vsechny primé shodnosti tvori podgrupu G'g grupy Gs.

(¢c) MnozZina vsech translaci doplnénd identitou, tvori grupu, kterd je podgrupou
grupy primych shodnosti.

(d) MnozZina vsech translaci a stredovych soumérnosti, doplnénd identitou, tvori

podgrupu grupy G'.

PRIKLAD 10.2. Trojihelnik ABC byl preveden otocenim daného smyslu se stie-
dem S a tuhlem velikosti w = 120° v trojuhelnik A1B1C1, ktery byl ddle preveden
posunutim T (A1 — Ay) v trojuhelnik AyByCy. Urcete otocent, které prevddi primo
NABC v AAQBQCQ.

PRIKLAD 10.3. Je ddn rovnostranny trojihelnik ABC. Najdéte vSechny shod-
nosti, ktere prevadéji tento trojuhelnik do ného sameéeho. Zkoumejte vliastnosti mno-
Ziny téchto shodnosti spolu s operaci skladdani shodnosti.

2vig téz str. [[8, véta 20
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10.3 Klasifikace shodnosti roviny

Cilem klasifikace shodnosti v roviné (obecné afinnich zobrazeni v prostoru A,) je
ziskat Gplny (vycerpavajici) prehled téchto zobrazeni a jejich analytickych vyjadieni.
Postupujeme od obecné podoby rovnice zobrazeni. Z té analyzou vSech moznych
konfiguraci samodruznych bodt a sméri, které toto zobrazeni pripousti, dostaneme
uplny prehled vsech jeho variant.

Myslenka tuplné klasifikace shodnosti: Klasifikace shodnosti roviny je zaloZena
na zkoumani moznych samodruznych bod a smért zobrazeni, které je dano rovnici
(soustavou linedrnich rovnic)

fi X'=A X +B. (90)

Tento postup si nejprve ilustrujeme fesenim nasledujiciho prikladu, poté provedeme
obecnou klasifikaci shodnosti roviny Fs, viz str. @Il a trojrozmérného prostoru FEs,
viz str. 90l

PRIKLAD 10.4. Zjistéte, zda existuje shodnost E,, pri které se bod K = [10;0]
zobrazi na pocdtek K' = [0;0] a bod L = [25;20] na bod L' = [0;25]. V kladném
pripadé napiste rovnice tohoto zobrazeni a najdéte jeho samodruzné body.

Nez zacneme aplikovat nize uvedeny postup, stoji za to si u takovychto tloh ovérit,
zda je viubec splnéna definice shodného zobrazeni, tj. zda |K'L'| = |KL|.

Resent v programu wrMaxima:

Definujeme obecnou podobu matic A, B z rovnice (90).

(%i30) A:matrix([all,al2],[a21,a22]); b:matrix([bl], [b2]);

all al2
(7030) <a21 a22>

(%031) (Z;)

Do rovnice (@0) dosadime dané body a jejich obrazy, dostaneme dvojice rovnic s1 a
s2. Treti skupinu rovnic s3 dostaneme z podminky A7 - A — I = 0.

(%i32) s1:A.[10,0]+b-[0,0]; s2:A.[25,20]+b-[0,25];
s3:transpose(A) .A-ident (2);

b1 + 1041l
(7e032) (bQ +10 a21>
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bl 4+ 20al2 + 25all
(7o033) (bQ + 20422 + 25421 — 25)

(%034) a212 + all®2 —1 a21a22 + allal2
0 a2l a22 +allal2 @222 +al22 —1

Dohromady tak mame soustavu sedmi rovnic o Sesti naznamych all, al2, a21,
a22, bl, b2.

(%135) rov:[si[1,1],s1[2,1],s2[1,1],s2([2,1],s3[1,1],s3[1,2],s3([2,2]];

(%035) [b1+10all,b2+10a21,b1+20al2+25all, b2+ 20 a22+ 25 a2l — 25, a21* +
all? —1,a21a22 + all al2,a22® + a12® — 1]

Soustavu mé dvé FeSeni (nejedné se o soustavu linearnich rovnic, proto miZe mit
dvé Feseni).

(%4136) res:solve(rov, [all,al2,a21,a22,bl,b2]);

4 3 3 4
(%036) [[all = £.a12 = —Z.a21 = 2,022 = ;b1 = ~8,12 = 0] [all =
4 3 3 4
——al2="2a21="2,a22 = =, b1 = 8,b2 = —6]]
5 5 5 5

Dvéma feSenim odpovidaji dvé rtizné shodnosti. Zjistili jsme tedy, ze existuji dvé
shodnosti, které prevadéji body K, L na body K', L' (coz se, vzhledem ke vété o
urcenosti shodného (afinniho) zobrazeni dalo ¢ekat). Pokracujeme v feSeni tlohy
pro kazdou z téchto shodnosti zvlast. Nejprve si pfipravime matici RovTr pro zapis
rovnic uvazovanych shodnosti (neni nutnou soucasti postupu feseni, jedna se jenom
o usnadnéni vizualni prezentace rovnic v programu).

(%137) RovTr:matrix([xl1=all*x+al2x*y+bl], [yl=a21*x+a22*y+b2]);

rl=al2y+allx+ D1
(70037) (yl = a22y + a2l x + b2>

I. Shodnost dana rovnicemi

4x 3y
1= -7 3
LT T

3 4
p=St 4

Definujeme matice A1, B1 tohoto zobrazeni a zapiseme jeho rovnice.
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(%138) Al:ev(A,res[1]); Bl:ev(b,res[1]);

(%038) ( _%)

(%039) (:2)

(%140) R1l:ev(RovTr,res[1]);

rl= 3444z g
<%o4o>( IR )

Samodruzné body najdeme feSenim rovnice X = A - X + B, pro snazsi zpracovani
programem piepsané do tvaru A- X + B — X = 0.

(SR [SLIGA TN
(AT

(%141) RovSB1:Al.[x,yl+Bl-[x,y]; solve([RovSB1[1,1],RovSB1[2,1]], [x,y]);

3y

oo (479
(%042) [[x =5,y = —15]]

Uvazované shodné zobrazeni ma tedy jediny samodruzny bod S = [5, —15].

Pro uréeni samodruznych smért fesime charakteristickou rovnici (75]) homomorfismu
asociovaného s danym shodnym zobrazenim.

(%143) CharAl:A1-%lambdaxident(2);
CharR1:expand(determinant (CharAl))=0;
solve(CharR1,%lambda) ;

4\ 32
(%043) (5 N 5A)
5 5

8\
(%044) )\2—?+1:0

31 —4 3144
A= ]

5 5

Charakteristickd rovnice neméa realné kotfeny. To znamend, ze uvazované shodné

zobrazeni nema samodruzné smeéry.

(%045) [N = —

Protoze uvazované zobrazeni ma pravé jeden samodruzny bod a nema zadny samod-
ruzny smér, jedna se o OTOCENI.
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II. Shodnost dana rovnicemi

4x 3y
l=—+—7+8
T 5+5+

dx 4y
l=—+—-6
Vg

Definujeme matice A2, B2 tohoto zobrazeni a zapiSeme jeho rovnice.

(%i46) A2:ev(A,res[2]); B2:ev(b,res[2]);
_4
(%046) ( §5

5

)
(%047) ( _86>

(%148) R2:ev(RovTr,res[2]);

xl=3% _4r4g
srots) (12451 Y)
yl=F+5 -

Samodruzné body najdeme feSenim rovnice X = A - X + B, pro snazsi zpracovani
programem piepsané do tvaru A- X + B — X = 0.

ot w

(%149) RovSB2:A2.[x,y]l+B2-[x,y]; solve([RovSB2[1,1],RovSB2[2,1]], [x,y]);

3y 9
Sy_9r 48

(%0050)

Uvazované shodné zobrazeni tedy nemé zadny samodruzny bod.

Pro uréeni samodruznych smért fesime charakteristickou rovnici (75]) homomorfismu
asociovaného s danym shodnym zobrazenim.

(%151) CharA2:A2-Y%lambdax*ident(2);
CharR2:expand(determinant (CharA2))=0;
solve(CharR2,%lambda) ;

a4 3
(7051) ( A é_iA>
) )
(%052) A* —1=0
(%053) [\ = —1,A = 1]
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Charakteristicka rovnice méa dva realné kofeny (vlastni ¢isla). Kazdému z nich od-
povida jeden vlastni (charakteristicky) vektor uréujici samodruzny smér. Postupné
dosadime ziskand vlastni ¢isla A do soustavy (jeji matice) (74) a fesime.

(%154) RovSS2:A2. [u,v]-[%lambda*u,%lambdax*xv] ;
3v 4u
3v N\ — 4u
5 5

st (5,0

(%155) RovSS21:ev(RovSS2,%lambda=-1);
solve([RovSS21[1,1] ,RovSS21[2,1]], [u,v]);

3vu L u
(%055) <92 js‘%) solve : dependentequationseliminated : (2)
5 ' 5

(%056) [[u=—3%r3,v = %r3]|

Prvni samodruzny smér je urcen vektorem u; = (—3,1).

(%157) RovSS22:ev(RovSS2,%lambda=1) ;
solve([RovSS22[1,1] ,RovSS22([2,11], [u,v]);

9

S

I@Uw|

%

3v
(%057) ( 3u
5

) solve : dependentequationseliminated : (2)

4

W3

(%058) [[u = ;v = %rd])

Druhy samodruzny smér je urcen vektorem uy = (1, 3).

ProtoZe uvazované zobrazeni nema zadny samodruzny bod a ma dva (na sebe kolmé)
samodruzné sméry, jedna se o POSUNUTE ZRCADLENI.

Klasifikace shodnosti roviny

7 podminky AT - A = E plyne, Ze afinni zobrazeni uréené rovnicemi

¥ = anr + apy + b

/

Yy = anxr + axny + b,

je shodnosti pravé tehdy, kdyz plati nasledujici rovnosti:

9 9 9 2
aj; +ay = ajy+az =1

11012 + Q21022 = Q12011 + 22091 = 0
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Potom je zfejmé, ze existuje thel a € (0°;360°) takovy, ze lze napsat

a1; — COs(,
asy = sinaq,
a2 COS QL + aggsina = 0,
(99 = ECOSQ,
a3 = —esina,kde e = +£1.
Hodnota € urcuje, zda se jedna o shodnost pfimou (¢ = 1) nebo nepfimou (¢ = —1).

I. Pfimé shodnosti
Kazdou pfimou shodnost v roviné miizeme vyjadrit rovnicemi ve tvaru
¥y, = rpcosa — zasina + by

rh = mpsina + x2cosa + by

Samodruzné body
Samodruzné body pirimé shodnosti jsou fesenim soustavy rovnic

r1(1 —cosa) + zosina = by

—:L‘lsinoz—i—xQ(l—cosa) = bs. (91)

Nejprve nas bude zajimat prima shodnost v roviné, kterd ma pravé jeden samod-
ruzny bod. Soustava (@I) ma pravé jedno FeSeni, pokud je regularni, tj. pokud pro
jeji determinant plati

(1 —cosa), sin «
—sina, (1 —cosa)

£ 0.

Po tpravé dostaneme
2(1 —cosa) # 0,

coz vede k podmince
cosa # 1.

Tak dostavame

92



1) OTOCENI (ROTACT).

Staci volit pocatek soustavy souradné v onom jediném samodruzném bodé a dosta-
neme znamé vyjadreni rotace kolem pocatku o tihel a:

Ty = r1cosa — rasina

Ty = T18in @ + T COS

Samodruzné sméry

Samodruzné sméry (tj. vektory téchto smérti) pfimé shodnosti jsou netrivialnim
feSenim soustavy homogennich rovnic

u (A —cosa) +uzsina = 0

—upsina + UQ()\ — COoS a) = 0. (92)

Ta mé netrivialni (tj. nekoneéné mnoho) feseni pravé tehdy, kdyz je splnéna cha-
rakteristickd rovnice primé shodnosti v roviné

(A — cos ), sin o

—sina, (A—cosa) | 0. (93)

Upravou (03) dostaneme rovnici

2

(A —cosa)?® +sin’ a = 0,

ktera je splnéna za predpokladu, ze sin @ = 0 a zaroven cosa = 1 = A nebo cosa =
—1 = \. Pro cosa = —1 tak dostavame

2) STREDOVOU SOUMERNOST

s analytickym vyjadfenim
Ty = —r1 + b
13,2 = —I9 + bg.
Za podminky, Ze cosa = 1 dostaneme, pro b; = by = 0,

3) IDENTITU

T, = 1
rh = 19
a pro by # 0V by # 0 dostavame
4) POSUNUTI
J,‘ll = x1 + bl
ZIZ’/2 = X9 + bo.
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II. Nepfimé shodnosti
Kazdou nepfimou shodnost v roviné mtizeme vyjadrit rovnicemi ve tvaru

¥y = rpcosa + xasina + by
xh = wpsina — x9cosa + bs.

Samodruzné sméry

K vysetfeni nepiimych shodnosti pouzijeme samodruzné sméry. ReSenim charakte-
ristické rovnice
\ L
( ?osa), sinac | (94)
—sina, (A +cosa)
dostaneme podminku
A= =41,

ktera odpovida tomu, ze uvazované zobrazeni ma dva navzajem kolmé samodruzné
sméry. Jeden, pro A = 1, se zachovava, druhy, pro A = —1, se méni v opac¢ny. Volme
soustavu sourfadnou tak, aby osa x méla smér odpovidajici A = 1. Smér osy y pak

ziejmé odpovida A = —1. Potom je nepiimé shodnost popsana rovnicemi
/
ry, = w11 + b
/
Ty = —X9 + bs.

Pokud je b; = 0, ma uvazované zobrazeni primku samodruznych bodu a jedna
se tedy o

5) OSOVOU SOUMERNOST

Ty = 1
/
Ty = —X9 + bs.

Pokud je ale b; # 0, ma pouze samodruznou primku a jedna se o
6) POSUNUTE ZRCADLENI.
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10.4 Cviceni — Shodnosti v roviné

50. Urcete parametr s tak, aby existovala shodnost roviny zobrazujici body [0, 0], [3, 4]
po fadé na body [5,0], 9, s]. Napiste rovnice tohoto zobrazeni a souradnice obrazu
bodu [5,0]. [2]

3
51. Urcete a, b, c tak, aby rovnice 2/ = i +by+1, v =ax+cy—1vyjadrovaly
shodnost. [3]

52. Shodné zobrazeni euklidovské roviny do euklidovského prostoru je dano vzhle-
dem ke kartézskym soustavam soutradnic rovnicemi

/ 1 / 1 /

a) :x—|—§y+1,y :ax+§y—1,z =bx + cy + 3,
1

b) ' =x + by — 2, y’:§y+1, 2 =ax+cy— 3.

Urcete koeficienty a, b, c.

53. Najdéte soutadnice obrazu bodu B = [1,2] v otoceni v E, kolem stfedu S =
[3, —4] o thel o = 420°. Napiste rovnice této shodnosti.

54. Urcete p, ¢ tak, aby existovala shodnost zobrazujici body [3, 0], [1,2], [-1, —1] po
fadé na body [1,4], [p, 2], [2, ¢]. Najdéte samodruzné body a sméry tohoto zobrazeni.

55. Napiste rovnice stfedové soumérnosti v Fy podle stiedu S = [—4, 5].

56. Napiste rovnice shodnosti roviny FEs, ktera vznikne slozenim t¥i osovych sou-
meérnosti s osami o rovnicich: x =0, y =0, z — 2y = 0.

57. Rotace kolem bodu S = [2;1] v Ej zobrazuje bod A = [1;1] na bod A’. Najdéte

soufadnice bodu A’, jestlize pro thel rotace o plati v = %7?.

58. Najdéte soufadnice stfedu a thel rotace, kterd je ddna rovnicemi: ' = %J,‘ —
%y—l—l, y = %ZC—}-%?J—Q.

59. Najdéte rovnice obrazu pfimky p v rotaci v Fy kolem stfedu S = [—2;1] o tihel
a =g, jestlizep:x—y+1=0.
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10.5 Kilasifikace shodnosti prostoru E;

Veéta 35. Kazdé shodné zobrazeni v prostoru Eg lze sloZit z nejvyse ctyr rovinovych
SoUMErnosti.

Neéktera shodna zobrazeni v prostoru:

e Otoceni kolem osy

e Posunuti

e Osova soumeérnost

e Stredova soumeérnost

e Sroubovy pohyb (torze)

Postup klasifikace shodnosti v trojrozmérném prostoru lze necekané zjednodusit.
Vhodné umisténi soustavy soutradnic ndm dovoli vyuzivat poznatky z klasifikace
shodnosti v roviné.

Kazdé shodné zobrazeni f v prostoru muiiZzeme zapsat soustavou rovnic

f: .%"1 = a11r1 + G129 + aizrs -+ bl
Th = anx1 + anrs + ars + b
/
T3 = a3171 + a32x9 + as3xs + bg,

kterou lze uzitim matic prepsat do tvaru

/
T a1l G2 Q13 T b1
. / _
I Ty | = | a1 age ags | - | x2 | + | bo
/
Ty as; asy ass x3 b3

a pak strucné vyjadrit rovnici

fi X'=A - X+B. (95)

Stejné jako v roviné i v prostoru plati, Ze (@5) je shodnosti pravé tehdy, kdyz je
AT A=E, (96)

Dtilezitou skutecnosti je, ze charakteristicka rovnice tohoto zobrazeni, ktera se da

struc¢né zapsat ve tvaru
det (A — AF) =0, (97)
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kde F je jednotkova matice, je algebraickou rovnici tfetiho stupné vzhledem k
neznamé \. Vzhledem k tomu, ze imaginarni koreny se vyskytuji vzdy ve dvojicich
(navzédjem komplexné sdruzenych ¢isel), mé algebraicka rovnice tfetiho stupné vzdy
alesponi jeden koten redlny. V piipadé rovnice (@) ho ozna¢me \g. Shodnost v Ej
mé tak vzdy alesporl jeden samodruzny smér u; @' = Mgu. V pripadé shodnosti
se zachovava velikost vektoru, tj. plati ||d'|| = |[[\ou|| = ||@]|. Potom je zfejmé, Ze
hodnota Ay bude 1 nebo —1. Predpokladejme, Ze vektor u je jednotkovy a volme
soustavu souradnou tak, aby méla osa z smér tohoto vektoru. Pti takto zvolené
soustavé souradné se rovnice shodnosti zjednodusi na tvar

xﬁ = a11r1 + a12T9 + bl
rh = anr1 + aTs + b
rh = + x5 + bs.

Potom je pozadavek, aby byla matice tohoto zobrazeni

air a2z 0O
a1 az 0
0O 0 =1

ortonormalni, splnén pravé tehdy, kdyz je ortonormalni matice
aip a2
a1 (22
To je ale tloha, kterou jsme resili pti klasifikaci shodnosti v roviné. Vime tedy, ze pri

vhodné volbé os x,y pripadaji v tvahu nasledujici moznosti, jak mize tato matice
vypadat:

1 0 -1 0 1 0 cosa —sino | ) £0
01}/ 0 —1|” |0 =1’ |sina cosaq |’ PHOHa7TY

Ke kazdé z téchto matic existuji dvé soustavy rovnic (protoze uvazujeme +z). Po-
souzenim mnozin samodruznych bodt prislusnych zobrazeni a vhodnymi volbami
soustavy souradné se dobereme k vysledné klasifikaci:

1) IDENTITA (b; = by = b3 = 0) nebo POSUNUTI

J,‘ll = x1 + bl

ZIZ’/2 = X9 + by
/

T3 = T3 + bs.

2) SOUMERNOST PODLE ROVINY (b, = by = 0) nebo
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SOUMERNOST PODLE ROVINY slozena s POSUNUTIM podél této roviny

.1,‘,1 = r1 + bl

ZIZ’/2 = To + be
/

ry3 = —x3 + bs.

3) SOUMERNOST PODLE OSY rovnobézné se z (bs = 0) nebo

SOUMERNOST PODLE OSY rovnobé&zné se z slozena s POSUNUTIM podél této
osy

Ty = —r1 + by

ZIZ’,2 = —I9 + by

J,‘g = T3 + bg.
4) STREDOVA SOUMERNOST

.CL"l = —xr1 + bl

.CL‘/Q = —XT9 + b2

513‘% = —x3 + bs.

5) OTOCENI kolem osy rovnobézné se z (b3 = 0) nebo
OTOCENI kolem osy rovnobézné se z slozené s POSUNUTIM podél této osy

¥y, = rpcosa — xgsina + by
rh = wpsina + xocosa + by
/

Ty = r3 + bs.

6) OTOCENI kolem osy rovnobézné se z slozené se SOUMERNOSTI podle roviny
kolmé k této ose

r] = rycosa — xgsina + by
rh = x1sina + wocosa + by
/

Ty = —x3 + bs.

Poznamky.

1. Kazda priméa shodnost v prostoru se da slozit z otoceni kolem pfimky a posu-
nuti podél této primky. Potom miizeme tici, ze kazda dveé shodnéa télesa v prostoru
miizeme ztotoznit posunutim, oto¢enim nebo Sroubovym pohybem.

2. Neptfima shodnost se dostane z primé pridanim soumeérnosti podle roviny.
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10.6 Cvic¢eni — Shodnosti prostoru E;

60. Oveérte, Ze rovnicemi

+z+ 2

1 2 92 2
—r——y+ =z
37 T 3T 3T
29 1 2 9
3" 73973773
2 2 1 2
2= ——x—-y—=z+-=
37 T 3Y 73773

je dano shodné zobrazeni E3 na sebe, najdéte jeho samodruzné body a sméry.

61. Napiste rovnice posunuti v E3, v némz se bod M = [-2,3, 1] zobrazi na bod
M’ = [5,0, —4]. Najdéte soufadnice obrazu bodu A = [1, 1, 1] v tomto posunuti.

10.7 Shodna zobrazeni v prostoru E,,

Véta 36. Ke kaZde shodnosti f v E,, existuje k soumérnosti podle nadrovin tak, Ze
f jge jejich sloZenim, k < n + 2.
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