12 Stejnolehlost

Patti mezi tzv. homotetie, tj. afinni zobrazeni, ktera maji vSechny sméry samod-
ruzné.
Definice 25. BudiZ ddn bod S a redlné cislo k (rizné od 0 a 1). Stejnolehlost

H(S; k) se stiedem S a koeficientem k je zobrazent, které kaZdému bodu X roviny

priradi bod X' tak, Ze R
SX' — xSX.

Obrazek 47: Stejnolehlost H (S, x = —1.5)

Poznamka. Stejnolehlost mizeme definovat i vice popisné: Budiz ddn bod S a redlné
¢islo k (riuzné od 0 a 1). Stejnolehlost H(S; k) se stredem S a koeficientem k je
zobrazent, které kaZdému bodu X roviny pritadi bod X' timto zpusobem:

1. Pro X = S je X' = X,
2. Pro X # S je | X'S| = || - | X9,
pro k > 0 lezi X' lezi na poloprimce S‘X> a
pro k < 0 lezi X' leZi na poloprimce opacné k S‘X2

1

Poznamka. Zobrazeni inverzni k stejnolehlosti H(S; ) je stejnolehlost H™1 (S ; —) :
K

Zakladni vlastnosti stejnolehlosti H (S, x):
1. Obrazem ptimky je primka s ni rovnobézna.

2. Obrazem tusecky AB je usecka A'B’; |A'B'| = |k| - |AB].
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3. Obrazem polopfimky je polopfimka s ni souhlasné (k > 0) nebo nesouhlasné
(k < 0) rovnobézna .

4. Obrazem thlu ZAV B je thel ZA'V'B'; |£A'V'B'| = |/ZAVB].
PRIKLAD 12.1. Jsou ddny dva rizné body A, B a redlné ¢islo A # 0,1. Najdéte
na primce AB bod C' tak, aby platilo (ABC) = \.

12.1 Analytické vyjadreni stejnolehlosti

Rovnice stejnolehlosti H(S;x): H : X' = kX 4+ (1 — k)S.

PRIKLAD 12.2. Napiste rovnice stejnolehlosti afinng roviny As, kterd zobrazuje
bod B = [2,0,—1] na bod C = 0,1, 3] a md koeficient k = —2. Najdéte souradnice
jejiho stredu.

Reseni v programu wrMazima:
(%i1) B:[2,0,-1]1$ C:[0,1,3]% S:[s1,s2,s3]$%

(%i4) H:C-S=-2x%(B-S);
(%04) [—s1,1—52,3—353] =[-2(2—s1),252,—2 (—s3 —1)]

(%i5) res:solve(lhs(H)-rhs(H), [s1,s2,s3])[1];

4 1 1
(%005) [s1 = 5782 = 5,33 = §]
(%i6) S:ev(S,res);
4 11
(%008) [5,3.3

12.2 Skladani stejnolehlosti

Véta 47 (O skladani stejnolehlosti a translace). Zobrazeni sloZen€ ze stejnolehlosti
— 1 -

H(S; k) a translace X' = X +t je stejnolehlost H (Q; k), kde Q = S + 1715.

— K
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Véta 48 (O skladani stejnolehlosti). SloZenim dvou stejnolehlosti H1(S1, k1), Ha(Sa, ko)
vznikne

1. IDENTITA, jestlize kiko =1 a S1 = Sy,
2. POSUNUTI, jestlize kika =1 a S1 # Ss,

3. STEJNOLEHLOST H(S, k) s koeficientem k = Kkika, jestliZe k1ko # 1. Pritom,
pro S1 = Sy je také S = S1 = Sy, pro S1 # S lezi bod S na primce S1.55.

12.3 Stejnolehlost kruznic

Pro dvé kruznice ki(S1;71), k2(S9; r2) s riaznymi poloméry existuji pravé dvé stejno-
lehlosti, které prevadéji kruznici k; do kruznice ko: Hy(E, ro/1r1) a Ho(I, —13/11) (Bod
E se nékdy oznacuje jako ,vnéjsi stted stejnolehlosti, bod I potom jako ,vnitini
stfed stejnolehlosti“.). Jestlize se kruznice dotykaji v bodé T, je T' = I v pripadé
vnéjsiho dotyku a T' = E v pripadé vnitiniho dotyku kruznic.

Obrazek 48: Stejnolehlost kruznic

PRIKLAD 12.3. Je ddna krusnice k, primka p, kterd je vnéjsi primkou krunice
k, a bod A € p. Sestrojte vsechny kruznice, které se dotykaji primky p v bodé A a
kruznice k.

PRIKLAD 12.4. Jsou ddny dvé riznobézky a,b a bod M, ktery leZ uvnit jed-
noho jejich uhlu. Sestrojte vsechny kruZnice, které prochazeji bodem M a dotykaji
se primek a, b.

PRIKLAD 12.5. Jsou ddny dvé riznobézky m,n a kruznice k leZici wonity jednoho
jejich uhlu. Sestrojte vsechny kruZnice, které se dotykaji primek m,n i kruznice k.

108



PRIKLAD 12.6. (Eulerova piimka) V trojihelniku ABC oznacme T téziste, V
prusecik viysek a S stred kruznice trojuhelniku opsané. Mame dokdzat, Ze bud v§echny
tri body splynou v jeding, nebo jsou navzdjem rizné a lezi na jedné primce (Eulerova
primka) tak, Ze plati (S,V;T) = —%.

Eulerova primka
thelniku opsané. Potom bud vSechny tyto tfi body splyvaji v jediny, nebo jsou
navzajem rizné a lezi na spolecné piimce tak, ze plati (S,0T) = —5 Tuto primku

nazyvame FEulerova primkad, viz Obr. [60

Obrazek 49: Eulerova primka

K dikazu vyse uvedeného tvrzeni vyuzijeme stejnolehlost H (T, —%) Z Obr. [61] je
patrné, ze v této stejnolehlosti se AABC zobrazi na AA;B;Cy. Protoze vyskami
(vysky ted chapeme jako piimky) AA; B;C} jsou osy stran puvodniho AABC, mi-
zeme Fici, ze vysky trojuhelniku ABC se ve stejnolehlosti H (T, —5) zobrazi na osy
jeho stran. Potom se ale prisec¢ik vysek O zobrazi na prusec¢ik os stran (tj. stied

kruznice opsané AABC) S,. Z vlastnosti stejnolehlosti plyne, ze ptislusné t¥i body

0, S,, T lezi v pfimce a plati pro né (S,07T) = —5

Konstrukce Eulerovy pfimky a jeji souvislost s kruznici deviti bodi (viz str. I21) je
znazornéna v apletu |, Fulerova primka. Kruznice deviti bodu.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Euler_line
http://tube.geogebra.org/student/mzFt25FvS

Obrazek 50: H(T, —%) : ANABC — NAB,C,

PRIKLAD 12.7. (Kruznice deviti bodfi, té% Feuerbachova & Eulerova

kruznice) V trojihelniku ABC' oznacme V' prisecik vysek, S stred kruznice opsané,

Ch, A1, By stredy stran AB, BC, C'A. Necht kg je kruznice prochdzejici body A1, By, C1.
Dokazte:

1) Na kruznici kg lezi téZ paty Ay, By, Cy vysek v, vy, ve a stredy usecek AV, BV, CV.

2) Stred kruznice ky je stiedem tusecky SV, pokud S # V; pokud je S =V splyne

stred ko s bodem S.

3) Polomér kruznice kg je roven poloviné poloméru kruznice trojihelniku opsané.

KruZnice deviti bodu

V trojuhelniku ABC oznac¢me O priisecik vysek, S, stred kruznice opsané, C, Ay, By
stredy stran AB, BC' a C'A. Jestlize k, je kruznice prochazejici body A,, By a C, po-
tom na ni lezi také paty Ay, By, Cy vysek v,, vy, v. a stiedy tsecek AO, BO, CO. Tato
kruznice se nazyva kruznice deviti bodi (téz Feuerbachova ¢i Eulerova kruznice), viz

Obr.

Stired kruznice k; je stiedem tusecky S,0, jeji polomér je roven poloviné poloméru
kruznice trojuhelniku ABC' opsané.

Konstrukce kruznice deviti bodu a jeji souvislost s Eulerovou ptimkou (viz str. 122
je znazornéna v apletu |, Fulerova primka. Kruznice devitt bodu.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Nine-point_circle
http://tube.geogebra.org/student/mzFt25FvS

Obrazek 51: Kruznice deviti bodu

PRIKLAD 12.8. Plati tato véta: Jsou-li ddny dvé rovnobézné tsecky riznijch délek,
existugi praveé dvée stejnolehlosti, které zobrazi pruni usecku na druhou. DokdZete je
vZdy najit?

12.4 Mongeova véta

Jsou-li dany tii rtizné kruznice v roviné, vnitini a vnéjsi stiedy prislusejici kazdym
dvéma z nich jsou dohromady spjaty zajimavymi geometrickymi vztahy, viz Obr. B2,
Ty jsou predmétem Mongeovy véty.

Véta 49 (Mongeova véta). Jsou-li ki, ko, k3 t7i kruznice, které magi rizné poloméry
a jejichz stredy nelezi v primce, plati pro vnéjsi a vnitrni stredy stejnolehlosti kazZdych
dvou z nich nasledugjict vztahy:

i) Vsechny tri vnéjsi stiedy stejnolehlosti Eyo, Er3, Eo3 leZi v primce.

i1) Kazdé dva vnitini stredy stejnolehlosti a jeden vnéjsi lezi v primce.

ii1) Tri vnitrni stredy stejnolehlosti I1s, I13, Io3 nelezi v primce.

Diikaz. V dikazu vyuzijeme tvrzeni véty 48], Ze slozenim stejnolehlosti s riznymi
stfedy vznikne pro kike # 1 stejnolehlost, jejiz stfed lezi na piimce urcené stiedy
téchto stejnolehlosti. Pak uz staci mezi danymi tfemi kruznicemi najit tii stejno-
lehlosti takové, Ze jedna z nich je slozenim zbyvajicich dvou. Dynamicky GeoGebra
aplet k dikazu je na adrese https://www.geogebra.org/m/osRO9mHs8. [l
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https://www.geogebra.org/m/osR9mHs8

Obrazek 52: Mongeova véta o tfech kruznicich v roviné

12.5 Cviceni — Stejnolehlost

62. Do pilkruhu s primérem AB vepiste ¢tverec K LM N tak, aby strana K L lezela
na usecce AB a dalsi dva vrcholy M, N na dané ptlkruznici.

63. Je dana primka p, kruznice k a bod A. Sestrojte vsechny tsecky XY tak, aby
platilo: X € p, Y € k, A € XY, |AY| = 3|AX].

64. Jsou dany dvé riznobézky a, b a kruznice k tak, Ze a je secnou a b je vnéjsi ptim-
kou kruznice k. Sestrojte vsechny kruznice, které se dotykaji ptimek a, b i kruznice

k.

65. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano:
a) v, =5cm, a:b:c=2:3:4,

b) a6, v,

c) a, B, 1,

d)a:b=3:5v=060°t. = 6cm.

Stejnolehlost — Ulohy na domaci ptipravu

66. Urcete p tak, aby existovala stejnolehlost se stfedem [3, 2], zobrazujici bod [1, 4]
na bod [2, p]. Napiste rovnice této stejnolehlosti. [2]

67. Je dana kruznice k£ a bod M uvnitt této kruznice. Sestrojte vsechny tétivy
kruznice, které jsou bodem M rozdéleny na ¢asti v poméru 2 : 3. [1]

68. Narysujte libovolny trojuhelnik ABC. Uvnitt strany AC sestrojte bod X a
uvnitt strany BC bod Y tak, aby platilo |[AX| = | XY|a XY || AB. [2]
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