21 Vybrané véty projektivni geometrie

21.1 Pappova véta o Sestiuhelniku

Nasledujici vétu poprvé dokazal Pappos z Alexandrie kolem roku 300 n. 1. Jeji vy-
znam pro zaklady projektivni geometrie byl vSak rozpoznan az v 17. stoleti, [2].

Véta 78 (Pappova véta o Sestitthelniku). Jestlize A, C| E je trojice kolinedrnich bodi
leZicich na primce k a B, D, F' je dalsi trojice kolinedrnich bodu tentokrdt leZicich na
[, ajestlize se primky AB,C D, EF protinaji v uvedeném poradi postupné s primkami
DE.,FA, BC, potom jejich pruseciky P = ABNDE,QQ =CDNFAaR=FEFNBC
lezi v primce (viz Obr. [104, primka p, tzv. Pappova primka).

Diikaz. Vétu zde uvadime bez dikazu. Pékny dikaz s vyuzitim Menelaovy veéty je
publikovan v [2]. O

Obrazek 104: Pappova véta o Sestitthelniku

,Projektivni charakter” véty spociva v tom, zZe pojednava cCisté jenom o inci-
denci, bez jakékoliv zavislosti na délkach tisecek a velikostech thlii, i bez ohledu na
usporadani bodi (viz Obr. [I0H).

Obrazek 105: Pappova véta o Sestithelniku, jind usporadani vrchold
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21.2 Sestithelnik

Vyse uvedend véta je deklarovana ve spojeni s Sestitthelnikem. Je otazkou, s
jakym. Jedna se o Sestitthelnik ABCDFEFGH (Ze jsou jeho vrcholy ,zpiehézené“
a nejdou pékné ,dokola“, jak jsme zvykli, to nevadi). Body P, @, R pak muzeme
interpretovat jako pruseciky ,protilehlych stran“ tohoto Sestitthelniku (vice viz napf.
https://en.wikipedia.org/wiki/Pappus%27s_hexagon_theorem).

Pro¢ nés zajiméa pravé usporadani sesti bodt v roviné? Je znamo, ze kuzelosecka je
jednozna¢né urcena péti body (viz napft. néastroj KuZelosecka dand péti body pro-
gramu GeoGebra)!.

Vezmeme-li libovolnou pétici bodti, vzdycky je jimi urcena néjaka kuzelosecka. Na-
bizi se tak otazka, jakou podminkou musi byt spjato Sest bodi, aby vsechny lezely na
jedné kuzelosecce. Takovouto podminku, kterou spliuje Sest bodi lezicich na jedné
kuzelosecce, objevil francouzsky matematik a filozof [Blaise Pascal (1623-1662) a
uvetejnil ji roku 1640 (objevil ji ve svych 16 letech!), [6]. [Pascalove vété, kterd o
této podmince pojdenava, se budeme vénovat v nasledujici kapitole 21.3l Zde si
nejprve uvedeme nékteré poznatky a dtlezité pojmy souvisejici s ,organizaci® Sesti
bodt do formy Sestitthelniku.

Vzhledem k vyse uvedenému je pochopitelné, ze se budeme zabyvat Sesti body na
kuzelosec¢ce (pro nézornost se omezujeme na kruznici nebo elipsu). Sest bodf na
kuzelosecce, z nichz zadné tii sousedni nelezi v prfimce, mizeme chapat jako vrcholy
Sestitthelniku, ktery je kuzelosecce vepsan. UvazZujme jedno takové rozmisteni Sesti
bodi na dané kuZelosecce. Pokud budeme body (a jejich poradi jako vrchold Sesti-
helniku) rozliSovat ocislovanim 1,2, 3,4,5,6, je dobré si uvédomit, Ze existuje tolik
vepsanych Sestitthelnikii odpovidajicich dané Sestici bodi, kolik je moznych zpi-
sobtli o¢islovani (téz muzeme fikat pojmenovdni) téchto bodi, tj. 6! = 720. Pritom
ale vzdy 12 z téchto Sestitthelnikd ma stejny ,tvar” a lisi se jenom pojmenovanim
vrcholu (ktery z vrchold ma ¢islo 1 a zda pokracujeme v zadporném ¢i v kladném
smyslu, tj. 6 moznosti ,oc¢islovani vrcholi® na jednu stranu a 6 moznosti ,,oc¢islovani
vrcholi“ na druhou stranu). Danym Sesti bodim na kuzelosecce tak lze priradit
720/12 = 60 riznych Sestithelnikt. Dva konkrétni priklady vidime na Obr. 106

U Sestitthelniku rozlisujeme dvojice vrcholu sousednich (1-2, 2-3, 3-4, 4-5, 5-6, 6-1),
stridavych (1-3, 2-4, 3-5, 4-6, 5-1, 6-2) a protilehlych (1-4, 2-5, 3-6). P¥imku spojujici
dvojici protilehlych vrchola Sestitthelniku budeme nazyvat diagondlou (14, 25, 36).

!Tuto skute¢nost mfizeme zdiivodnit napiiklad tim, Ze dvé kuzelosecky mohou mit nejvyse ¢tyii spoleéné body. Pro
jejich odliseni pak potifebujeme o jeden bod navic. Dalsi moznosti je argumentovat poctem vstupnich adaju potfebnych
pro vypocet rovnice kuzelosecky, tj. uréeni Sesti koeficientt a, b, ¢, d, e, f v rovnici az? + bxy + cy? +dx + ey + f = 0.
Vzhledem k tomu, Ze se jednd o homogenni rovnici, vystacime se soufadnicemi péti bodi.
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Obréazek 106: Dva piiklady Sestitthelniku vepsaného dané elipse (pro pevné zvolené umisténi 6 bodi)

Mezi stranami Sestitthelniku nas budou zajimat protilehlé strany (12-45, 23-56, 34-
61). Sestitthelnik m4 tedy tii dvojice protilehljch stran a tii diagonély.

Ackoliv tii sousedni vrcholy nesmi byt kolinearni, pro jiné trojice vrcholi to mozné
je. Vétu tak mizeme preformulovat timto zptsobem: Jestlize je kaZdd trojice
stridavych vrcholiu Sestiuhelniku kolinedrni a jestliZe se tri dvojice jeho protilehlych
stran protinaji, potom jsou priseciky téchto stran kolinedrni (viz Obr. [I07).

Obrazek 107: Pappova véta pro Sestithelnik 123456
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21.3 Pascalova véta

Jak uz bylo uvedeno, nasledujici vétu formuloval ve svych 16 letech francouzsky
matematik a filozof |[Blaise Pascal, [2], 6].

Véta 79 (Pascalova véta). Priseciky protilehlych stran Sestiuhelniku vepsaného ku-
Zelosecce jsou tri body leZici na jedné primce (tzv. Pascalova primka) a naopak,
lezi-li pruseciky protilehlych stran Sestiuhelniku na jednée primce, je tento Sestiuhel-
nik vepsan kuzZelosecce.

Diikaz. Vétu zde uvadime bez dlikazu. Dikaz jejiho specidlniho pripadu pro Sestia-
helnik vepsany kruznici s vyuzitim Menelaovy véty je publikovan v [2]. []

Obrézek 108: Pascalova véta

Poznamka. B. Pascal formuloval vySe uvedenou vétu pro sestitthelnik vepsany kruz-
nici. Byl si vSak védom jeji platnosti i pro Sestitthelnik vepsany libovolné kuzelosecce,

[2].

Pascalovu vétu miizeme vyuzit pti reSeni rozlicnych konstrukénich tloh. Pro ilustraci
zde uvedeme dva priklady, fadu dalsich konstrukei najde zajemce v [6].

PRIKLAD 21.1. Je ddno pét bodi urcujicich kuZelosecku. Jednim z nich prochdzi
primka. Urcete jeji druhy prusecik s prislusnou kuZeloseckou.

Reseni: Zadani i postup feSeni ilustruje Obr. II0. Danymi péti body jsou body
1,2,3,4,5. Danou primkou je primka a prochazejici bodem 5. Hledanym priisecikem
je potom bod 6. Konstrukce zalozenad na Pascalové vété (véta [[9) je zfejma. Dané

170


https://en.wikipedia.org/wiki/Blaise_Pascal
https://en.wikipedia.org/wiki/Menelaus%27_theorem

Obrézek 109: Pascalova véta

body spolu s hledanym chapeme jako vrcholy Sestitthelniku vepsaného kuzelosecce.
Z danych prvki jsme schopni sestrojit body P a @), tj. i Pascalovu primku p. Jejim
prusecikem R s primkou 34 potom musi dle Pascalovy véty prochazet primka 16.
Bod 6 tedy urcime jako priisecik primek a a 1R.

Obrazek 110: Pascalova véta

PRIKLAD 21.2. KuZelosecka v rovin€ je ddna péti body. Urcete dalsi jeji body.

Reseni: Né&kolikrat opakujeme konstrukei z Feseni prikladu L1, pro rtizné zvolené
primky a.
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21.4 Brianchonova véta

Véta, kterou v roce 1806 publikoval francouzsky matematik a chemik|C. .J. Brianchon
(1783-1864), je dudlni vétou k vété Pascalové, [6].

Véta 80 (Brianchonova véta). TFi primky spojugici protilehlé vrcholy Sestituhelniku
prochazeji jednim bodem (tzv. Brianchoniv bod) a obrdacené, pokud spojnice proti-
lehlych vrcholi sestiuhelniku prochazeji jednim bodem, je tento Sestituhelnik opsdn

kuZelosecce (viz Obr. [111).

Diikaz. Vétu uvadime bez dikazu. Dikaz jeji varianty pro kruznic viz [2]. [l

Obrazek 111: Brianchonova véta

Uzitim Brianchonovy véty reste nasledujici priklady. Vice podobnych konstrukénich
tloh na vyuziti véty B0 viz [6].

PRIKLAD 21.3. KuZelosecka je ddana péti tecnami. Danym bodem na jedné z nich
vedte dalsi tecnu k této kuZelosecce.

PRIKLAD 21.4. KuZelosecka v rovin€ je ddna péti tecnami. Sestrojte nékolik dal-
sich jejich tecen.
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21.5 Desarguesova véta

Nasledujici vétu o perspektivé dvou trojuhelniki formuloval na zakladé hlubsiho stu-
dia teorie perspektivy francouzsky architekt |G. Desargues (1593-1662).

Véta 81 (Desarguesova véta o trojuhelnicih). Jestlize je jeden ze dvou trojuhelniki
obrazem druhého ve stredovém promitant, lezi pruseciky tri dvojic sobé odpovidaji-
cich stran téchto trojuhelniki v jedné primce. Naopak, leZi-li tri pruseciky sobé od-
povidajicich stran dvojice trojuhelniki v primce, protinaji se primky spojujici sobé
odpovidagici vrcholy v jednom bodé (viz Obr. ).

Dukaz. Vétu uvadime bez dukazu. ]

Obrazek 112: Desarguesova véta

Poznamka. Vztah mezi dvojici trojuhelniki popsany Desarguesovou vétou zname
ze stredové kolineace.
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