3 Afinni zobrazeni

Afinni zobrazeni (viz nize uvedena Def.[I3]) se obecné uskuteciuje mezi dvéma afin-
nimi bodovymi prostory, jejichz dimenze nemuseji byt stejné. Prikladem afinniho
zobrazeni z prostoru As do prostoru A, je stfedové promiténi (z trojrozmérného
prostoru do roviny) na Obr.[I0.

Castéji se budeme setkdvat s afinnim zobrazenim, které se uskuteciiuje v ramci
jednoho afinnitho bodového prostoru (vétsinou se bude jednat o rovinu, konkrétné
o eukleidovsky prostor Es nebo trojrozmérny prostor, konkrétné o euklerdovsky pro-
stor F3). Je-li takové afinni zobrazeni afinniho bodového prostoru na sebe vzajemné
jednoznacné, nazyvame ho afinni transformace daného bodového prostoru, zkracené
afinita.

Mezi afinity patfi napt. shodnosti v roviné nebo stejnolehlost, které se vyucuji v ma-
tematice na zakladnich a stfednich skolach.

Obrazek 10: Stfedové promitani z trojrozmérného prostoru do roviny
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Definice 13 (Afinni zobrazeni). Zobrazeni f afinniho prostoru A do afinniho pro-
storu A" se nazyvd afinni, jestlize ma tuto vlastnost: LeZi-li navzajem rizné body
B,C,D z prostoru A na primce, pak jejich obrazy f(B), f(C), f(D) bud splyvayt,
nebo jsou mavzajem ruznée, lezZi na jedné primce a jejich délici pomer se rovnd deli-
cimu pomeéru jejich vzoru, tj.:

(f(B), f(C); f(D)) = (B,C; D).

Definice 14 (Asociovany homomorﬁsmu&ﬁlzobrazeni f). Uvazujme afinni zobrazent
f prostoru A do prostoru A’ napt. f : Ey — FE,. Potom asociovanym (%j. jed-
noznacné prirazenym) homomorfismem afinniho zobrazeni f rozumime linedrni
zobrazeni o, které zobrazuje zaméreni V prostoru A do zaméreni V' prostoru A’
takto:

F=Y - X = (@) = (V) - f(X), (3)

kde X,Y jsou body z A, w € V; f(X), f(Y) body z A’, (i) € V.

Role asociovaného homomorfismu ¢ afinniho zobrazeni f je patrna z Obr.[I1l Afinni
zobrazeni f se uskutecnuje mezi body, tj. zobrazuje body X,Y po fadé na body
f(X), f(Y). Homomorfismus ¢ asociovany s f potom ,operuje“ na vektorech pfi-

—

slusejicich dvojicim téchto bodt, tj. vektor « = Y — X zobrazuje na vektor ()

fY) = f(X).

Obrazek 11: Asociovany homomorfismus ¢ afinniho zobrazeni f

L Zobrazeni o vektorového prostoru V- do vektorového prostoru V' se nazyjvd homomorfismus (téZ ,linedrni zobra-
zeni®), jestlize pro vSechna @, v € V, k € T (misto obecného télesa T miZeme wvaZovat R) plati:
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3.1 Rovnice afinniho zobrazeni z A, do A,,

Necht afinni bodovy prostor A, je uréen pocatkem P a bazi éi,...,€,, tzn. A, =
{P;é1, ...,€,}. Podobné necht A’,, = {Q;dy,ds,...,d,,}. Necht f je afinni zobrazeni
A, do A’,, a ¢ asociované zobrazeni k f tak, Ze

=1

tzn. koeficienty a;; jsou souradnice vektort ¢(€;) v bazi zaméfeni prostoru A4,,,
m
f(P)=Q+) bidi, (5)
i=1

tzn. pocatek P € A,, se zobrazuje do bodu f(P) € A, ktery ma pfi pocatku @
soutradnice b;.

S ohledem na vyse uvedené timluvy nyni uré¢ime vztah mezi souradnicemi libovolného
bodu X € A, a jeho obrazu f(X) € A',,. Vyjadifeme souradnice X, f(X) :

X=P+) x;, (6)
j=1
FX)=Q+ > ald;. (7)
1=1

Zobrazime-li bod X v afinité f, mizeme dle uvedenych vlastnosti zobrazeni f a ¢
psat:

FX) = F(P)+ 3 aj(&).

Po dosazeni z () a (H) dostavame

m

f(X) = Q‘szz'd:'-l-zszaijéfi,
=1 =1

i=1
po Upravée
FX)=Q+> (Zaij$j+bi> d;. (8)
i=1 \j=1

Porovname-li koeficienty pri d; ve vyjadrenich () a (), dostavame hledané rovnice
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n

xézZaijxj—%bi, 1= 1,2,...,m (9)
Jj=1

Jinou formou zapisu () je soustava rovnic

ry = a1’ —+ a9 + ... + A1nTy, -+ b1
/

Ty = A21T1 —+ a9 + ... + A2nTy, -+ bg
/

T, = An1T1+ apaTe + ... + appTy + by,

/

Ty aip aiz - Aip X1 by
/

) ag1 Q22 -+  QA2p ) by
! b

T Am1 Am2 - Amp Ly, n

pripadné maticova rovnice
X'=A-X+B. (11)

3.2 Rovnice homomorfismu asociovaného s afinnim zobrazenim

Nyni jesté uréime rovnice asociovaného zobrazeni ¢. Necht vektor 4 € V}, se zobrazi
do vektoru (i) € V';,,. Pro soufadnice vzoru 4 a obrazu () plati

n
i =) u (12)
j=1
m

p(d) = > uid; (13)

i=1
Na (I2) aplikujeme zobrazeni ¢ a upravime dle (). Dostaneme

n n m

p(i) =D uje(e) = > u; Y aid;.

j=1 j=1 =1
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Po uprave
m n
(@)= | Y ayui | d: (14)
i=1 \j=1
Srovnénim (I4)) s (I3]) dostaneme hledané rovnice asociovaného zobrazeni:

n

u;, = Zaijuj, i=1,..,m. (15)

J
3.3 Véta o urcéenosti afinniho zobrazeni

Véta 2 (O urcenosti afinniho zobrazeni). Meéjme dva afinni bodové prostory A, A'p,.
Necht My, My, Ms, ..., M,, je n+1 linedrné nezavislych bodi v A,,, M|, M7, ..., M| n+1
libovolné zvolenych bodii v A',,. Pak existuje pravé jedno afinni zobrazeni f prostoru
Ay do Ay, které pritazuje bodim M; body M} tak, Ze

M} = f(M;); j=0,1,...,n.

Diikaz. Ze Def.[I4] asociovaného homomorfismu ¢ plyne, ze jeho vztah k afinnimu
zobrazeni f lze vyjadfit vztahem (X — P) = f(X) — f(P), ktery miZeme psat ve
tvaru

[(X) = F(P) + p(X - P). (16)
Odtud je zfejmé, ze afinni zobrazeni f lze urcit (zadat) jednou dvojici boda ve
vztahu ,vzor — obraz“, v pripadé (If) je to dvojice P — f(P), a asociovanym
homomorfismem . Z toho plyne dikaz véty Bt Afinni zobrazeni je urceno dvojici
bodu ,vzor — obraz* M, — M| a asociovanym homomorfismem ¢ jednoznacéné
urc¢enym n nezgavislymi vektory My, — My, My — My, ..., M, — My a jejich obrazy
(které mohou byt zavislé) M — M}, My — M), ..., M) — M. O

PRIKLAD 3.1. Zjistéte, zda existuje afinni zobrazeni f : Ay — As, pii kterém se
body B[1,0], C[0,1], D[2, p] zobrazi po Tadé na body B'[2,1,—1], C'[3,2,0], D'[1,0, 2].
Reseni v programu wxMaxima:

(%i1) 1rl:all+bl=2; r2:a21+b2=1; r3:a31+b3=-1; r4:al12+b1=3; rb5:a22+b2=2;
r6:a32+b3=0; r7:2*all+p*al2+bl=1; r8:2*a2l+p*xa22+b2=0;
r9:2*a31+p*a32+b3=2;

(%01) bl +all =2
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%02) 24 a21 =1
%03) b3+ a3l = —1
%o04) bl 4 al2=3
b2 + a22 =2
%06) b3+ a32=0

X
o
=

al2p+01+42all =1
a22p+02+2a21 =0
a32p+03+2a3l =2

A~~~ N I/~
X X
o o
0] ot

Y S S S —r

X
o
©

(%110) res:solve([rl,r2,r3,r4,r5,r6,r7,r8,r9],
[al1l,a12,a21,a22,a31,a32,b1,b2,b3]) [1];
p—3 4

,a32 = —— bl =
p+1 p+1

(%010) [all = —1,al12 = 0,421 = —1,a22 = 0,a31l = —
4
3,02 =203 = ———]
p+1
(%1i11) ev([xl=allxx+al2*y+bl,yl=a2l*x+a22*y+b2,z1=a31*x+a32*y+b3],res);
dy  (p=3)z 4 |
p+1 p+1 p+1

PRIKLAD 3.2. Urcete rovnici afinniho zobrazeni f : Ay — Ay, pri kterém se body
2,1], [3,2], [0,1] zobrazi po fadé na body [2], [0], [8].

(%oll) [z1=3—z,yl =2 — 2,21 =

PRIKLAD 3.3. Urcete rovnice rovnobéiného promitdni prostoru As do primétny
m C Asg, vzhledem k pevné linedrni soustavé souradnic prostoru As, je-li dana pri-
métna  rovnici 2z1+x2—x3+2 = 0 a smér promitani je urcen vektorem § = (2;1; 3).

PRIKLAD 3.4. Urcete rovnice afinniho zobrazeni f : Ay — Ao, které bodim
A 1,2,3], B=10,1,1], C =[1,—-1,2], D = [3,0, 1] pFitazuje v daném poradi body
1,3, B=1[0,2, C =[0,0], D= [3,1]

3.4 Cviceni — Afinni zobrazeni

1. Urcete rovnici afinniho zobrazeni f : Ay — Aj, pii kterém se body [2,1], [3,2],
0, 1] zobrazi po fadé na body [2], [4], [10].

2. Pro jaké hodnoty parametri p, ¢ existuje afinni zobrazeni f : Ay — Aj, pii
kterém se body [2,1], [-2, 3], [4, 0] zobrazi po fadé na body [p, 3], [0, q], [1, 1].
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