14 Axiomaticka vystavba geometrie

, Dikladnost matematiky spociva na definicich, axiomech, dikazech.”

Immanuel Kant

Zaklady axiomatické vystavby geometrie i celé matematiky polozil Eukleides (kolem
r. 300 pf.n.l.) ve svych Zékladech (viz [3] |Eukleidovy zdklady (Elementa), preklad F.
Servit, 1907, nebo [2] Zdklady. Knihy I-1V, V-VI, VII-IX, X, XI-XI., koment.
Petrem Vopénkou, 2008-2012.)

Eukleides pojal vyklad geometrie v Zakladech axiomaticky. Celou geometrii odvodil
ze 14 axiomii!, z nichZ 5 nazval postulaty? (postuldty mfizeme chapat jako formulace
zékladnich tloh, které lze v roviné konstruovat; Servit je nazjval ,,Ukoly prvotné“),

7], [9].
Eukleidovy postulaty:
1. Dva dané (rtizné) body spojit tseckou.
2. Danou tisecku na jedné i druhé strané libovolné prodlouzit.

3. Vytvorit kruznici s danym stfedem a prochazejici danym bodem (rtznym od
stiedu).

4. Vsechny pravé thly jsou shodné.

5. Dvé primky v roviné, které protinaji jinou pfimku této roviny a tvori s ni po
jedné strané vnitini tthly, jejichz soucet je mensi dvou pravych, se vzdy protinaji
a to po té strané, kde je soucet mensi.

Poznamka. Konstrukce uskutecnované podle prvnich t¥i Eukleidovych postulat
jsou znamé jako eukleidovské konstrukce, téz konstrukce kruzitkem a pravitkem
(bez méritka) (anglicky |Compass and straightedge constructions). Ne kazdou geo-
metrickou tlohu lze fesit pomoci téchto konstrukci, viz napt. kvadratura kruhu,
zdvojent krychle a trisekce uhlu. Nemoznost vyftesSit tyto tfi tlohy pouze uzitim
kruzitka a pravitka byla dokazana az v 19. stoleti, po vytvoreni nalezitého ma-
tematického aparatu. Nemoznost eukleidovské konstrukce zdvojeni krychle a tri-
sekce uhlu dokazal |Pierre Wantzel v roce 1837. Nemoznost eukleidovské konstrukce
kvadratury kruhu pak vyplynula z dikazu transcendentnosti ¢isla 7, ktery podal
Ferdinand von Lindemann v roce 1882.

1

aziom — zdkladni véta, poucka, zésada, kterd se prijiméa a bez ditkazu povazuje za pravdivou: log., mat. tvrzeni
deduktivni teorie prijaté bez dukazu; Akademicky slovnik cizich slov, Academia, Praha, 2001

2postuldt — princip, pozadavek nebo tvrzeni uréité védecké teorie piijaté bez diikazt a tvorici jeji vychodisko: log.
axiom; Akademicky slovnik cizich slov, Academia, Praha, 2001
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Nékteré preklady Zakladt uvadéji jenom 4 postulaty. Postulat o rovnobézkach pak
radi mezi axiomy, jako XI. nebo XII. Soustava axiomil eukleidovské geometrie tak
neni jednoznac¢né urcena. Téchto soustav miize byt vice a mohou se liSit podobou
axiomtl i jejich po¢tem. Co je v jedné soustavé axiomem, muze byt v jiné soustave
vetou deduktivné odvozenou. Béhem historie interpretace Eukleidovych Zakladt
tak vznikla napriklad celd fada vét ekvivalentnich s postulatem o rovnobézkach, viz
str. 118

Soustava axiomu eukleidovské geometrie predstavend v Zakladech neni vytvorena
prilis disledné a trpi nékterymi logickymi nedostatky. Napravu ucinil az David Hil-
bert (1862 - 1943) na pielomu 19. a 20. stoleti. Svou predstavu, ze v logicky dokonale
vystavéném systému axiomil v podstaté ztraci smysl ptivodni vyznam jednotlivych
pouzitych pojmi, vyjadril znAmym vyrokem:

,VZdy musime byt schopni misto body, primky a roviny rikat stoly, Zidle a
pullitry. “

Tim se otevira cesta k riznym modelim abstraktni geometrie. Zanedlouho si uvedeme
napriklad [Poincarého model nebo [ Beltramiho—Kleinuv model.

PoZzadavky na soustavu axiomii:

1. Bezespornost — z danych axiomt nelze odvodit zaroven V i —=V.

2. Nezdvislost — zadny z axiomu soustavy by nemél byt logickym dtisledkem ostat-
nich (soustava by tedy neméla obsahovat zadny zbyteény axiom).

3. Uplnost — vSechny modely odvozené ze soustavy axiomti jsou vzajemné izo-
morfni, tj. plati v nich stejné véty.

14.1 Hilbertova soustava axiomu eukleidovské geometrie

Axiomy této soustavy lze rozdélit do nasledujicich péti skupin (v zévorce je vzdy
uveden symbol, nebo vice symboli, pro pfislusnou skupinu axiomu):

e axiomy incidence (I),

a. usporadani (U),

a. shodnosti (S),

a. spojitosti (A, C, D),

e axiom rovnobéznosti (R).
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I. Axiomy incidence I

I1: Dva ruzné body maji spoleé¢nou jednu primku.

I2: Primka obsahuje aspon dva ruzné body.

13: Existuje aspon jedna trojice ruznych bodu, které nepatii téze
primce.

I4: Jestlize tFfi body nepatfi jedné pfimce, potom patri jediné
roviné.

I5: JestliZze dva ruzné body primky p lezi v roviné p, potom
vSechny body pifimky p lezi v p.

16: Jestlize prunik dvou rovin neni prazdny, obsahuje aspon dva
navzajem ruzné body.

I7: Existuje aspon jedna ¢tverice bodii, které nelezi v téZe roviné.
I8: Rovina obsahuje aspon jeden bod.

Definice 28. T7i body, které lezi na téze primce, nazjvame kolinearni.
PRIKLAD 14.1. Uitim aziomd I dokazte ndsledujici véty:

Véta 57. Pruntkem dvou ruznych rovin, ktere maji spolecny aspon jeden bod, je
primka.

Dukaz. 16 — I1 — I5 ]

Véta 58. 1711 nekolinedarni body jsou navzdjem rizne.

Dikaz. A= B = C nebo A = B # (' vede ke sporu [

MODELY GEOMETRIE [I]

Tj. modely geometrie zalozené pouze na axiomech incidence.

e M1: Minimalni model

— CtyTi body,
4

2) = 6 neusporadanych dvojic ze Ctyr

— Sest primek (protoze existuje <
prvki),
— Ctyfi roviny (protoze existuje (3) = 4 neusporadanych trojic ze Ctyr

prvki).
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e M2: Poincarého model

Je tvoren vnitFfnimi body poloprostoru omezeného rovinou w. Rozlisujeme zde

pfimky a roviny prvého a druhého druhu (viz Obr. @2]). P¥imka prvého druhu je
tvorena vnitinimi body poloptimky kolmé na rovinu w, pfimka druhého druhu
je tvorena vnitinimi body polokruznice kolmé k roviné w a se stfedem v roviné
w. Rovina prvého druhu je tvofena vnitinimi body poloroviny kolmé na w a
rovina druhého druhu potom odpovida vnitinim bodim polokoule se stfedem

v w. Incidence je eukleidovska.

Rovina 1. druhu

Rovina 2. druhu

Pfimka 1. druhu

Bod

Ptimka 2. druhu

Obrazek 42: Poincarého model

e M3: Beltramiho—Kleinuv model

Tvofen vnitinimi body koule. Pfimku reprezentuji vnitini body tétivy koule a

rovinu vnitini body jejiho ,rovinného® rezu
dovska.

Piimka

(viz Obr. [43)). Incidence je euklei-

Obrazek 43: Beltramiho-Kleintv model
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Oba uvedené modely M2 a M3 maji i své rovinné varianty, viz Obr. [44] 45 Ro-
vinny ptripad Beltramiho—Kleinova modelu se ¢asto uvadi jenom pod nazvem Kleiniv
model, ptipadné Kleiniv diskovy model.

Poznamka. Modely M2, M3 nejsou modely eukleidovské geometrie, nespliuji axiom
rovnobéznosti (viz Obr. [44], 45]). Vidime, Ze v obou pfipadech existuje vice nez jedna
rovnobézka s p, tj. primka, kterda prochazi bodem A a nemé s danou pifimkou p
zadny spoleény bod. Piimky a, b jsou hrani¢ni primky.

a

O O O O

Obrazek 44: M2: Axiom rovnobéznosti

Obrazek 45: M3: Axiom rovnobéznosti

e M4: Aritmeticky celociselny model planimetrie

— bod = usporadané dvojice celych ¢isel [x,y] € Z,

— primka = body splnujici rovnici ax + by +c =0, a,b,c € Z.

Poznamka. Stejné muzeme definovat model racionélni (tj. [z,y] € @, a,b,c €
Q) ¢ reédlny (tj. [z,y] € R, a,b,c € R).

112



II. Axiomy usporadani U

Tyto axiomy se tykaji vlastnosti ,bod lezi mezi jinymi dvéma‘.

U1: Jestlize bod B lezi mezi body A, C, jsou A, B, C t¥i razné body
na primce a plati téz, Ze B lezi mezi body C, A.

U2: Jestlize A, B jsou dva navzajem ruzné body, potom existuje
na primce AB aspon jeden bod C' takovy, ze bod B lezi mezi body
A C.

U3: Ze tri raznych bodu A, B, C lezicich na té samé primce lezi
nejvyse jeden mezi ostatnimi dvéma.

U4: (Paschuv axiom) Jsou-li A, B,C tfi nekolinearni body a
primka p, ktera témito body neprochazi, obsahuje jisty bod mezi
body A,C, potom piimka p obsahuje bod mezi A, B nebo mezi
B,C.

PRIKLAD 14.2. Uitim aziomd I, U dokaste ndsledujici véty.

Véta 59. Mezi dvema riznyma body leZi aspon jeden bod.

Dikaz. I3 — U2 — U2 — U4 ]

Véta 60. Na kaZdé primce existuje nekonecnée mnoho bodii.

Geometrie [IU] se nazyva téz geometrie polohy

Modely s kone¢nym poctem prvki nemohou spliiovat axiomy usporadani. Proc¢?

(Reseni: Podle I3, I1 existuje v takové geometrii vZdy aspoii jedna pifmka, tj. podle
U2 nekone¢né mnoho bodii)

MODELY GEOMETRIE [IU]:

e Poincarého model

Usporadani plati ve smyslu eukleidovském.

e Beltramiho - Kleinuv model

Usporadani plati ve smyslu eukleidovském.

e Aritmeticky racionalni model planimetrie

OTAZKA: Pro¢ jiZ nestaci aritmeticky celociselny model?
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III. Axiomy shodnosti S

Tyto axiomy se tykaji metrickych vlastnosti. Formuluji zakladni vlastnosti shodnosti
usecek.

S1: Je-li AB = CD, potom A # B,C # D. Pro kazdé dva ruzné
body A, B plati AB = BA. (Shodnost se tykd pouze dvojic riznich
bodi.)

S2: Necht AB je tisecka, C'D polopfimka. Potom existuje jediny
bod E polopfimky CD, pro ktery plati AB = CE. (Nandsend usecky
na poloprimku.)

S3: Jestlize AB=CD a CD = EF, potom AB = EF. (Tranzitivnost
shodnosti.)

S4: Jestlize bod C lezi mezi body A, B, bod ¢’ mezi body A’, B’
a jestlize plati AC = A'C',BC = B'C’, potom plati AB = A'B’.
(Graficky soucet dvou usecek.)

S5: Necht jsou ABC,A'B'K dvé trojice nekolinedrnich bodu a
necht AB = A’B’. Potom existuje jediny bod C’ poloroviny A'B'K,
pro ktery plati AC = A'C’, BC = B'C'".(Prenesend trojuhelnika k dané
usecce do dané poloroviny.)

S6: Necht jsou ABC, A’B'C’ dvé trojice nekolinearnich bodu, pro
které plati AB = A’B', BC = B'C',CA = C'A’'. Necht dale lezi bod
P mezi body A, B a bod P’ mezi body A’, B’ tak, ze AP = A'P’.
Potom CP = C'P'.

PRIKLAD 14.3. UZitim aziomd S dokazte, Ze shodnost se tiykd neuspofddanijch
dvojic bodui.

Dikaz. S1: AB=CD,CD = DC, S3: AB = DC []
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IV. Axiomy pohybu S5*

Axiomy zaloZzené na aziomatickém pojmu shodné zobrazeni (premistént).

S*1: Lezi-li bod C' mezi body A, B a jsou-li A, B’,C’" obrazy bodu
v premisténi, lezi bod ¢’ mezi body A, B'.

S*2: Jestlize je poloprimka v premisténi samodruzna, je kazdy
jeji bod v tomto premisténi samodruzny.

S*3: Necht jsou ABC, A’K L dvé trojice nekolinearnich bodu. Exis-
tuje jediné premisténi v roviné, které prevadi bod A do bodu A4’,
polopfimku AB do polopfimky A’K’ a polorovinu ABC do polo-
roviny A'K L.

S*4: Jestlize jsou A, B dva ruzné body, potom existuje aspon jedno
premisténi, které prevadi bod A do bodu B a bod B do bodu A.
S*5: Jestlize je Z/BAC duty tuhel, potom existuje aspon jedno pie-
misténi, které prevadi polopirimku AB do polopiimky AC a polo-
primku AC do poloprimky AB.

S*6: SloZzenim dvou premisténi vznikne premisténi.

S*7: Identita je premisténi.

S*8: Inverzni zobrazeni k premisténi je premisténi.

S*6, 5*7,5*8 - vSechna premistént tvori grupu

Véta 61. Abstrakini geometrie [IUS], [IUS*] jsou totozné, tj. skupiny axiomu S, S*
jsou ekvivalentni.

MODELY GEOMETRII [TUS], [TUS"]:

e Model planimetrie - zobrazeni inverzni ke stereografické projekci.

e Aritmeticky model redlny OTAZKA: Pro¢ jiZ nestac? aritmeticky raciondlni
model?

e Beltramiho—Kleinuv model

Zavedeni neeukleidovské vzdalenostt v Beltramiho—Kleinové modelu:
Vzdalenost bodu B od bodu A (viz Obr. d6]) definujeme vyrazem |In (UV BA)|,
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kde U,V jsou krajni body tétivy, na které lezi body A, B, a (UV BA) je dvoj-
pomér bodu U,V,B,A. Je zrejmé, ze pokud se bod B blizi hranici kruhu,
jeho vzdalenost od A se blizi nekonec¢nu. Pouzitim logaritmu dvojpoméru misto
pouhého dvojpoméru je zajisténa moznost s¢itani vzdalenosti. Uvazujme body
A, C, B dle Obr.[6. Potom pro pfislusné dvojpoméry plati (UVCA)-(UVBC) =
(UV BA), zatimco pro jejich logaritmy plati

In(UVCA) + In(UVBC) = In(UV BA),

coz koersponduje s nasi predstavou o moznosti s¢itani vzdalenosti. Absolutni
hodnota zase zaruci nezavislost vzdalenosti dvou bodii na jejich poradi, protoze,

kdyz (UVAB) = (UVBA)™' = (VUAB)~' = (VUBA), potom
'In (UVAB)| = |In (UVBA)| = | In(VUAB)| = | In (VUBA)|.

Pro takto definovanou vzdalenost bodt, je potom délka tsecky UV vlastné
nekonecna. Dobre tak hraje roli primky.

Obréazek 46: Vzdalenost bodt v Kleinové (Beltramiho—Kleinové) modelu

V. Axiomy spojitosti A, C, D

Souviseji s hledanim odpovédi na otazky: Lze zmerit kaZdou usecku? Fxistuje ke
kazZdému cislu odpovidajici usecka?

Archiméduv axiom

A: Jsou dany usecky AB,CD. Na polopfimku AB postupné nana-
sime usecku C'D a dostaneme body Py, P, ..., P,, P,,1. Potom exis-
tuje takové n € N, Ze bod P,.; nelezi uvnitt AB.
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Cantoruv axiom (axiom tplnosti)

C: Prunik posloupnosti tise¢ek do sebe zarazenych je neprazdny.

Véta 62. Jestlize prunik posloupnosti usecek do sebe zarazenych neobsahuje Zadnou
usecku, je tento prunik mnozZinou s jednim bodem.

Diikaz. Dokézeme sporem []

Véta 63. V geometrii [[USAC] je kazZdé kladné cislo velikosti néjaké isecky.

Axiomy A, C lze nahradit jedinym axiomem D:

Dedekinduv axiom

D: Kazdy omezeny konvexni Gitvar na primce, ktery obsahuje aspon

dva ruzné body, je tsecka (pfipadné s vynechéanim jednoho nebo obou
krajnich bodu).

ABSOLUTNI GEOMETRIE [IUSAC], [IUSD]:

Jedna se o spolecny zaklad eukleidovske i neeukleidovské geometrie.

VI. Axiom rovnobezZnosti R

Obrazek 47: Rovnobézky v Kleinové modelu

Rovnobézkami budeme rozumét dvé primky v téze roviné, které nemaji spolecny
bod. Jak bylo uvedeno na str. 12|, existuji geometrie, v nichz bodem nelezicim na
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primce prochazi vice rovnobézek s touto primkou. Potom mtizeme tyto rovnobézky
rozlisit na tzv. soubezky a rozbézky. Soubézkami nazyvame , mezni“ primky ze svazku
rovnobézek prochézejicich bodem A. Napiiklad v Kleinové modelu na Obr. 47 jsou
soubézkami ptimky a a b, ostatni rovnobézky jsou rozbézkami (tj. vypliuji vrcholové
thly, jejichz rameny jsou soubézky).

Neéktere vety absolutni geometrie:

Véta 64 (Legendrova). Jsou-li ¢isla «, 3,7 velikosti vnitinich dhli trojuhelniku
ABC, plati oo+ 6+ v < 7.

Véta 65. Jestlize je p libovolna primka, A bod, ktery na ni nelezi, potom bodem A
prochazi aspon jedna rovnobézka s primkou p.

Axiom rovnobézZnosti

R: Necht p je libovolna piimka, A libovolny bod, ktery na ni neleZi.
Potom bodem A prochazi nejvyse jedna rovnobézka s primkou p.

Tento axiom je ekvivalentni s Eukleidovym patym postulatem uvedenym na str. [108].
Ten se jevi tak samoziejmy, ze byl dlouho povazovan za pouhy diisledek predchozich
ctyT postulati. Snahy o jeho odvozeni z téchto postulatt vsak vedly vzdy jenom k
jeho novym formulacim (nékteré viz nize). Diikazem toho, Ze axiom rovnobéZznosti je
skutecnym axiomem a nikoliv diisledkem jinych axiomt, bylo az objeveni existence
geometrie [IUSDnonR] (Lobacevskij), ktera se ukazala jako logicky bezesporna. R a
zaroven nonR nemiize byt totiz disledkem axiomt IUSD, jsou tedy na nich nezavislé.

[IUSDR] = eukleidovska geometrie
[IUSDnonR| = hyperbolicka (Lobacevského) geometrie

Neékteré véty ekvivalentni s R

e Existuje aspon jeden eukleidovsky trojuhelnik.

e Existuje duty uhel takovy, ze kazdy jeho vnitini bod néalezi tsecce, jejiz krajni
body lezi na ramenech tohoto thlu.

e Pythagorova véta.

e Kazdé dvé kolmice ke dvéma riiznobézkam jsou rtiznobézné.
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e Soucet vnitfnich hla ve ¢tytuhelniku je 27.
e Kazdému trojuhelniku lze opsat kruznici.

e Eukleidiiv paty postulét (viz str. I08).

Poznamka. Jak bylo uvedeno vyse, objeveni ekvivalence uvedenych vét s axiomem
R je vysledkem snah o odvozeni R z ostatnich axiomti. Vice o historii téchto pokust
najde zdjemce naptiklad v [7] a [9].
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