5 Skladani afinnich zobrazeni

Necht f7 je afinni zobrazeni prostoru A do A’, f5 afinni zobrazeni prostoru A’ do A”.
Jestlize kazdému bodu X € A jev f; pfifazen bod f1(X) € A" abodu f;(X) pfifazen
bod f5[f1(X)] € A”, fikdme, Ze zobrazeni f prfifazujici bodu X bod f5[f1(X)] vzniklo
slozenim zobrazeni f; a fy. Zapisujeme f = fo - f1, f = fof1 nebo f = fo(f1(X)).

Véta 7. SloZenim dvou afinnich zobrazeni fi, fo vznikne afinni zobrazeni f. Zob-
razeni p asociované k f wvznikne sloZenim zobrazeni i, s asociovanych po rTadé

k f17f2-

PRIKLAD 5.1. V prostoru Es jsou ddany dvé stiedové soumérnosti S a O. Urcete
zobrazeni Z1 = SO a Zy = OS.

PRIKLAD 5.2. V prostoru E,, je ddno posunutiT a stiedovd soumérnost S. Urcete
zobrazeni Z1 =TS a Zy = ST.

5.1 Afinni grupav A,

Véta 8 (Inverzni zobrazeni). UvaZujme afinni zobrazeni f afinniho prostoru A,
na afinni prostor A, . Necht je toto zobrazeni navic prosté (prostory A,, Al maji
stejnou dimenzi, tj. m = n). Pak k zobrazeni f existuje zobrazeni inverzni {1, které
je rovnéz afinnim zobrazenim.

Diikaz. Jsou-li B, C', D’ tii kolinearni body v prostoru A/ a plati (B, C’, D’) = ),
uvazujme vzory B,C bodu B’,C’ pii zobrazeni f a na jimi urcené piimce BC
zvolme bod D tak, Ze délici pomér (B,C, D) = X. Pak bod f(D) lezi na piimce
B'C" = f(B)f(C) a plati (B',C’, f(D)) = A. Protoze také (B',C', D) = A, je
f(D) = D’ a délici pomér (B',C", D) = (B,C, D). O

Jak vime, pojmem ,afinita® se rozumi ,vzajemné jednoznac¢né zobrazeni prostoru
A, na sebe", tj. specialni ptipad afinniho zobrazeni, kdy prostory A,, a A/ splynou.

Véta 9. Vsechny afinity prostoru A, tvori pri obvyklem skladani grupu, tzv. ,afinni
grupu prostoru Ay “.

Dikaz. Slozenim dvou afinit prostoru A, vznikne opét afinita prostoru A,,. K afinité
[ existuje inverzni afinita f~! (viz Vétal). Neutralnim prvkem je potom identita.
]
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5.2 Souvislost mezi skladanim afinnich zobrazeni a nasobenim matic

Pro zjednoduseni budme uvazovat pouze linedrni zobrazeni. To jsou afinni transfor-
mace s nulovym vektorem posunuti, tj. v rovnicich (23) maji by = by = 0.

PRIKLAD 5.3. Jsou ddna linedrni zobrazent f, g :
AN RH R MR ENI RN
Y c d Yy Y C D Y
Urcete matici M sloZeného zobrazeni
SR H
Resend: Uvazujme situaci znazornénou na Obr.[I3. Bod X[z, y] je afinitou f zobrazen

x [ X,

Xl
Obrazek 13: Skladani afinit f a g v roviné

na bod Xi[z1, 1], ten je pak afinitou g zobrazen na bod X'[z’,1/]. Tuto skute¢nost
muzeme zapsat rovnicemi

f X1 a b X g / x! A B 1
X = Xy = . X=X | = : ;
' [m] {cd] {y] ' {y] {C D] [m]

1

odkud po dosazeni za [ ] z prvni rovnice do druhé dostavame

v [I-[A8) [0} e

Skladani afinit znazornéné Obr.[I3 ale mizeme zapsat i pomoci rovnic. Plati

< 8
e

= b /:A B
T ar + 0y X11>X’: a:, ry + U1

f
X = X )
L vy = cr + dy’ y = Cxy + Dy

Potom po dosazeni za x1 a y; z prvni soustavy rovnic do druhé dostaneme

¥ oy v = A(ax+by) + B(cx+dy) = (Aa+ Be)r + (Ab+ Bd)y
"y = Clax+by) + D(cx+dy) = (Ca+ Dc)x + (Cb+ Dd)y’
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po prepsani do maticového tvaru

of v | 2| | Aa+Bc Ab+ Bd T
XA {y’}_{CajLDc cb+Dd| |y (55)
Z porovnani (54) a (BH) je ziejmé, Ze pro matici M sloZené afinity g - f plati:

A B}.{a b]_{AajLBc Ab+Bd]

c Dl |ed Ca+ De Cb+ Dd (56)

|

Rovnost (B6]) tak pfinasi znamy algoritmus pro nasobeni dvou matic.

PRIKLAD 5.4. Resend piikladul5.3 vyuZijte ke zdivodnénd skutecnosti, Ze skldddni
afinit v roviné neni komutativni. Zobecnéte na E,.
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