8 Krivky v Fj

Diferencidlni geometrie vyuziva ke studiu ktrivek a ploch metody diferencidlniho poctu. Nyni se se-
znamime s vybranymi pojmy a postupy diferencialni geometrie prostorovych ktivek.

8.1 Popis krivky

Krivku v prostoru F3 budeme popisovat parametricky, stejné, jako popisujeme primku. Kfivku tak
chapeme jako mnozinu bodt

X = [a(t), y(t), 2(1)], (22)
kde parametr ¢ probihd né&jaky interval I. Pfitom pfedpokladame, ze funkce x(t),y(t) a z(t) maji
spojité derivace fadu aspon r > 1 a jejich prvni derivace podle ¢, které znacime ,y, 2, nejsou pro
zédné t € I vSechny rovny nule (tj. X (¢) # 0 pro vSechna t € I).

Konkrétni bod krivky tak dostaneme dosazenim konkrétni hodnoty za parametr .

Rovnici (22), kterou mizeme strucné zapsat jako X = X(t), nazyvame bodovou rovnici kiivky k.
Pokud misto bodu X kiivky uvazujeme jeho privodi¢ (téz polohovy vektor nebo rddiusvektor) I,
muzeme kiivku zapsat rovnici

7= (2(t), y(t), 2(1)), (23)

kterou nazyvame rovnici vektorovou. Pokud rovnici (22]), resp. rovnici (23] rozepiSeme po souradni-
cich, dostaneme parametrické rovnice krivky k

:U:a:(t),y:y(t),z:z(t). (24)

Poznamka. Derivaci podle parametru kiivky znac¢ime teckou, prvni derivaci jednou teckou, druhou
o . . . , . dr . d*x
derivaci potom dvéma teckami. Plati tedy = = a T = R

Bod kfivky, v némz nejsou vSechny derivace z, 7,2 zaroven rovny nule a jemuz odpovida jedina
hodnota ¢ € I (tj. neexistuji dvé rizné hodnoty ¢, jimz by odpovidal tento jeden bod), nazyvame
requldrnim bodem kiivky. Kazdy bod, ktery nespliuje tato kritéria, nazyvame singuldrnim bodem.
Pokud néktery bod prislusi nékolika riznym hodnotadm ¢ € I, nazyvame ho vicenasobnym bodem.

Prikladem prostorové krivky je sroubovice
xr =acost, y=asint, z = bt; t € (—o00,00), (25)

kde a,b € R; a je polomér valcové plochy, po niz se sroubovice odviji, b je tzv. redukovana vyska
zavitu (vyska jednoho zavitu je rovna 27b).

1
PRIKLAD 8.1. Zobrazte sroubovici danou bodovou rovnici X = [2cost, 2sint, §t] pro t €
(—2m,3m).

Reseni: Pouzijeme program GeoGebra, konkrétné jeho prostiedi Graficky ndhled 3D. Do vstupniho
fadku zadame piikaz Krivka[2 cos(t),2 sin(t), 1/2 t,t,-2 pi,3 pil. Vysledek viz Obr. [48
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Obrazek 48: Zobrazeni sroubovice v GeoGebre

PRIKLAD 8.2. Zobrazte Vivianiho kfivku, danou bodovou rovnici X = [1+cost,sint,2sint/2],
pro t € (—2m, 2m).

8.2 Tecna krivky

Pti zapisu tecny kiivky k& dané rovnici X = X (¢) v bodé X () pouzijeme parametrické vyjadieni
ptimky. Teénu chapeme jako ptimku danou bodem X (ty) a smérovym vektorem () (ktery nazy-
vame tecngm vektorem kiivky k v bodé X (to)), viz Obr. @9 Parametrické vyjadieni teény kiivky k
v bodé X (ty) ma potom tvar

X = X(ty) + ai(ty); o € R, (26)

kde « je redlny parametr.

Obréazek 49: Te¢na kiivky k v bodé X (o)

PRIKLAD 8.3. Napiste rovnici tecny sroubovice X = [acost,asint, bt] v bodé X ().
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Reseni: Nejprve vyjadiime potfebné prvky rovnice: X (7) = [—a,0,br], @(t) = [—asint,acost,b],

i(m) = [0, —a, b]. Piislusnou teénu potom mizeme zapsat parametrickou rovnici X = [—a,0, br| +
a0, —a,b]; a € R, bodovou rovnici X = [—a, —aa,br + ab] (vektorovou zapiSeme analogicky),
pripadné parametrickymi rovnicemi x = —a, y = —a«a, z =br + ab;a € R.

Poznamka. Kiivku, kterd ma v kazdém bodé jedinou tecnu spojité se ménici s parametrem, nazy-
vame hladkou. Stejnym zptisobem miizeme zavést pojem hladkd c¢dst dané kiivky. Pokud se krivka
sklada z hladkych ¢asti, nazyvame ji kiivkou po castech hladkou. [13]

8.3 Oskulac¢ni rovina

Ktivku v prostoru Fj3 si mizeme piedstavit jako trajektorii hmotného bodu. Jeho pohyb je tak popsan
(vektorovou) rovnici kiivky & = &(t). Pfitom vektor Z(t) chapeme jako wvektor okamzité rychlosti v
¢ase t, ktery ma vzdy smér tecny (je to tecny vektor krivky). Vektor Z(t) potom predstavuje vektor
okamzitého zrychleni v case t. Poc¢atecnim bodem obou téchto vektori je pfislusny hmotny bod
(tj. bod kiivky). Pokud jsou vektory Z(t) a #(t) linearné zévislé, nazgvame piislusng bod kiivky
inflexnim bodem. V ostatnich bodech, které nazyvame neinflexn, jsou tyto vektory linearné nezavislé.
Kazdému neinflexnimu bodu X (o) kfivky k tak miizeme piifadit rovinu, kterd je ur¢ena timto bodem
a ruznobéznymi vektory Z(to), Z(ty). Tuto rovinu nazyvame oskulacni rovinou kiivky k v bodé X (ty),
znacime ji 7, viz Obr. B0

1
Obrazek 50: Oskulaéni rovina 7 Sroubovice X = [2cost, 2sint, 575] v bodé X (27)

Poznémka. V pipadé roubovice na Obr. 50 je vektor Z(t) kolmy na tecny vektor #(t). Pozname-
nejme, ze se jedna o specialni pripad. Obecné, v pfipadé jinych kfivek, mohou tyto vektory svirat
rozliéné thly (Vime, ze v p¥ipadé inflexniho bodu jsou rovnobézné).

Vedle tefny ¢ se smérovym vektorem Z(t) zavadime v bodé X kiivky k jesté dalsi dvé vyznacné
piimky a néasledné jesté tfi roviny témito primkami uréené, viz Obr. BIl Jednd se o pfimku n, kterd
lezi v oskula¢ni roviné 7 a je kolméa k tecné ¢, a o primku b, ktera prochazi bodem X kolmo na
7. Piimku n nazyvame hlavni normdlou kiivky k v bodé X, ptimku b potom binormdalou kiivky k
v bodé X. Rovinu pfimek n, b oznacujeme v a nazyvame ji normdlovou rovinou k¥ivky k v bodé X.
Rovinu piimek ¢, b oznacujeme p a nazyvame ji rektifikacni rovinou kiivky k v bodé X.
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Obréazek 51: Tecna ¢, hlavni norméla n, binormala b, oskula¢ni rovina 7, normalova rovina v a

1
rektifika¢ni rovina p Sroubovice X = [2cost, 2sint, §t] v bodé X (to) (to = 2m)

8.4 Oblouk krivky

Predstavme si, Ze na kiivce zvolime pevny bod X (o) (tj. bod, jemuz odpovida libovolnd, pevné
zvolend hodnota parametru tq). Délku kiivky méfenou od tohoto bodu nazyvame obloukem krivky,
viz oblouk s na Obr. (2] (ukazuje se, Ze je vyhodné pouzit oblouk jako parametr kiivky).

S X(t)
X(tp)

Obrazek 52: Oblouk kiivky &

V definici oblouku tak figuruje zndmy vztah z integralniho poctu pro vypocet délky kiivky (nase
kiivka k) mezi dvéma body (v nasem pfipadé se jedna o body X (t) a X (t)).

Definice 10 (Oblouk kiivky). Predpokladejme, Ze krivka k je dana vektorovou rovnici & = Z(t);t € 1.
Potom funkci

t t
5= s(t) / Vi wdi = / VIO + 907 + 202 dt (27)
to to
nazyvame obloukem krivky k od bodu ty € I do bodut € I.

Poznamka. Pfipomenme si ve stru¢nosti hlavni myslenku odvozeni vztahu pro vypocet délky krivky.
Oblouk s si predstavime rozdéleny na nekonecné malé elementy, kazdy z nich nahradime tseckou délky
ds (diferencial). Tuto délku potom vyjadiime vztahem ds = /da? + dy? + d22, kde dz, dy, dz jsou
odpovidajici pfirtstky (diferencidly) jednotlivych soufadnicovych funkei z(t),y(t), z(¢), viz Obr.
(jedna se vlastné o dvoji postupné pouziti Pythagorovy véty). S védomim toho, Zze uvedeny vztah

48



Obrazek 53: Nekonecné maly element oblouku s

dz?  dy? d2?

ouzijeme v kontextu urcitého integralu, formalné ho upravime do tvaruds = 4/ — + — 4+ —
oz grat, P az a2 T ae

dt,
ktery uz zietelné koresponduje s formuli 271

Oblouk se ¢asto pouziva jako parametr kiivky. K prechodu od ptivodniho parametru ¢ k novému
parametru s pouzijeme funkci s = s(t) (pouzijeme ji jako tzv. pripustnou funkci). Ta je na pfislusném
intervalu [ vzdy prosta (je rostouci). Proto k ni na I existuje funkce inverzni ¢t = t(s), kterou kdyz
dosadime do rovnice (bodové, vektorové, parametrickych rovnic) kfivky za ¢, stane se tato rovnice
z&visld na s, [I]. Tuto proceduru ilustruje nasledujici ptiklad.

PRIKLAD 8.4. Na kiivce dané rovnici X = [2cost,2sint,\/5t]; t € (—m,7) zavedte novy
parametr, ktery je obloukem.

Resenid: Nejprve uréime pripustnou funkci s = s(t):

¢
s:/ V4sint? +4cost? + 5 = 3t. (28)
0

o« . L . . , S (1 vy . . o v
Potom staci do dané rovnice Sroubovice dosadit za t vyraz — a nalezité upravit meze intervalu, v némz

se pohybuji hodnoty nového intervalu s. Dostaneme X = [2 cos %, 2sin %, \/gg], t € (—3m,3m).

8.5 Prvni kfivost krivky

Nyni budeme uvazovat, ze parametrem kfivky je oblouk s. Misto rovnice X = X (¢) tak pracujeme
s rovnici X = X (s). Pro detailni seznamenti s dusledky tohoto pfechodu, na které zde neni prostor,

1ze doporucit [I] a [13].
Z toho, jak byl oblouk zaveden, vyplyva, délka kiivky mezi dvéma jejimi body X (s1) a X(s2) je
primo rovna rozdilu s; — s1. Proto se fika, ze oblouk ,méfi kiivku®.

Pro parametr s zavedeme vektory analogické vektorim x;’(t), f(t) Pro odliseni od bézného parametru

budeme derivaci podle oblouku s misto teckami znacit ¢arkami, tj. Z'(s), @7(s).

Definice 11 (Prvni kfivost). Pro krivku k danou vektorovou rovnici ¥ = Z(s);s € I, kde s je
obloukem, nazjvdme vektor t(s) = ' (s) vektorem tecny krivky k v bodé X (s) a vektor i (s) vektorem
prund krivosti kiivky k v bodé X (s). Cislo *k(s) = |7"(s)| nazgvdme pruni kiivosti (téZ flexi) krivky
k v bodé X(s). Funkce 'k, kterd kazdému bodu krivky k pritazuje jeho krivost, je tzv. pruni kFivost
krivky.
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Poznamka. Prvni kiivost je vyznamnou charakteristikou kfivky. Jeji prevracend hodnota je rovna
poloméru oskula¢ni kruznice kfivky v prislusném bodé (oskula¢ni kruznice viz str. [51]).

Jesté poznamenejme, Ze zatimco vektor Z”(s) urcuje svou velikosti prvni kiivost kfivky, velikost
vektoru tecny #'(s) je vZdy rovna 1 (tj. vektor teény je vzdy jednotkovym vektorem) [I].

Pro vektor 2”(s) plati nasledujici véta (viz [1f, str. 200).

Véta 24. Bod krivky je inflexnim bodem prave tehdy, jestlize pruni krivost v tomto bodé je rovna nule.
Jestlize je dany bod neinflexnim bodem krivky, potom vektor pruni krivosti tohoto bodu je nenulovym
vektorem, ktery je kolmy na vektor tecny tohoto bodu.

Pokud je prvni kiivost kiivky rovna nule v kazdém jejim bodé, jedna se o pfimku nebo jeji ¢ast.

8.6 Frenettuv trojhran

Nyni zavrsime prehled charakteristik kiivky v jejim daném bodé zavedenim pojmu Frenetuv trojhran
(viz [1, str. 201) (J. F. Frenet (1816-1900), francouzsky matematik).

Definice 12 (Frenetiv trojhran). Predpokladejme, Ze X (s) je neinflexni bod kiivky k. Potom vektory

— — N f/,(s) b -, .
t(s) =2(s), 7i(s) = 37 b(s) =t(s) x 7i(s) (29)
|7 (s)]
nazyvame postupne vektorem tecny, vektorem hlavni normdly a vektorem binormaly krivky k v bodé
X (s). Usporddanou trojici vektori

—

(#(s), 71(s), b(s)) (30)

nazyvame Frenetovym trojhranem kiivky k v bodé X (s).

Poznamka. Je ziejmé, ze vektory £(s), fi(s), l;(s) jsou jednotkové a navzajem kolmé. Jejich orientace
je pritom souhlasné s usporadanou trojici jednotkovych soutfadnicovych vektord €7, és, €3. Frenettv
trojhran tvofi ortonormalni bazi. Tuto skutecnost vyuzivame v kinematické geometrii pii popisu
pohybu v trojrozmérném prostoru.

Véta 25 (Frenetovy vzorce). Pro vektorové funkce t, i, I;, které urcuji v kaZdém bode krivky k
prislusny Frenetiv trojhran, plati ndsledugjict vztahy (tzv. Frenetovy vzorce):

7 = Vet
i = =Ykt +2kb, (31)
Vo= 2k,

kde redind funkce 'k je proni krivost krivky k a redlnd funkce 2k je tzv. druhd kiivost (téZ torze)
krivky k.

Pozniamka. Prvni kiivost 'k jsme definovali na str. @9, pojem druhé krivosti 2k je vSak zaveden az
vyse uvedenymi Frenetovymi vzorci ([BI]). Zatimco prvni kfivost vyjadiuje miru vychyleni kfivky od
tecny, druhou kfivost mizeme chapat jako miru pro odchyleni (vykrouceni) kiivky z jeji oskulacéni
roviny [1].

Jestlize ma kiivka bez inflexnich bodd v kazdém svém bodé druhou kiivost rovnou nule, jedné se

o rovinnou kfivku. Poznamenejme, Ze v pripadé takovéto krivky jsou Frenetovy vzorce obzvlasté
jednoduché: ¥ =' ki, i’ = —1kt.
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8.7 Oskulac¢ni kruznice

Pro snazsi zavedeni pojmu oskulacni kruznice nejprve pojedndme o povaze styku (dotyku), ktery
mohou mit dvé kiivky ve svém spole¢ném bodé. Hovorime o styku ¢—tého fadu (ekvivalentné o styku
(¢+1)—bodovém). Pro minimélni ¥ad styku je uréujici nejvyssi fad derivace rovnic obou kiivek, ktera
je pro né spolecna.

Uvazujme kfivky k., o rovnicich k = k(s), I = I(s). Potom nutnou a postacujici podminkou, aby
mély ve spolecném bodé X (sg) (tj. odpovidda mu hodnota parametru sg) styk nejméné g—tého radu
(tj. styk (¢ + 1)—bodovy), je splnéni rovnic

k(so) =1(so), K'(s0)=1(s0), ...,kD(sg) =19 (s0). (32)

Dvé protinajici se kiivky k, ! maji styk nultého ¥adu, tj. jednobodovy, protoze pro né plati k(s) = I(s),
ale k'(s) # U'(s).

Dvé kiivky, které maji ve spole¢ném bodé spole¢nou tecnu (u prostorovych kiivek také tené roviny),
maji v tomto bodé styk nejméné prvniho fadu, tj. dvojbodovy. Vice o styku dvou kiivek viz [13].

Definice 13 (Oskula¢ni kruznice). KruZnici m nazgvdme oskulacni kruznici krivky kv jejim bodé
Xo, jestlize maji obé krivky v bodé X, styk alespon druhého radu.

Vlastnosti oskula¢ni kruznice specifikuje nasledujici véta (viz [, str. 210).

Véta 26. Necht X, je neinflexni bod krivky k. Potom existuje prdvé jedna oskulacni kruZnice m
krvky k v bodé Xy a md tyto vlastnosti:

1. Kruznice m lezi v oskulacni roviné krivky k v bodée Xy, prochdzi bodem Xy a mad v ném s krivkou
k spolecnou tecnu.

2. Polomeér kruinice m je roven prevrdcené hodnoté proni kiivosti 'k krivky k v bodé X,.

3. Stred oskulacni kruznice lezi na hlavni normdle sestrojené ke krivce k v bodé Xy, a to na
poloprimce urcené bodem Xy a vektorem normadly tohoto bodu.

Dikaz. Viz [1], str. 210. O

o1



