7 Vybrané véty projektivni geometrie

7.1 Pappova véta o Sestitthelniku

Nasledujici vétu poprvé dokazal |[Pappos z Alexandrie kolem roku 300 n. 1. Jeji vyznam pro zaklady
projektivni geometrie byl vSak rozpoznan az v 17. stoleti, [2].

Véta 20 (Pappova véta o Sestitthelniku). Jestlize A,C, E je trojice kolinedarnich bodi leZicich na
primce k a B, D, F je dalsi trojice kolinedrnich bodu tentokrat leZicich na l, a jestliZe se primky
AB,CD, EF protinaji v uvedeném potadi postupne s primkami DE, F A, BC, potom jejich pruseciky
P=ABNDE,Q=CDNFAaR=FEFNBC leziv primce (viz Obr.[39, primka p, tzv. Pappova
primka).

Diikaz. Vétu zde uvadime bez dikazu. Pékny dikaz s vyuzitim Menelaovy véty| je publikovan v [2].
O

Obrazek 39: Pappova véta o Sestitthelniku

,Projektivni charakter” véty R0l spoc¢iva v tom, Ze pojednava Cisté jenom o incidenci, bez jakékoliv
zévislosti na délkach tsecek a velikostech uhli, i bez ohledu na uspotéadani bodt (viz Obr. [40).

Obrazek 40: Pappova véta o Sestitthelniku, jina usporadani vrcholi
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7.2 Sestitthelnik

Vyse uvedend véta je deklarovana ve spojeni s Sestitthelnikem. Je otazkou, s jakym. Jedna se
o Sestitthelnik ABCDEFGH (ze jsou jeho vrcholy ,zpfehdzené“ a nejdou pékné ,dokola“, jak jsme
zvykli, to nevadi). Body P, @), R pak mtZzeme interpretovat jako pruseciky ,protilehlych stran“ tohoto
Sestitthelniku (vice viz napf. https://en.wikipedia.org/wiki/Pappus’%27s_hexagon_theorem).

Pro¢ nas zajima pravé usporadani sesti bodt v roviné? Je znamo, ze kuzelosecka je jednoznacné
urcena péti body (viz napi. nastroj KuZelosecka dand péti body programu GeoGebra)!.

Vezmeme-li libovolnou pétici bodti, vzdycky je jimi urcena néjaka kuzelosecka. Nabizi se tak otazka,
jakou podminkou musi byt spjato sest bodi, aby vSechny lezely na jedné kuzelosecce. Takovouto pod-
minku, kterou spliuje Sest bodt lezicich na jedné kuzelosecce, objevil francouzsky matematik a filozof
Blaise Pascal (1623-1662) a uvefejnil ji roku 1640 (objevil ji ve svych 16 letech!), [6]. [Pascalové vété,
ktera o této podmince pojdenava, se budeme vénovat v nasledujici kapitole Zde si nejprve uve-
deme nékteré poznatky a dilezité pojmy souvisejici s ,organizaci® Sesti bodi do formy Sestitthelniku.

Vzhledem k vyse uvedenému je pochopitelné, ze se budeme zabyvat Sesti body na kuzelosecce (pro
nazornost se omezujeme na kruznici nebo elipsu). Sest bodt na kuzelosec¢ce, z nichz zadné tii sousedni
nelezi v pfimce, miizeme chapat jako vrcholy Sestitthelniku, ktery je kuzelosecce vepsan. UvaZujme
jedno takové rozmisténi Sesti bodi na dan€ kuZelosecce. Pokud budeme body (a jejich poradi jako
vrcholtl Sestitthelniku) rozliSovat ocislovanim 1,2,3,4,5,6, je dobré si uvédomit, ze existuje tolik
vepsanych Sestitthelniki odpovidajicich dané Sestici bodt, kolik je moznych zptsobu ocislovani (téz
miizeme Fikat pojmenovani) téchto bodi, tj. 6! = 720. Pfitom ale vzdy 12 z téchto Sestitthelnikii m4
stejny ,tvar a lis se jenom pojmenovanim vrcholt (ktery z vrcholi mé ¢islo 1 a zda pokracujeme
v zaporném ¢i v kladném smyslu, tj. 6 moznosti ,oc¢islovani vrcholi® na jednu stranu a 6 moznosti
,0Cislovani vrcholid“ na druhou stranu). Danym Sesti bodiim na kuzelosecce tak lze pfifadit 720/12 =
60 riznych Sestitthelnikt. Dva konkrétni piiklady vidime na Obr. [41]

Obréazek 41: Dva piiklady Sestitthelniku vepsaného dané elipse (pro pevné zvolené umisténi 6 bodi)

U Sestitthelniku rozlisujeme dvojice vrcholt sousednich (1-2, 2-3, 3-4, 4-5, 5-6, 6-1), stridavych (1-3,
2-4, 3-5, 4-6, 5-1, 6-2) a protilehlych (1-4, 2-5, 3-6). P¥imku spojujici dvojici protilehlych vrcholt

I Tuto skuteénost miizeme zdiivodnit napiiklad tim, Ze dvé kuzelose¢ky mohou mit nejvyse ¢tyfi spoleéné body. Pro
jejich odliseni pak potfebujeme o jeden bod navic. Dal$i moznosti je argumentovat po¢tem vstupnich idajt potiebnych
pro vypocet rovnice kuzelosecky, tj. uréeni Sesti koeficientt a, b, ¢, d, e, f v rovnici ax? 4+ bxy + cy? +dr + ey + f = 0.
Vzhledem k tomu, Ze se jedna o homogenni rovnici, vystacime se souradnicemi péti boda.
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Sestitthelniku budeme nazyvat diagondlou (14, 25, 36). Mezi stranami Sestitthelniku nas budou zaji-
mat protilehlé strany (12-45, 23-56, 34-61). Sestitthelnik ma tedy t¥i dvojice protilehljch stran a tii
diagonaly.

Ackoliv tfi sousedni vrcholy nesmi byt kolinearni, pro jiné trojice vrcholi to mozné je. Vétu
tak mtzeme preformulovat timto zptsobem: JestliZe je kaZdd trojice stridavych vrcholi sestiuhelniku
kolinearni a jestliZe se tri dvojice jeho protilehlych stran protinaji, potom jsou priseciky téchto stran

kolinedrni (viz Obr. [42).

Obrazek 42: Pappova véta pro Sestitthelnik 123456
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