3 Projektivni rozsireni I, prostoru L,

Projektivnim rozsitenim eukleidovského prostoru E, rozumime jeho doplnéni o nevlastni body. Vy-
sledny prostor zna¢ime £,,. Takovéto rozsifeni eukleidovského prostoru ndm podstatné zjednodusuje
popis a zkoumani nékterych geometrickych vztahti. Vyuziva se tieba pii vykladu perspektivy, zava-
déni kolineace nebo pri zkouméani kuzelosecek a kvadrik.

3.1 Projektivni rozsifeni roviny F,
Ptimka je urcena bud dvéma body, nebo bodem a smérem (smérovym vektorem), viz Obr. [4 Dvé

piimky v roving, které nejsou totozné, maji bud jeden spolecny bod, nebo nemaji zZadny spole¢ny
bod, ale maji spolecny smer.

Obrazek 14: Piimka je uréena bud dvéma body, nebo bodem a smérem (smérovym vektorem).

Kdybychom sméry ztotoznili s body, mohli bychom vysSe uvedena tvrzeni nahradit témito jednodus-
simi: Primka je urcena dvéma body. Dvé primky v roviné maji vidy alespor jeden spolecny bod.

Resenim je doplnéni roviny o tzv. neviastni body N, tj. body v nekonecnu, které si miizeme piedsta-
vovat jako sméry vSech piimek roviny. Disledkem zavedeni téchto nevlastnich bodt do eukleidovské
roviny je jeji doplnéni také o tzv. nevlastni primku n.,, kterd je z nevlastnich bodiu slozena.

Prvotni predstava o nevlastnim bodu piimky je takova, Ze je to bod této piimky, ktery lezi v neko-

necnu. Proto je logické, ze nevlastni bod primky ztotoZnujeme s jejim smeérem.

Definice 4 (Smér). Je-li @ libovolny nenulovy vektor, potom mnoZinu vSech vektori ki, k € R na-
zgvdme smérem, znacime (U). Libovolny vektor daného sméru pak nazgvdme reprezentantem tohoto
Smeru.

Potom mtizeme projektivné rozsiteny prostor Es chapat jako sjednoceni eukleidovského prostoru Fs
s mnozinou vSech smért (V5) (kde V5 je zaméfenim Es), tj. s mnozinou vSech nevlastnich bodi N;

Ey = Ey U N, = By U (V3).

Bodem prostoru E, tak je jak bod, tak jak jej zname (tj. vlastni bod), tak i smér (tj. nevlastni bod).

Poznamka. Kazda vlastni pfimka ma pravé jeden nevlastni bod (smér).
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3.1.1 Homogenni souiadnice v F,

Je otézka, jak reprezentovat body projektivné rozsifeného prostoru E,. Tato reprezentace by méla
byt na jedné strané jednotna, na druhé strané by vsak meéla dovolovat rozliSovat mezi body vlastnimi
(tj. body piivodniho eukleidovského prostoru Es) a nevlastnimi (tj. sméry zaméfeni V5 ptvodniho
eukleidovského prostoru Es).

Tento na prvni pohled obtizny kol elegantné fesi zavedeni tzv. homogennich souradnic. Homogenni
soufadnice v Fs jsou vysledkem projektivniho rozsifeni, to jest ztotoznéni vlastnich i nevlastnich
bodfi prostoru Fy se sméry (V3) prostoru Es. Soufadnice vektoru z Vs, ktery ukazuje na konkrétni
bod prostoru F, potom nazyvame aritmetickym zdstupcem tohoto bodu.

y
1 . U=(XUsyU50)
—_— Q ///
— \_““‘-~—~—_,_‘_ﬂ1
b -.___‘__‘_7_‘__‘_‘_
- -.___‘__‘_7_‘_%‘_
b T ———
X
1 —
S A—()(A,yAJ)
1
E2
Z

Obrazek 15: Myslenka zavedeni homogennich soufadnic.

Myslenka zavedeni homogennich soutadnic je zaloZzena na tom, ze celou projektivné rozsitenou euklei-
dovskou rovinu F, ,,umistime® do eukleidovského trojrozmérného prostoru Es, vhodné v ném zvolime
pevny bod Q a viechny body prostoru Fs ztotoznime se sméry ,,pohled@® z tohoto bodu, tj. s vektory
z vektorového prostoru V3. Mozné feseni je zachyceno na Obr. [[Al Eukleidovsky prostor Fj je zné-
zornén modrou (spodni) rovinou, ta tedy predstavuje mnozinu vlastnich bodi. Nevlastnim bodim, tj.
smérum primek z F,, potom odpovidaji vektory rovnobézné s touto rovinou. Pro zjednoduseni nasich
predstav volime umisténi vSech téchto vektort v bodé (). Nevlastni body potom vypliuji ¢ervenou
(horni) rovinu. Zvolime-li kartézskou soustavu soufadnic ,hostitelského* prostoru Fj tak, aby jeji
pocatek splyval s bodem @), osy x,y lezely v roviné rovnobézné s Fsy a osa z byla orientovana tak, ze
jeji prusecik s rovinou Fy mé soufadnici 1, jak vidime na Obr. [}, je zfejmé, ze kazdy vlastni bod X
mé v této soustavé souradnice X = (x,y, 1), kde x, y jsou kartézské souradnice bodu X v roviné Es,
zatimco nevlastni bod U ma soufadnice U = (uy, us,0). Tak se ndm podafilo dosahnout vytceného
cile. Uvedeny postup neni samoziejmé jediny. Neni napt. nutné, aby tieti souradnice vlastniho bodu
byla 1. Protoze nam jde o smér ,pohledu“ z bodu ) do daného bodu, neni nezbytné, aby vektor
tohoto sméru v pfislusném bodé koncil. Podstatné je, aby timto bodem prochazela ptimka tohoto
sméru. Obecné tak mutze byt tfeti souradnici vlastniho bodu jakékoliv nenulové ¢islo.

Pokud vsak vSechny soufadnice timto nenulovym ¢islem vydélime, dostaneme vyse uvedeny specialni
piipad homogennich souradnic, ktery také odpovida situaci na Obr. Hovorime o tzv. it afinnich
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homogennich soufadnicich. Ty nam zptisobem svého zavedeni umoznuji v pripadé vlastnich bodi
piejit k afinnim (nebo piimo kartézskym) soufadnicim v F,. V piipadé nevlastnich bodi pak k
soufadnicim p¥islusnych smérovych vektort ve V,. Pro zjednoduseni véak budeme nadéle pouzivat
pro tento typ souradnic vesmés oznaceni homogenni souradnice.

(Afinni) homogenni souradnice vlastniho bodu X € Fs:

hi h
X = (h1, ho, h3) = <h_1’ h_2’ 1> = (21,22, 1).
3 hs

(Afinni) homogenni souradnice nevlastniho bodu (sméru) Z € Ey:

J = <Zl,ZQ,O>.

Potom (x1,z5) jsou afinni (nebo rovnou kartézské) soufadnice bodu X v Es, zatimco (21, z3) jsou
afinni (nebo rovnou kartézské) soufadnice smérového vektoru z ve V5.

Rovnice p¥imky v £

V FE, existuji rizné zptisoby vyjadieni piimky, ktera je v E, ddna obecnou rovnici ax + by + ¢ = 0.
x
Uvazujeme-li homogenni soufadnice jejiho libovolného bodu X ve tvaru X = (z,y,2) = (—, g, 1),
2z z
jeji obecna rovnice je ve tvaru

ar + by +cz = 0.

Je-li pfimka ddna dvéma body A, B s homogennimi soufadnicemi A = (ay,ay,a3), B = (by, b, bs),
muzeme ji zadat pomoci rovnice

X=«a-A+p-B,

ktera vyjadiuje jeji obecny bod X jako linearni kombinaci bodi (smért) A, B. K vyjadfeni téhoz lze
vyuzit i determinant. Rovnice primky dané body A, B ma potom tvar

r oy z
ay asg ag | = 0.
by by b3

PRIKLAD 3.1. V roviné E, je dana primka 2z + 5y + 7 = 0. Vypoctéte (afinni) homogenni
souradnice jejiho nevlastniho bodu.

PRIKLAD 3.2. V roviné E, gsou ddany body A = (0,3,2), B = (2,8,2). Napiste rovnici primky
AB.

PRIKLAD 3.3. Vroviné By je A = (1,2,0), B=(1,1,-1),C = (0,1,0), D = (1,0, —3). Urcete

soutadnice priseciku primek AB a CD.
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Rovnice kuZeloseéky v F

Kuzelosecka s algebraickou rovnici ve tvaru az? + 2bxy + cy? + 2dz + 2ey + f = 0 ma v £, homogenni
rovnici
ax? + 2bxy + cy? + 2dxz + 2eyz + f22 = 0.

PRIKLAD 3.4. Vroviné Ey je ddna kuzelosecka * 4 y* 4 2xy — 6z — 4y + 2 = 0. Vypoctete
jeji nevlastni body v Es.

3.2 Zobecnéni

Myslenku projektivniho rozsifeni roviny muzeme zobecnit na prostor dimenze n. Vysledny prostor
nazyvame projektivni prostor P, a lze ho ztotoznit s mnozinou sméri (V,,41):

Pn = En = <Vn+1>

(Afinni) homogenni souradnice: X = (21, ..., Tp, Tpi1).

PRIKLAD 3.5. Napiste rovnici roviny, kterd prochdzi body A = (2,—1,1,2), B=(-1,0,0,1),C =
(~3,2,2,3).

PRIKLAD 3.6. V prostoru As urcete prisecik P primky AB s rovinou CDE; A =(0,1,0,1), B =
(~1,1,2,0),C = (0,0,0,1), D = (1,2,0,1), E = (0,2, -5, 1).

3.3 Cviceni — projektivni rozsifeni prostoru

1. V roviné je dana ptimka 2z — 3y 4+ 7 = 0. Napiste jeji rovnici v pfislusnych afinnich homogennich
soufadnicich a vypoctéte jeji nevlastni bod U.

2. V prostoru £ je piimka popsana v afinnich homogennich soufadnicich rovnicemi
21’1 -+ 31’2 — 4?[73 + 51‘4 = 0,

Tx1 — 4xy + 4wy — 42y = 0.
Vypoctéte jeji nevlastni bod U.

3. Napiste rovnici roviny, kterd v prostoru P3 prochézi body A = (2,—-1,1,2), B=(-1,0,0,1),C =
(—3,2,2,3).

4. Kazda shodnost miize byt v homogennich souradnicich vyjadrena jednou matici. Pokuste se najit
prislusné matice.

5. Urcete obrazy bodu A = [2,5], B = [—1,0] v rotaci R(S,«a); S = [1,2],« = m/3. Pouzijte matici v
homogennich soutradnicich.

6. V prostoru E5 urcete prisecik P piimky AB s rovinou CDE.
A=(0,1,0,1), B=(-1,1,2,0), C =(0,0,0,1), D =(2,0,1,1), E=(0,2,-5,1).
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7. Rovnice kuzelosecek prepiste do homogennich soufadnic a urcete jejich nevlastni body.
a) —2% + 2xy + 3y — 2r + 4y + 1 =0,

b) x? + dxy + 4y? — 4 — 8y + 3 = 0,

c) x? — by + 6y? —2xr +1=0.

8. V projektivnim prostoru P, najdéte spole¢ny bod M rovin

Ty — To + 223 + x4 — 3Bxy = 0,
23[71 + To + 43[73 + 31‘4 - 101‘5 = 0,
- 61’2 + 21’3 + 31‘4 + Ty = 0,

2¢¢ + 10z — 223 — 4xy — 625 = 0.
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