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1 Inverze

V této kapitole se nejprve seznamime s inverzi jako takovou, potom se zaméiime na jeji konkrétni
priklady, sferickou inverzi v trojrozmérném prostoru a kruhovou inverzi v roviné. Kruhové inverzi se
budeme podrobné vénovat i v pfisti kapitole. Otazka inverzi je pojednéana v [14] na str. 83-92.

Definice 1 (Inverze). Inverze se stredem S a koeficientem k (k # 0) v eukleidovském prostoru E,,
je zobrazeni mnozZiny E, — {S} na sebe, které kazdy bod X zobrazi na bod X' tak, Ze

a) pro k> 0 jsou poloprimky SX,SX' totozné, pro k < 0 jsou potom opacné,

%]

|SX|

b) |SX| =

Je zfejmé, 7e body S, X (vzor) a X' (obraz) jsou kolinearni. K urceni inverze staci zadat stred S a
dvojici bodt, napi. A, A’, ve vztahu vzor a obraz.

Poznamka. Definice inverze je na prvni pohled analogicka s definici stejnolehlosti. Definice téchto
dvou zobrazeni v eukleidovském prostoru se lisi akorat ve vztahu mezi vzdalenostmi |[SX'| a [SX].
Zatimco u stejnolehlosti je |SX'| pfimo umérna |SX| (tj. |[SX'| = k|SX|, kde  je koeficient stejno-

lehlosti), u inverze je |SX'| nepfimo umeérna |SX]| (tj. [SX'| = kde x je koeficient inverze).

[SX|

PRIKLAD 1.1. Dokaste, Ze zobrazeni v roviné, jeho? princip je naznacen na Obr. [ (kruznice
k md stred S a polomeér r; body X, X' a S lezi v primce p), spliuje definici inverze.

-
-
-
-

Q

Obrazek 1: Inverze v roviné

2
|SX]
splituje definici inverze dané stiedem S a koeficientem x = 72, kde r je polomér dané kruznice k.
Jedna se o tzv. kruhovou inverzi ur¢enou kruznici k. Tomuto zobrazeni se budeme podrobné vénovat
v kapitole 2l Tam si také uvedeme jesté jeden mechanismus pritfazeni obrazu danému bodu v kruhové
inverzi.

Resend: Z podobnosti trojuhelnikit ASX P ~ ASQX' vyplyva vztah |SX'| = Zobrazeni tak




1.1 Sféricka inverze

Nyni uvazujme trojrozmérnou variantu Obr. I, kde misto kruznice k figuruje sféra (kulova plocha)
w se stfedem S a polomérem r a misto pfimky p je dana rovina p prochazejici bodem S, kolmo na
spojnici dvou diametralné protilehlych bodt (pdla) P, @, viz Obr. 2

Obrazek 2: Inverze v prostoru — Sféricka inverze

Jednd se o tzv. sférickou inverzi uréenou sférou (kulovou plochou) w se stfedem S a polomérem 7.
Opét, tak jako v ptipadé rovinné varianty z prikladu [T neni obtizné dokazat, Ze toto zobrazeni
pritazujici bodu X € p obraz X’ € p splituje definici [Il Postup tohoto pfifazeni lze pfitom popsat
pomoci slozeni dvou zobrazeni, z nichz jedno je tzv. stereograficka projekce a druhé je zobrazeni k
této projekci inverzni.

1.2 Stereograficka projekce

Pojednani o tomto zobrazeni a jeho vlastnostech lze najit napt. v [7]. Zde je také uvedena informace,
ze se stereografickym primétem pracoval jiz kolem roku 150 pi. n. L

Obrazek 3: Stereografickd projekce


https://cs.wikipedia.org/wiki/Hipparchos

Definice 2 (Stereografickd projekce). Stereograficky primét kulové plochy je stredovgm primétem
kulové plochy pro stred promitani S leZici na kulové plose w a pro primétnu m rovnobéznou s tecnou
rovinou kulové plochy ve stredu promitani S, viz Obr.[3 [7]

Poznamka. Pramétna 7 se vétsinou voli tak, jak je zndzornéno na Obr. B tj. prochazi stfedem O
kulové plochy kolmo na pfimku OS.

Stereografickd projekce ma dvé dilezité vlastnosti:

(1) Kruznice kulové plochy w se promitaji opét do kruznic, viz Obr. [

Obrazek 4: Obrazem kruznice je opét kruznice

(2) Uhel dvou kiivek kulové plochy w se u jejich obrazii zachovava (zobrazeni, kterad zachovévaji
velikost thlu nazyvame konformni), viz Obr. B

Obrézek 5: Velikost tthlu se zachovava



1.3 Vybrané vlastnosti sférické inverze

Podivame-li se zpét na Obr. [ vidime, Ze sférickou inverzi 1ze slozit ze dvou zobrazeni. Bod X se
nejprve zobrazi na bod X; prostfednictvim inverzniho zobrazeni ke stereografické projekci z bodu P
na rovinu 7, potom se bod X; zobrazi na X’ ve stereografické projekci z bodu () na rovinu 7.

Inverze je involutorni zobrazeni, to znamena, ze je-li obrazem bodu X bod X', je obrazem bodu X’

bod X.

Pfitom body uvnitt sféry (v pfipadé kruhové inverze pak kruznice) se zobrazuji vné, a naopak body
vné sféry (kruznice) se zobrazuji dovnitf. Body sféry (kruznice) jsou potom samodruzné.

Snadno ovérime skutecnost, ze priblizuje-le se bod X ke stfedu S inverze, jeho obraz X' se neomezené
vzdaluje. Ptirozené se tak nabizi myslenka, ze obrazem bodu S, ktery je v definici [[] z eukleidovskOho
prostoru vynat, je bod v nekonec¢nu. Tuto myslenku precizuje zavedeni tzv. Mdobiova prostoru, viz

napf. [14], str. 85 (August Ferdinand M&bius, 1790-1868).

Mdobiovgm prostorem rozumime eukleidovsky prostor E,, rozsifeny o tzv. nevlastn bod (tj. bod v
nekoneénu®). Zna¢ime ho M, = FE, U {occ}. Tento nevlastni bod je potom v Méobiové prostoru
obrazem stfedu inverze S.


https://en.wikipedia.org/wiki/August_Ferdinand_M%C3%B6bius

2 Kruhova inverze

Definice 3. Kruhovd inverze urcéend kruznici w(S,r) (viz Obr.[8) je zobrazent, které kaZdému bodu
X #£ S priradi bod X' timto zpisobem:

(1) X' € SX,
(2) |SX| - [SX'| = 2.

Obrazek 6: Kruhova inverze

Z definice vyplyva, ze kruhovéa inverze je involutorni zobrazeni, tj. obrazem bodu X’ je bod X.

Otazkou je, jak toto zobrazeni konstrukéné provés. Na Obr. [ je jeden mozny zpusob, zalozeny, jak
uz vime, na projekcich z bodd P a (). Obvykle se vSak pouziva jiny zptisob, zalozeny na Eukleidoveé
vété o odvésné. Nyni se s nim pomoci Obr. [ seznamime. Jestlize T' je bod dotyku teény kruznice

Obrazek 7: Kruhova inverze — konstrukce obrazu bodu X

w vedené z bodu X, je AXST pravouhly trojuhelnik s pfeponou XS. Potom pro patu Y vysky
sestrojené z vrcholu 7' na preponu XS dle Fukleidovy véty o odvésné pravouhlého trojuhelniku plati

1SY| - |SX| = r?

IPfi rysovani v GeoGebfe tuto otézku fesit nemusime. Program mé implementovan néastroj Kruhovd inverze. Pii
jeho pouziti stac¢i zadat bod, ktery chceme zobrazit a urcujici kruznici.



Je tedy zfejmé, Ze bod Y je obrazem bodu X v souladu s definici [l Prislusnou konstrukei proto
miizeme pouzit k sestrojeni obrazu bodu v kruhové inverzi. Pritom je tfeba mit na paméti, ze kruhova
inverze je involutornim zobrazenim. Obrazem bodu Y (vnitini bod kruznice w) je tedy naopak zase
bod X (vnéjsi bod kruznice w). Pro uplnost pripomenme, ze body kruznice w jsou samodruzné,
zobrazi se samy na sebe, opét v souladu s definici

2.1 Vybrané vlastnosti kruhové inverze

Kruhova inverze je prikladem nelinedrniho zobrazeni, nejedna se o afinni zobrazeni, pfimka se az na
specialni ptipady nezobrazuje na ptfimku (pfimky, které neprochézeji stfedem inverze, se zobrazuji
na kruznice).

Z definice inverze je patrné, Ze vnitini body urcujici kruznice (sféry) se zobrazuji na vnéjsi body a
naopak.

Inverze je tzv. konformni zobrazeni, tj. zachovava velikost thlu.

Jak je na tom kruhova inverze se samodruznymi utvary? Samodruznymi body jsou body urcujici
kruznice. Samodruznymi pfimkami jsou pfimky prochéazejici stfedem inverze. Samodruzné jsou ty
kruznice, které ortogonalné protinaji urcujici kruznici.

Nyni si tyto vistnosti uvedeme formou vét (jejichz dikaz je vSak vétSinou prenechan ¢tenéii).

Véta 1. Vnitrni body urcujici kruznice se zobrazi na vnéjsi body této kruznice a naopak, vnéjsi body
se zobrazi na vnitrni.

Véta 2. Jestlize jsou A', B' obrazy bodu A, B v kruhové inverzi, jejiz stied S meleZi na primce AB
(viz Obr.[8), potom |£LSAB| = |£ZSB'A'|.

Obrézek 8: |/ SAB| = |/SB'A|

SA SB
Diikaz. 7 definice kruhové inverze vyplyva |SA'|-|SA| = |SB'|-|SB| = r% tj. ||SB’|| = ||S—A|| Protoze
trojuhelniky ABS a B’A’S maji spoleény thel pii vrcholu S, jsou podle véty sus podobné. O



Véta 3. Body primky prochazejici stredem inverze S se zobrazuji opét na tuto primku. S vyjimkou
stredu, S.

Véta 4. Obrazem primky p, ktera neprochdzi stredem inverze S, je kruznice p’ prochdzejici stredem
S. Kromé bodu S.

Véta 5. Obrazem kruznice prochdzejici stredem inverze S (kromé bodu S) je primka, kterd neprochdzi
stredem inverze S.

Obrazek 9: Obrazem piimky p je kruznice p’ a naopak.

Diikaz. Pii znalosti Thaletovy kruznice Ize tuto vétu dokazat jako dusledek véty 2], viz Obr.@ O

Véta 6. Obrazem kruzZnice, kterd naprochdzi stredem inverze S je kruznice.

Obréazek 10: Obrazem kruznice k, kterd neprochézi stfedem S, je kruznice k' a naopak.

Diikaz. K dikazu lze vyuzit mocnost bodu ke kruznici, konkrétné mocnosti bodu S ke kruznicim &

a k', viz Obr. [0 O

10



Poznamka. Na Obr. [0 je patrné jedna typickd vesmés vSak opomijend vlastnost kruhové inverze,
ze obrazem stfedu kruznice k neni stfed kruznice k', viz body O a O’ na obrazku.

Véta 7. Nutnou a postacujici podminkou, aby kruznice k se stredem O, riznd od urcujici kruZnice
w, byla v kruhové inverzi samodruzna je, aby ortogonalné protinala urcujici kruznici inverze w.

Obréazek 11: Samodruznd kruznice k ortogonalné protind urcujici kruznici w.

Diikaz. K dikazu opét vyuzijeme mocnost bodu ke kruznici, konkrétné mocnost bodu S ke kruznici
k, viz Obr. [1l O

Poznamka. Na Obr. [[T] opét stoji za pozornost fakt, ze ackoliv se kruznice k zobrazuje sama na
sebe, jeji stted O se zobrazuje na jiny bod O'.

Véta 8. Necht jsou a,b dvé kruznice nebo primka a kruznice, které se dotykaji. Potom:

a) Jestlize se dotykaji v bodé T' # S, kde S je stred inverze, potom se dotykagi i jejich obrazy v
bode T', ktery je obrazem bodu T'.

a) Jestlize se dotykaji ve stredu inverze S, potom jsou jejich obrazem primky o' || .

Obrazek 12: Zachovani incidence v kruhové inverzi
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2.2 Analytické vyjadreni kruhové inverze

Pfi odvozeni analytického vyjadieni kruhové inverze se sttedem S a koeficientem « vyjdeme z Obr. [13]
kde je uvaZovand inverze zadana urcujici kruznici w se stfedem S a polomérem r (vime, Ze plati

r? = k). Vztah mezi body S, X a X’ mtizeme v kazdém okamZiku popsat rovnosti

|SX'| = k- |SX], (1)

ktera sice pripomina stejnolehlost, lisi se vSak od ni tim, Ze hodnota k neni konstantni, ale zavisi na
X (misto k by asi bylo vhodnéjsi psat k(X)). Vime pfece, ze kruhové inverze je definovana vztahem

K

|SX'| = Sx|" (2)

Dame-li vztahy () a (2] dohromady, dostaneme pro k vztah

K
k= —.

Nyni staci rovnost (Il) pfepsat do tvaru X' — S = k- (X —5), odkud po dosazeni z ([B]) odvodime
konecné analytické vyjadieni kruhové inverze. Pro obraz X’ bodu X v kruhové inverzi se stfedem S

a koeficientem x tak plati
K

X/:S—i-m-(X—S), (4)
pripadné
2
, r
X:S—Fm-(X—S), (5)

pro urcujici kruznici w se stiedem S a polomérem 7.

Obrazek 13: Analytické vyjadieni kruhové inverze.
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2.3 Cviceni — kruhova inverze

1. V jaky atvar prevede kruhova inverze kruznici a jeji dvé tecny, které jsou

a) ruznobézné, b) rovnobézné?

2. Prozkoumejte obrazy téchto dvou utvart v kruhové inverzi:

a) dvé na sebe kolmé ptimky, b) kruznice a pfimka, ktera prochazi jejim stfedem.

3. Je dana primka p, ktera protind danou kruznici £ v bodech K, L a je dan bod B, lezici mimo
primku p i kruznici k. Bodem B vedte kruznici, kterd se dotykd pi k.

4. Sestrojte kruznici prochézejici danymi body A, B a dotykajici se dané kruznice k; body A, B jsou
vnéjsi body kruznice k.

5. Jsou déany tii kruznice ki, ko, k3, které se navzajem protinaji a vSechny prochazeji bodem O.
Sestrojte kruznici k, kterd se dotykd kruznic ky, ko, ks.

6. Jsou dany tii kruznice ki, ko, k3, z nichz se kazdé dvé zvenku dotykaji. Sestrojte kruznici k,
dotykajici se danych kruznic.

7. Jsou dany dvé dotykajici se kruznice ki, ko a pfimka p. Sestrojte kruznici, ktera se dotyka kruznic
k1, ko a primky p.

8. Jsou dany dvé primky pi, po a kruznice k, kterd se dotykd piimky p;. Sestrojte kruznici, ktera se
dotyka primek pq, po a kruznice k.

9. Jsou dany dvé dotykajici se kruznice kq, ko a primka p. Sestrojte kruznici se stfedem na pfimce p,
kterda se dotykd kruznic kq, ks.

10. Jsou déany tfi kruznice ki, ko, k3, z nichz k; a ko se protinaji v bodech A, B; k3 lezi vné ky i ko.
Sestrojte kruznici k, kterda se dotyka kruznic kq, ks, k3.

11. V roviné je dan trojuhelnik ABC. Najdéte stied kruhové inverze zobrazujici bod A na bod B,
je-li bod C' samodruzny.

12. Urcete stfed kruhové inverze s koeficientem 2, pii které se bod [1, 0] zobrazi na bod [2,0].

13. Existuje kruhova inverze, pfi niz jsou body [—1,0],[1, 0] samodruzné a bod [0, 0] se zobrazi na
bod [0, 1]7 Pfi kladné odpovédi urcete stfed této inverze, koeficient a analytické vyjadieni.

14. Pii kterych kruhovych inverzich se zobrazi bod [0, 1] na bod [0, 9] a bod [2, 0] do vlastniho bodu
na ose x? Urcete vzdy stied a koeficient inverze.

15. V omezené nakresné je dana primka ¢ a na ni pristupny bod 7. Dale je dan nepristupny bod
M = pNaq; p, q jsou piimky. Sestrojte kruznici k, kterd prochazi bodem M a pifimky ¢ se dotyka v
bodé T.

16. V omezené nakresné sestrojte stfed S kruznice k prochézejici nepiistupnymi body A = zNy, B =
uNwv a pistupnym bodem C' (z,y,u,v jsou dané pfistupné primky).
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3 Projektivni rozsireni £, prostoru F,

Projektivnim rozsitenim eukleidovského prostoru E,, rozumime jeho doplnéni o nevlastni body. Vy-
sledny prostor zna¢ime E,,. Takovéto rozsifeni eukleidovského prostoru nam podstatné zjednodusuje
popis a zkoumani nékterych geometrickych vztahti. Vyuziva se treba pfi vykladu perspektivy, zava-
déni kolineace nebo pri zkouméani kuzelosecek a kvadrik.

3.1 Projektivni rozsifeni roviny F»
Ptimka je urcena bud dvéma body, nebo bodem a smérem (smérovym vektorem), viz Obr. [[4 Dvé

piimky v roviné, které nejsou totozné, maji bud jeden spolecny bod, nebo nemaji zadny spoleény
bod, ale maji spolecny smer.

Obrazek 14: Piimka je uréena bud dvéma body, nebo bodem a smérem (smérovym vektorem).

Kdybychom smeéry ztotoznili s body, mohli bychom vyse uvedena tvrzeni nahradit témito jednodus-
simi: Primka je urcena dvéma body. Dvé primky v roviné maji vidy alesporn jeden spolecny bod.

Resenim je doplnéni roviny o tzv. neviastni body N, tj. body v nekonecnu, které si miizeme piedsta-
vovat jako smeéry vSech piimek roviny. Disledkem zavedeni téchto nevlastnich bodt do eukleidovské
roviny je jeji doplnéni také o tzv. nevlastni primku n.,, kterd je z nevlastnich bodi slozena.

Prvotni predstava o nevlastnim bodu piimky je takova, Ze je to bod této piimky, ktery lezi v neko-

necnu. Proto je logické, ze nevlastni bod primky ztotoznujeme s jejim smerem.

Definice 4 (Smér). Je-li i libovolnyg nenulovy vektor, potom mnoZinu vSech vektori ki, k € R na-
zgvdme smérem, znacime (U). Libovolny vektor daného sméru pak nazgvdme reprezentantem tohoto
SMETU.

Potom mitizeme projektivné rozsiteny prostor Es chapat jako sjednoceni eukleidovského prostoru Fs
s mnozinou v8ech smért (V5) (kde V5 je zaméfenim Es), tj. s mnozinou vSech nevlastnich bodi N;

Ey = Ey U N, = Ey U (V3).

Bodem prostoru F, tak je jak bod, tak jak jej zname (tj. vlastni bod), tak i smér (tj. nevlastni bod).

Poznamka. Kazda vlastni pfimka ma pravé jeden nevlastni bod (smér).
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3.2 Homogenni souradnice v Ej

Je otézka, jak reprezentovat body projektivné rozsifeného prostoru E,. Tato reprezentace by méla
byt na jedné strané jednotna, na druhé strané by vsak méla dovolovat rozliSovat mezi body vlastnimi
(tj. body ptvodniho eukleidovského prostoru Es) a nevlastnimi (tj. sméry zaméfeni V5 ptvodniho
eukleidovského prostoru Es).

Tento na prvni pohled obtizny kol elegantné fesi zavedeni tzv. homogennich souradnic. Homogenni
soufadnice v Fs jsou v¥sledkem projektivniho rozsifeni, to jest ztotoznéni vlastnich i nevlastnich
bodii prostoru F, se sméry (V3) prostoru Es. Soufadnice vektoru z Vi, ktery ukazuje na konkrétni
bod prostoru E, potom nazyvame aritmetickym zdstupcem tohoto bodu.

y
1 . U=(XUsyU50)
—_— Q ///
e \_‘_:_‘___‘__‘—7"_““—--@1__‘_
) - x
1 A= 1
4 (XAsyAs )
I
E2
Z

Obrazek 15: Myslenka zavedeni homogennich soufadnic.

Myslenka zavedeni homogennich soutadnic je zalozena na tom, ze celou projektivné rozsitenou euklei-
dovskou rovinu F, ,,umistime® do eukleidovského trojrozmérného prostoru Es, vhodné v ném zvolime
pevny bod Q a viechny body prostoru Fs ztotoznime se sméry ,,pohled® z tohoto bodu, tj. s vektory
z vektorového prostoru V3. Mozné FeSeni je zachyceno na Obr. [[5l Eukleidovsky prostor Es je zné-
zornén modrou (spodni) rovinou, ta tedy predstavuje mnozinu vlastnich bodi. Nevlastnim bodim, tj.
smérum primek z F,, potom odpovidaji vektory rovnobézné s touto rovinou. Pro zjednoduseni nasich
predstav volime umisténi vSech téchto vektort v bodé (). Nevlastni body potom vypliuji ¢ervenou
(horni) rovinu. Zvolime-li kartézskou soustavu soufadnic ,hostitelského* prostoru FEj tak, aby jeji
pocatek splyval s bodem @), osy x,y lezely v roviné rovnobézné s F5 a osa z byla orientovana tak, ze
jeji prusecik s rovinou Fy mé soufadnici 1, jak vidime na Obr. [}, je zfejmé, ze kazdy vlastni bod X
mé v této soustavé souradnice X = (x,y, 1), kde x, y jsou kartézské souradnice bodu X v roviné Es,
zatimco nevlastni bod U mé soufadnice U = (uy, ug,0). Tak se ndm podafilo dosdhnout vytéeného
cile. Uvedeny postup neni samoziejmé jediny. Neni napt. nutné, aby tfeti soufadnice vlastniho bodu
byla 1. Protoze nam jde o smér ,pohledu® z bodu ) do daného bodu, neni nezbytné, aby vektor
tohoto sméru v prislusném bodé koncil. Podstatné je, aby timto bodem prochazela primka tohoto
sméru. Obecné tak mutze byt treti souradnici vlastniho bodu jakékoliv nenulové ¢islo.

Pokud vsak vSechny soutadnice timto nenulovym ¢islem vydélime, dostaneme vyse uvedeny specialni
piipad homogennich souradnic, ktery také odpovida situaci na Obr. Hovorime o tzv. it afinnich

15



homogennich soufadnicich. Ty nam zptisobem svého zavedeni umoznuji v pripadé vlastnich bodi
piejit k afinnim (nebo p¥imo kartézskym) soufadnicim v F,. V piipadé nevlastnich bodi pak k
soufadnicim p¥islusnych smérovych vektorit ve V,,. Pro zjednoduseni vSak budeme nadale pouzivat
pro tento typ souradnic vesmés oznaceni homogenni souradnice.

(Afinni) homogenni souradnice vlastniho bodu X € Es:

hi h
X = (hy, ha, h3) = <h_1’ h—Qa 1> = (11,22, 1).
3 hs

(Afinni) homogenni souradnice nevlastniho bodu (sméru) Z € Ey:

Z = <Z1,Z270>‘

Potom (x1,z5) jsou afinni (nebo rovnou kartézské) soufadnice bodu X v Es, zatimco (zq, z3) jsou
afinni (nebo rovnou kartézské) soufadnice smérového vektoru z ve V5.

Rovnice pfimky v £

V FE, existuji riizné zptisoby vyjadieni piimky, kterd je v E, dana obecnou rovnici ax + by + ¢ = 0.
x
Uvazujeme-li homogenni soufadnice jejiho libovolného bodu X ve tvaru X = (z,y,2) = (—, g, 1),
z' z
jeji obecna rovnice je ve tvaru

ar + by 4+ cz = 0.

Je-li pfimka ddna dvéma body A, B s homogennimi soufadnicemi A = (ay,as,a3), B = (by, b, bs),
muzeme ji zadat pomoci rovnice

X=a-A+p-B,

ktera vyjadiuje jeji obecny bod X jako linearni kombinaci bodi (smért) A, B. K vyjadfeni téhoz lze
vyuzit i determinant. Rovnice pfimky dané body A, B ma potom tvar

Tr Yy z
ay as ag | — 0.
by by bs

PRIKLAD 3.1. V roviné E, je dana primka 2z + 5y + 7 = 0. Vypoctéte (afinni) homogenni
souradnice jejiho nevlastniho bodu.

PRIKLAD 3.2. V roviné Ey jsou ddny body A = (0,3,2), B = (2,8,2). Napiste rovnici piimky
AB.

PRIKLAD 3.3. V roviné By je A=(1,2,0),B=(1,1,-1),C = (0,1,0), D = (1,0, —3). Urcete

souradnice pruseciku primek AB a CD.
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Rovnice kuzeloseéky v F»

Kuzelosecka s algebraickou rovnici ve tvaru az? + 2bxy + cy? + 2dz + 2ey + f = 0 ma v £, homogenni
rovnici
azx? + 2bxy + cy? + 2dxz + 2eyz + f2° = 0.

PRIKLAD 3.4. Vroviné Ey je ddna kuzelosecka x* 4 y* 4 2xy — 6z — 4y 4+ 2 = 0. Vypoctete
jeji nevlastni body v Fs.

3.3 Zobecnéni

Myslenku projektivniho rozsifeni roviny mutizeme zobecnit na prostor dimenze n. Vysledny prostor
nazyvame projektivni prostor P, a lze ho ztotoznit s mnozinou sméri (V;,41):

Pn == En = <Vn+l>

(Afinni) homogenni souradnice: X = (1, ..., Zp, Tpi1)-

PRIKLAD 3.5. Napiste rovnici roviny, kterd prochdzi body A = (2,-1,1,2), B=(-1,0,0,1),C =
(—3,2,2,3).

PRIKLAD 3.6. V prostoru A urcete prisecik P piimky AB s rovinou CDE; A = (0,1,0,1), B =
(~1,1,2,0),C = (0,0,0,1), D = (1,2,0,1), E = (0,2, 5, 1).

3.4 Cviceni — projektivni rozsireni prostoru

1. V roviné je ddna pfimka 2z — 3y 4+ 7 = 0. Napiste jeji rovnici v pfislusnych afinnich homogennich
soutradnicich a vypoctéte jeji nevlastni bod U.

2. V prostoru £ je pfimka popsina v afinnich homogennich soufadnicich rovnicemi
2.T1 + 3.T2 - 4.T3 + 5.%'4 = 0,

Tx1 — 4xy + 4w — 4y = 0.
Vypoctéte jeji nevlastni bod U.

3. Napiste rovnici roviny, kterd v prostoru Ps prochézi body A = (2,—-1,1,2), B=(-1,0,0,1),C =
(—3,2,2,3).

4. Kazda shodnost miize byt v homogennich souradnicich vyjadfena jednou matici. Pokuste se najit
prislusné matice.

5. Urcete obrazy bodu A = [2,5], B = [—1,0] v rotaci R(S,«a); S = [1,2],« = m/3. Pouzijte matici v
homogennich soutradnicich.

6. V prostoru E3 uréete prisecik P piimky AB s rovinou CDE.
A=(0,1,0,1), B=(-1,1,2,0), C =(0,0,0,1), D =(2,0,1,1), £ =(0,2,-5,1).
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7. Rovnice kuzelosecek prepiste do homogennich souradnic a urcete jejich nevlastni body.
a) —a? + 2xy + 3y? — 2w+ 4y + 1 =0,

b) 2% + 4wy + 4y? — 4o — 8y + 3 =0,

c) x? — bry + 6y? —2x +1=0.

8. V projektivnim prostoru P, najdéte spoleény bod M rovin

ry — To + 2.T3 + Ty — 3.%'5 = 0,
2.T1 + To -+ 4.T3 + 3.%‘4 - ].0.%'5 = 0,
- 6.T2 + 2.T3 + 3.%'4 + Ty = 0,

2017 + 102y — 223 — 4x4 — 625 = 0.
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4 Dvojpomér

Pro kazdé geometrické zobrazeni jsou typické urcité vlastnosti, které se pti ném zachovavaji. Hovo-
fime o tzv. tnvariantech daného geometrického zobrazeni. Pro shodné zobrazeni je to napt. vzdalenost
bodti, pro podobné zobrazeni pomér vzdalenosti bodt, pro afinni zobrazeni je to potom délici pomér.
Nyni nas bude zajimat projektivni invariant (tj. vlastnost, kterd se zachovava napft. pii stfedovém
promitani mezi dvéma rtznobéznymi rovinami v trojrozmérném prostoru, nebo mezi dvéma riizno-
béZnymi piimkami v roviné). Jak je patrné z Obr. [[6, délici pomér to byt nemtize. Ukaze se, Ze
timto invariantem je tzv. dvojpomér (viz véta [[2FPappova véta o projektivni invariantnosti dvoj-
pomeéru). Dvojpomérem (ABCD) ¢yt rtznych kolinedrnich bodt rozumime pomér délicich poméri
(ABC')/(ABD) (viz nasledujici definice[d]). Pro podrobné&jsi studium otézek invariantti geometrickych
zobrazeni, zvlasté pak dvojpoméru, lze doporudit [§].

Vyse uvedené tvahy o invariantech mizeme shrnout takto:
e vzdalenost — metricky (eukleidovsky) invariant,
e délici pomér — afinni invariant,

e dvojpomér — projektivni invariant.

Obrazek 16: Stfedové promitani mezi dvéma riznobéznymi pfimkami (rovinami) na rozdil od rovno-
béZného nezachovava délici pomér (sledujte, jak se zobrazuje bod Z, stfed tsecky XY').

(ABC)

Definice 5 (Dvojpomér). Necht A, B, C, D jsou ¢tyri navzdjem rizné body piimky. Cislo § = (ABD)

nazyvame dvojpomérem bodi A, B,C, D (v tomto poradi) a znacime 6 = (ABCD).

Poznamka. Zapisem (ABC), resp. (ABD), rozumime délici pomér bodu C, resp. D, vzhledem
k bodétm A, B.

PRIKLAD 4.1. Na pitmee p jsou ddny body A, B. Sestrojte na pitmee p bod C' tak, aby délici
pomer (ABC) = X byl roven danému ¢islu.

a) A =3,
b))\:%,
c) A= -2
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PRIKLAD 4.2. Urcete hodnoty délicich poméri (ABCy), (AB.C), (AwBC), kde Aso, Bo, Coo

jsou nevlastni body.

Reseni: (ABCy,) =1, (AB,.C) =0, (ABC = ).
PRIKLAD 4.3. Jak vidime na Obr. [77, na primce p jsou ve stejnijch vzddlenostech postupné
umistény body A, B,C, D. Urcete hodnotu dvojpoméru (ABCD).

A B C D

Obréazek 17: Urcete hodnotu dvojpoméru (ABCD).

Véta 9. Dvojpomeér ctyr bodi se mezmeéni, vymenime-li vzdjemne dva z nich a zdroven jesté oba

zbyvagici, t.j. plati (ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA).

Diikaz. Dokézeme pifimo, rozepsanim dle definice O

Véta 10. Vymeénime-li posledni dva body mezi sebou, zméni se hodnota dvojpoméru v hodnotu pre-
vrdacenou, t.j. plati (ABCD) = (ABDC)’

Diikaz. Dokézeme piimo, rozepsanim dle definice O

Definice 6 (Harmonicka ¢tvetice). Je-li (ABCD) = —1, Fikdme, Ze body A, B,C, D tvori harmo-
nickou ctverici bodi, nebo Ze body C, D jsou harmonicky sdruzeny vzhledem k bodum A, B, nebo Ze
body C, D oddéluji harmonicky body A, B.

PRIKLAD 4.4. Jsou-li na primce dany body A, B, C, sestrojte bod D tak, aby A, B, C, D tvorily
harmonickou ctverici.

Reseni: Jedna z moznych konstrukci harmonické ¢tvefice, zalozend na podobnosti trojihelnikd, je
zobrazena na Obr. Vyjdeme z ni pti hledani postupu konstrukce, ktery by byl projektivné inva-

’
’ ‘\/ ~
/ /-
/ ’F AN

Obrazek 18: Jedna z moznych konstrukei harmonické c¢tvetice

riantni (nemél by byt zaloZen na rovnobéznosti).
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Obrazek 19: Dalsi z moznych konstrukei harmonické ¢tvefice

Konstrukei nejprve modifikujeme (viz Obr. [[9) tak, ze dvojicemi bodt A, F' a B, E vedeme pfimky,
jejichz prisecikem G néasledné vedeme rovnobézku n s pfimkami k,[. Prisec¢ikem piimek n a p je
potom hledany bod D.

Nyni zbyva nahradit nevlastni prisecik primek k, [, n vlastnim bodem ). Vysledkem je konstrukce
na Obr. 20] ktera je ekvivalentni s ptivodni a pfitom pfi ni nemusime vyuzivat rovnobéznost. Postup
této konstrukce je takovy, ze bodem C' vedeme libovolnou pfimku m, na ni zvolime dva rizné body
E, F a vedeme jimi ptimky k = AE a n = BF, jejichz prisecik nazveme (). Bod D je potom urcen
jako prusecik primek p a [ = QG, kde G je priseCikem piimek AF a BE.
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Obrazek 20: Jednoducha konstrukce harmonické ¢tvefice

Body A, B, F, E na Obr. 20 (viz téz Obr. Fig:UplnyCtyr) tvoii tzv. dplnyg cétyrroh. Takto nazyvame
skupinu ¢tyt bodi v roving, z nichz zadné tii nelezi v jedné pfimce. Body A, B, F, E potom nazy-
vame vrcholy tiplného ctyrrohu. Sest piimek, které tyto vrcholy spojuji, nazyvame stranami tplného
ctyrrohu. Tyto strany se protinaji jesté v dalsich tfech bodech G, C, @), jimz fikame diagondlni vrcholy
uplného ctyrrohu; trojuhelnik jimi urceny se nazyva diagondlni trojuhelnik a jeho strany diagondl-
nimi stranami uplnéeho ctyrrohu. Nalezena jednoduché konstrukce harmonické ¢tverice potom odrazi
harmonickou vlastnost uplného ¢tyirohu, kterd je formulovana v nésledujici vété, vice viz [6].

Véta 11. Na kazZdé strane uplného ctyrrohu tvori oba jeho vrcholy a dvojice bodi, z nichZ jeden je
diagondlni vrchol a druhy je incidentni s jeho protéjsi diagondlni stranou, dvé dvojice bodu, které se
harmonicky oddeluyt.
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Obrazek 21: Uplny ¢tyiroh A, B, F, E a diagonalni trojihelnik AGCQ.

Poznamka. Tvrzeni, ze body A, B,C, D (viz Obr. 20 a[2]]) se harmonicky oddéluji znamen4, Ze pro
dvojpomeér téchto bodu v uvedeném poradi plati (ABCD) = —1.

PRIKLAD 4.5. V' Py jsou dany body A = (1,2,3),B = (3,2,1),C = (1,1,1). Dokazte, Ze lezi
na primce a vypoctéte bod D tak aby (ABCD) = —1.

PRIKLAD 4.6. Stred usecky AB je harmonicky sdruZen s nevlastnim bodem primky, urcené
body A, B, vzhledem k bodum A, B. Dokazte.
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5 Pappova véta a jeji dasledky

Pappos z Alexandrie (7290-7350), fecky matematik a astronom. Pod oznacenim ,Pappova véta“
je uvadéno vice vét. Proto je tfeba uvést, o jaké z téchto vét hovorime. Zde se budeme vénovat
Pappove véte o invarianct dvojpomeru pri promitani. Prestoze je dvojpomér invariantni vic¢i rovno-
béznému i stfedovému promitani, omezime se zde pouze na stfedové promitani. Vici rovnobéznému
promitani je invariantni i délici pomeér. Pozdéji uvedeme jesté Pappovu vetu o sestiuhelniku.

5.1 Stredové promitani

Stredové promitani patii mezi zobrazeni zvana kolineace. Kolineace je nejobecnéjsim moznym zob-
razenim, které zachovava linearitu geometrickych atvart, [IJ.

Existuji riizné druhy kolineaci. Zanedlouho se budeme zabyvat lstredovou kolineaci, znamou napft. z
kurzii deskriptivni geometrie.

Uvazujeme stfedové promitani v prostoru FEs nebo v prostoru E3. Nejprve si probereme podobu
sttedovych primétt zékladnich ttvari pti stfedovém promitani prostoru Fs do roviny 7 se stfedem

S (S ¢ ).

Zobrazeni bodu

Viz Obr. Vlastni bod se zobrazi opét na vlastni bod (A — A’), nebo, pokud lezi v roviné p
prochézejici stfedem S rovnobézné s pramétnou 7, zobrazi se na nevlastni bod (B — B._). Nevlastni
bod (tj. smér ptimky v Es3) se zobrazi na vlastni bod, tzv. ibéZnik (Us, — U’), nebo, pokud piimka
lezi v roviné p prochazejici stfedem S rovnobézné s primétnou 7, zobrazi se sim na sebe, tj. opét
na nevlastni bod.

Obrazek 22: Stiedové priméty bodu v Ej.

Zobrazeni primky

Viz Obr. Pfimka se zobrazi opét na pfimku (a — o', bod P je samodruzny, nazyvame ho stopnik
dané pfimky), nebo, pokud je pfimkou promitaci, tj. prochazi stfedem S, zobrazi se na bod (¢ — @’).
Ptimka lezici v roviné p prochazejici stftedem S rovnobézné s primeétnou 7 se potom zobrazi na
nevlastni pfimku roviny 7 (u — us) sdm na sebe, tj. opét na nevlastni bod.
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Obréazek 23: Stiedové priiméty piimky v Es.

Zajimava je otéazka, jak vypadaji stfedové praméty dvou rovnobézek. Jak dokumentuje Obr. 24]
stfedovymi priméty dvou rovnobézek jsou obecné dvé riznobézky (a — a',b — b;a || b,d’ } 1),
jejichz spole¢nym bodem je ubéznik (bod U’ na Obr. 24]), obraz nevlastniho bodu (sméru) téchto
rovnobézek.
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Obrézek 24: Stiedové priméty rovnobézek v 5 nejsou rovnobézné.

Zobrazeni usecky

Poznamenejme pouze, ze obrazem tsecky ve stiedovém promitani nemusi byt tisecka. Jak vidime na
Obr. 23] tisecka AB v obecné poloze se zobrazi na tsecku A’ B’, zatimco tsecka DC', ktera je kolma k
primétné 7 a jejiz jeden krajni bod D lezi v rovin€ p prochazejici stfedem S rovnobézné s primétnou
7, se zobrazuje na polopfimku s pocateénim bodem D', jejiz smér je dle orientace uvedené na obrazku
uréen nevlastnim obrazem D, bodu D.
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Obréazek 25: Stiedové priiméty bodu v Ej.

Zobrazeni roviny

Viz Obr. Pokud je rovina promitaci, tj. prochazi bodem S, je jejim stiedovym primétem piimka,
jeji stopa (¢ — p?). V obecném piipadé je pak stfedovym primétem roviny celd pramétna 7w (o — 7).
Prusecnici roviny s primétnou nazyvame stopou roviny (pfimky p® a p¥ na obrazku). Nevlastni
pifmka roviny se promité do tzv. ubéZnice. Ubé&znici rovniny o je piimka u/®.

Obrézek 26: Stiedové priiméty roviny v Es.
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5.2 Pappova véta o invarianci dvojpoméru

Véta 12 (Pappova véta o invarianci dvojpoméru). Jestlize jsou A', B',C', D’ rovnobézné nebo stre-
dové pruméty ¢tyr navzdjem riznych bodu A, B, C, D primky p na primkup’ # p, potom (A'B'C'D") =
(ABCD,).

Diikaz. Jak bylo jiz feceno, omezime se pouze na stfedové promitani. Dikaz invariance dvojpoméru
vici rovnobéznému promitani prenechavame laskavému ctenari.

SNy
N
WS

1 N
/ Y \ 6\\\ S

Obrazek 27: Pappova véta.

Diikaz naznacime pro konfiguraci bodu A, B, C, D dle Obr. P27l Diskusi obecné platnosti pfenechame
¢tenari pro samostatnou praci.

Nebudeme dokazovat piimo rovnost (ABCD) = (A'B'C'D’). Dokazeme, 7e hodnota dvojpoméru
¢tyt bodu na primce p, resp. p/, zavisi pouze na tuhlech, které sviraji primky spojujici tyto body se
sttedem S (thly a, 3,7, 0 na Obr. 27)). Protoze tak nezavisi na umisténi pfimky p, je pii zachovani
velikosti uvedenych thlid pro vSechny jeji polohy tento dvojpomér stejny.

Pro dvojpomér (ABCD) plati

(ABC)
ABCD) = ———= 6
kde uvedené délici poméry muzeme vzhledem k Obr. 27 zapsat takto
|AC| |AD|
ABC)=+—, (ABD)= ——. 7

Nyni provedeme ekvivalentni tpravy téchto rovnosti (@) tak, aby se v nich ,objevily“ vztahy pro
vypocet obsahii vybranych trojuhelniki, které tvoii body A, B,C,D,S na Obr. (konkrétné se
jednd o AACS,ABCS,ABDS a ACDS):

_ |AC| _ %|AC|U _ Saacs

AD LAD
“1BC) " LBCP ~ Sapes’ ABD) = AD] _ 514Dl _ Sasps
3 v ABCS

ABC - — _ ,
(450) [BD| ~ YBD[v ~ Sasps

(8)

kde v je spolecna vyska téchto trojuhelniki, tj. kolmé vzdalenost bodu S od piimky p.

26



Nyni vyjadrime kazdy z uvedenych obsahii trojihelnikii za pouziti jinych zakladen a vysek

1 , 1 .
Saacs = §|AS||SC'| sina, Sapcs = §|BS||SC| sin f3, (9)

1 1
SAADS: §|AS||SD|SH1’}/, SABDS: §|BS||SD|SH1(5 (10)
a dosadime do vztaht (8]

(ABC) = Saacs _ %|AS||SC|S%1104 _ |AS|S%I1047 )
Sapcs  3|BS||SClsinf  |BS|sin

Spaps %|AS||SD|sin’y ~ |AS|siny

ABD) = = 12
( ) Speps  3|BS||SD|sind  |BS|sind’ (12)
zjednodusené tvary pak do (I3))
|AS|sin o
_ |BS|sinp
(ABCD) = TASTsiny (13)
| BS| sin o
abychom po zjednoduseni dostali vztah
sin asin §
ABCD) = ———— 14
( ) sin B sin~y’ (14)
ze kterého vyplyva nezavislost hodnoty dvojpoméru (ABC D) na volbé ptimky p. Je tedy
(ABCD) = (A'B'C'D’). (15)
0

Pappovu vétu miuzeme formulovat i jednodussim zptisobem.
Véta 13 (Pappova véta o invarianci dvojpoméru II). Dvojpomér se promitanim neménd.

Poznamka. Pappova véta o invarianci dvojpoméru plati i v pfipadé, Ze je jeden z uvazovanych bodu
nevlastni. Napfiklad pro D, (viz Obr. 28] plati

(ABCD.,) = (ABC). (16)
Postup dikazu tohoto vztahu je analogicky s diikazem véty 12l Jak ukazuje Obr.28, body A, B, C, D,

kde D, je nevlastni, lezi na piimce p. Je vSak tfeba mit na paméti, Ze pro jinou pfimku, napf. p’ dle
Obr. 28 mohou byt vSechny ¢tyii body A’, B/, C’, D’ vlastni.

Skutecnost uvedenou v posledni poznamce miizeme vyhodné vyuzit pti feseni nasledujiciho prikladu.

27



Obrazek 28: Pappova véta pro nevlastni bod.

PRIKLAD 5.1. Na primce p jsou dany tri ruzné body A, B,C. Sestrojte bod D tak, aby
(ABCD) = u, kde p je dané cislo.

Reseni: Viz Obr. 29, Vyjdeme z toho, Ze plati (ABCD) = (A'B'C'D!_) = (A’B'C"). Nejprve sestro-
jime (libovolnou) pf¥imku p’ prochazejici bodem C' = C’, na ni potom zvolime body A’, B’ tak, aby
platilo (A’B’'C") = u. Jako prisecik ptimek AA’, BB’ dostaneme stied .S, kterym vedeme rovnobézku
s p'. Jejim prisecikem s p je hledany bod D.

Obrazek 29: Konstrukce daného dvojpomeéru.

Dvojpomér ¢tyr primek

Z vyse uvedeného ditkazu Pappovy véty (Véty [[2) vyplyva, Ze pravdivost jejiho tvrzeni zévisi pouze na
zachovani velikosti thltt mezi promitacimi piimkami a, b, ¢, d, viz Obr. 27. Misto dvojpoméru étvefice
bodt A, B, C, D lezicich na jedné piimce p tak muzeme klidné uvazovat dvojpomér Ctverice piimek
a, b, ¢, d prochéazejicich jednim bodem S, viz Obr. Zaménili jsme tedy body za pfimky a piimky
za body, a dostali jsme opét smysluplny vztah. To je projevem tzv. principu duality v projektivni
roviné, kterému se vénujeme v nasledujici kapitole

Pro dvojpomér ¢tyi primek a, b, ¢, d z Obr. 27 a 30 zfejmé plati

(abed) — (ABCD) — Snasind (17)

sin Ssiny
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Obrazek 30: Dvojpomér ctyi piimek.

PRIKLAD 5.2. Urcete hodnotu (abzy), jsou-lia, b dvé riznobézné primky a x,y osy soumeérnosti
uhli, které primky a,b sviraji.

Reseni: Viz Obr. Bl Je ziejmé, 7e plati (abry) = —1.

Obréazek 31: Dvojpomér dvou riznobézek a os jejich uhli.

Analogicky s dvojpomeérem ¢tyi piimek zavedeme dvojpomér ¢tyt nevlastnich bodd a dvojpomér ¢ty
rovin.

Dvojpomér ¢tyr nevlastnich boda

(Aso BxCooDoo) = (abed).

Dvojpomér ¢tyr rovin

(afyd) = (abed).

Viz Obr. B2
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Obrazek 32: Dvojpomér ¢tyt rovin.

5.3 Princip duality v projektivni roviné

7 kazdé véty v rovinné projektivni geometrii dostaneme novou spravnou vétu, kdyz v ni ptislusné
pojmy nahradime pojmy s nimi dudlnimi, napfiklad slovo ,bod“ nahradime slovem ,pifimka“ a
slovo ,,primka“ nahradime slovem ,,bod“, pficemz incidenci zachovame. Kompletni ptehled vzajemné
dudlnich pojmu a tvrzeni nabizi nésledujici tabulka [l Vzajemnymi zaménami uvedenych pojmu
vznikaji dvojice ,navzajem dualnich vét®.

bod primka

lezi na prochazi

pifimka spojujici dva body prisecik dvou piimek
primky prochéazejici jednim bodem body lezici na jedné piimce
¢tyfroh CtyTstran

pol polara

mnozina bodl dané vlastnosti obalka

teCna bod dotyku

Tabulka 1: Vzajemné dudlni pojmy, [2]

Ukazka dvojice navzajem dualnich vét:

Véta 1: Dvéma riznymi body prochazi jedina pfimka.

Véta 2: Dvé rtizné primky se protinaji v jediném bodé.

Poznamka. Dualizovat nelze vzdalenost a tihel.
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5.4 Princip duality v praxi

Uplatnéni principu duality ilustruji také dvé néasledujici vzajemné dualni definice — definice tiplného
¢tyfrohu (viz Obr. B3) a definice uplného Etyfstranu.

Definice 7 (Uplny ¢tyiroh). Skupina ctyi bodi A, B, C, D v roviné, z nich# Zddné tii neleZi v jedné
primce, se nazyvd aplny &tyfroh A, B, C, D. Body A, B,C,D se nazjvaji jeho vrcholy. Sest
primek, z nichZ kaZdd je incidentni se dvéma z téchto vrcholu, nazyvame stranami uplného ctyrrohu
A, B,C,D. Tyto strany se protinaji jesté v dalsich trech bodech P,Q, R, jimZ rikame diagonalni
vrcholy dpiného ctyrrohu; trojuhelnik jimi uréeny se nazyva diagonalni trojuhelnik a jeho strany
diagonalnimi stranami uplného ctyrrohu A, B,C, D.

Definice 8 (Uplny ¢tyfstran). Skupina ctyr primek a,b,c,d v roving, z nichZ Zddné tvi neprochd-
zeji tymzZ bodem, se nazyvd uplny Ctyi¥stran a, b, ¢, d. Primky a,b,c,d se nazjvaji jeho strany.
Sest bodil, z nich? kazdy je incidentni se dvéma z téchto stran, nazjvdme vrcholy dplného ctyrstranu
a, b, c,d. Tyto vrcholy lze spojit jesté dalsimi tremi primkami p, q,r, jimZ 7ikame diagonalni strany;
trojuhelnik jimi urceny se nazyvd diagonalni trojuhelnik a jeho vrcholy pak diagonalnimi vr-
choly uplného ctyrstranu a, b, c,d.

Véta 14. Na kazdé strané tiplného ctyrrohu tvori oba jeho vrcholy (viz Obr.[33, body A, B) a par
bodi, z nichz jeden je diagonalni vrchol a druhy je incidentni s jeho protéjsi diagonalni stranou (viz
Obr. (33, body P’, P"), dvé dvojice bodi, jez se navzdjem oddéluji harmonicky.

Obrazek 33: Uplny ¢tyfroh.

Diikaz. Uvazujme nejprve stifedové promitani se stftedem R, potom se stbedem (). Dostaneme
(DCPP")=(ABPP'), (DCPP")=(BAPP), (18)

odkud plyne
1

(ABPP') = (BAPP') = ABPPY

(19)
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tj.
(ABPP')* = 1. (20)

Protoze body P a P’ jsou oddéleny bodem B, musi byt dvojpomér (ABPP') zaporny. Vysledkem
odmocnéni (20) je tedy rovnost
(ABPP') = —1. (21)

Tim je véta dokazana. O

Véta [[4] nam dovoluje konstruovat harmonickou ¢tverici jednoduse pomoci tplného ¢tyirohu, jak
jsme uvedli jiz na str. 21}

5.5 Cviceni — Pappova véta a princip duality

1. K vété [[4] vyslovte vétu dualni a tu dokazte.

2. Dvé prot€jsi strany uplného ¢tyirohu jsou harmonicky sdruzeny vzhledem k prislusnym diagonal-
nim stranam. Dokazte.

3. Ke konstrukei harmonické ¢tvetice bodu (doplnit D, zname-li A, B, C') vymyslete konstrukei du-
alni, tj. konstrukci harmonické ¢tverice primek.
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6 Stredova kolineace

Jak naznacuje Obr. [34] stfedova kolineace (se stfedem S), jako vzajemné jednoznaéné zobrazeni Ey
na sebe, je vysledkem stfedového priamétu (se stfedem S’) stiedového promitani (se stfedem S;) mezi
dvéma rtiznobéznymi rovinami v prostoru Ej.

Obrazek 34: Vznik stfedové kolineace

Definice 9 (Stifedova kolineace). Stredovou kolineact (téz perspektioni kolineact, osovou kolineaci ci
homologii) rozumime vzdajemné jednoznacné zobrazeni roviny Eo téchto vlastnosti (viz Obr.[33):

1. Spojnice odpovidajicich si bodu prochazeji pevnym bodem - stfedem kolineace.
2. Prisecik odpovidajicich si primek leZi na pevné primce - ose kolineace.

3. Incidence se zachovdvd.

Poznamka. Tii kolinearni body (tj. tfi body na piimce) piejdou timto zobrazenim opét v body
kolinearni - proto KOLINEACE.

Poznamka. Stiedova kolineace je urcena:

- osou o (samodruznd piimka)
- stfedem S (samodruzny bod)

- dvojici odpovidajicich si boda A, A’; S € AA’ nebo piimek p, p'; S & p,p.
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Obrazek 35: Zobrazeni bodu ve stfedové kolineaci se stfedem S a s osou o

PRIKLAD 6.1. Ve stiedové kolineaci urcéené osou o, stredem S a dvojici bodu A, A’ sestrojte:
a) obraz bodu X,
b) obraz primky p.

PRIKLAD 6.2. Ve stredové kolineaci urcenéd stredem, osou a jednim pdrem odpovidajicich si
primek sestrojte:

a) obraz bodu B,

b) obraz primky m.

Véta 15. Stred a kazZdy bod osy kolineace jsou jejimi samodruznymi body. Osa kolineace a kazdd primka
prochazejici jejim stredem jsou samodruzné primky.

Véta 16. Kolineace je urcena, je-li dan jeji st¥ed, osa a jeden par odpovidajicich si bodu nebo
primek, jez nejsou incidentni ani se stredem, ani s osou kolineace.

Charakteristika kolineace

(SAlAA/) - (SBlBB/) - )\

PRIKLAD 6.3. Stiedovd kolineace je urcena stredem, osou a dvojici sobée odpovidajicich bodii.
Sestrojte obraz nevlastniho bodu U, primky p.

Reseni: Viz Obr. 36l
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Obrazek 36: Zobrazeni nevlastniho bodu primky p ve stiedové kolineaci se sttedem S a s osou o

UbézZnik a 1béZnice

e Ubéznik je bod, ktery je v dané kolineaci obrazem nevlastniho bodu (viz bod U’ na Obr. B6)).

e Ubéznice je pifmka, ktera je obrazem nevlastni pimky.

PRIKLAD 6.4. Ubésnice je rovnobézind s osou kolineace. DokaZte.

Reseni: Dukaz zalozime na skutecnosti, Ze osa kolineace je piimkou samodruznych bodt. Protoze
ubéznice je obrazem nevlastni pfimky, nemtize mit s osou kolineace jiny spole¢ny bod nez bod ne-
vlastni.

PRIKLAD 6.5. Sestrojte ibésnici v kolineaci dané stredem, osou a
a) parem odpovidagicich si bodii,

b) parem odpovidagicich si primek.

Reseni: Reseni ad a) viz Obr. B

PRIKLAD 6.6. Ve stredové kolineaci najdéte alespon jeden bod V, jehoZ obrazem je nevlastni
bod.

Véta 17. V kolineaci existuji dvé ubeznice (1. a 2. ubéznice nebo ubéZnice a protiubéinice). Vzda-
lenost stredu kolineace od jedné z mich je rovna vzddlenosti osy kolineace od druhé z mich; pritom
bud obé tyto ubéZnice lezi mezi stredem a osou kolineace, nebo stred a osa kolineace leZi mezi témito
ubéznicems.

Véta 18. Kolineace je urcena stredem, osou a jednou ubéznict.
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Obrazek 37: Zobrazeni ib&Znice v’ ve stfedové kolineaci se stfedem S a s osou o

PRIKLAD 6.7. Ve stredové kolineaci uréené stiedem S, osou o a ubéznici u sestrojte obraz bodu
A.

Véta 19. Dvojpomer se kolineaci zachovdva.

PRIKLAD 6.8. Stred usecky se kolineact véetsinou nezachovdvd. UkaZte.

PRIKLAD 6.9. Stredovd kolineace je dana stredem S, osou o a dvojict bodi B, B.. Najdéte
obraz bodu A.

6.1 Kolineace kruznice a kuzelosecky

Kuzelosecce odpovidd v kolineaci zase kuzelosecka. Obrazem kruznice v kolineaci tak mitize byt
elipsa, parabola nebo hyperbola. Na ¢em to zavisi?

PRIKLAD 6.10. Sestrojte elipsu, kterd odpovidd kruznici k v kolineaci dané osou, stiedem a
ubéznict.

Pfi konstrukci obrazu kuZelosecky v kolineaci vyuzivame nasledujici vlastnosti:

1. Te¢na kuzelosecky k prejde kolineaci v te¢nu kuzelosecky k'.
2. Dvojpomeér se kolineaci zachovava.
3. Pfimkam rovnobéznym s osou kolineace odpovidaji primky téhoz smeéru.

4. Kuzelosecky k, k" odpovidajici si v kolineaci maji spole¢né priseciky s osou kolineace a spoleéné
tecny vedené k nim ze stredu kolineace.
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5. Polarni vlastnosti kuzelosecek:

- Je-li primka p polarou bodu P vzhledem ke kuzelosecce k, pak body dotyku 77, T5 tecen kuzelosecky
k z bodu P jsou priseciky p s k.

- Bod P indukuje na kuzelosecce involuci.
- Dva body, z nichz kazdy lezi na polafe toho druhého vzhledem k téze kuzelosecce, se nazyvaji

sdruzené poly.

6. Primeér kuzelosecky

- kazda vlastni primka, jejiz pdl je bod nevlastni
- spojnice bodu dotyku dvou rovnobéznych tecen kuzelosecky (kromé paraboly)

- spojnice pruseciku dvou tecen kuzelosecky se stfedem usecky urcené body dotyku téchto tecen s
kuzeloseckou

- spojnice stfedu dvou rovnobéznych tétiv

- kazda primka prochazejici stfedem kuzelosecky (stfedové)

7. Stred kuzelosecky

- Pro stfedové kuzelosecky (elipsa, hyperbola) je to pdl nevlastni piimky. Pl nevlastni pfimky
vzhledem k parabole je bod dotyku nevlastni ptfimky s parabolou.

PRIKLAD 6.11. Sestrojte parabolu, kterd odpovidd kruznici k v dané kolineaci.
PRIKLAD 6.12. Sestrojte hyperbolu, ktera odpovida kruznici k v dané kolineaci.
PRIKLAD 6.13. Sestrojte kuselosecku, zndte-li t¥i jeji body a dvé tecny.

Reseni: Viz Obr.

Obréazek 38: Konstrukce kuzelosecky (elipsy) z danych 3 bodu a 2 tecen

PRIKLAD 6.14. Stiedovd kolineace v Eo je ddna osou o: y = 0, stiedem S =< 1,0,a > a
dvogici bodi B =< 1,0,b >, B/, =< 0,0,0' > . Volte hodnoty parametri a,b,r tak, aby obrazem
kruznice x® + y? = r? byla postupné parabola, hyperbola a elipsa. Sestrojte.
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7 Vybrané véty projektivni geometrie

7.1 Pappova véta o Sestitahelniku

Nasledujici vétu poprvé dokazal |[Pappos z Alezandrie kolem roku 300 n. 1. Jeji vyznam pro zaklady
projektivni geometrie byl vSak rozpoznan az v 17. stoleti, [2].

Véta 20 (Pappova véta o Sestitthelniku). Jestlize A,C, E je trojice kolinedarnich bodi leZicich na
primce k a B, D, F je dalsi trojice kolinedrnich bodu tentokrdt leZicich na l, a jestliZe se primky
AB,CD, EF protinaji v uwvedeném poradi postupné s primkami DE, F'A, BC, potom jejich priseciky
P=ABNDE,Q=CDNFA a R=FEFNBC lezi v primce (viz Obr.[34, primka p, tzv. Pappova
primka,).

Diikaz. Vétu zde uvadime bez dikazu. Pékny dikaz s vyuzitim Menelaovy véty| je publikovan v [2].
O

Obrazek 39: Pappova véta o Sestithelniku

,Projektivni charakter” véty R0l spoc¢iva v tom, Ze pojednava Cisté jenom o incidenci, bez jakékoliv
zévislosti na délkach tsecek a velikostech uhli, i bez ohledu na uspotadani bodt (viz Obr. [40).

Obrazek 40: Pappova véta o Sestitthelniku, jind usporadani vrcholi
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7.2 Sestitthelnik

Vyse uvedend véta je deklarovana ve spojeni s Sestitthelnikem. Je otazkou, s jakym. Jedna se
o Sestithelnik ABCDEFGH (ze jsou jeho vrcholy ,zptehdzené“ a nejdou pékné ,dokola“; jak jsme
zvykli, to nevadi). Body P, ), R pak muzeme interpretovat jako pruseciky , protilehlych stran“ tohoto
Sestitthelniku (vice viz napi. https://en.wikipedia.org/wiki/Pappus’%27s_hexagon_theorem).

Pro¢ nas zajima pravé uspotradani sSesti bodt v roviné? Je znamo, ze kuzelosecka je jednoznacné
urcena péti body (viz napi. ndstroj KuZelosecka dand péti body programu GeoGebra)!.

Vezmeme-li libovolnou pétici bodti, vzdycky je jimi urcena néjaka kuzelosecka. Nabizi se tak otazka,
jakou podminkou musi byt spjato sest bodi, aby vSechny lezely na jedné kuzelosecce. Takovouto pod-
minku, kterou spliuje Sest bodt lezicich na jedné kuzelosecce, objevil francouzsky matematik a filozof
Blaise Pascal (1623-1662) a uvefejnil ji roku 1640 (objevil ji ve svych 16 letech!), [6]. [Pascalové vété,
ktera o této podmince pojdenava, se budeme vénovat v nasledujici kapitole Zde si nejprve uve-
deme nékteré poznatky a dilezité pojmy souvisejici s ,,organizaci® Sesti bodi do formy Sestitihelniku.

Vzhledem k vySe uvedenému je pochopitelné, ze se budeme zabyvat Sesti body na kuzelosecce (pro
nazornost se omezujeme na kruznici nebo elipsu). Sest bodt na kuzelosecce, z nichz zadné tii sousedni
nelezi v primce, miizeme chapat jako vrcholy Sestitthelniku, ktery je kuzelosecce vepsan. UvazZujme
jedno takové rozmisténi Sesti bodi na dan€ kuZelosecce. Pokud budeme body (a jejich poradi jako
vrcholt Sestithelniku) rozliSovat ocislovanim 1,2,3,4,5,6, je dobré si uvédomit, ze existuje tolik
vepsanych Sestithelniki odpovidajicich dané Sestici bod, kolik je moznych zpisobt ocislovani (téz
muzeme fikat pojmenovani) téchto bodi, tj. 6! = 720. Pfitom ale vzdy 12 z téchto Sestitthelnikiti m4
stejny ,tvar” a lisi se jenom pojmenovanim vrcholi (ktery z vrcholti mé ¢islo 1 a zda pokrac¢ujeme
v zaporném ¢i v kladném smyslu, tj. 6 moznosti ,oc¢islovani vrcholi® na jednu stranu a 6 moznosti
,0Cislovani vrchold“ na druhou stranu). Danym Sesti bodiim na kuzelosecce tak lze pfifadit 720/12 =
60 riznych Sestitthelnikti. Dva konkrétni priklady vidime na Obr. [41]

Obrazek 41: Dva piiklady Sestitthelniku vepsaného dané elipse (pro pevné zvolené umisténi 6 bodi)

U Sestitthelniku rozlisujeme dvojice vrcholta sousednich (1-2, 2-3, 3-4, 4-5, 5-6, 6-1), stridavych (1-3,
2-4, 3-5, 4-6, 5-1, 6-2) a protilehlych (1-4, 2-5, 3-6). P¥imku spojujici dvojici protilehlych vrcholt

'Tuto skuteénost miizeme zdtivodnit napiiklad tim, ze dvé kuZelosedky mohou mit nejvyse éty¥i spoleéné body. Pro
jejich odliseni pak potfebujeme o jeden bod navic. Dalsi moznosti je argumentovat po¢tem vstupnich idajt potiebnych
pro vypocet rovnice kuzelosecky, tj. uréeni Sesti koeficientt a, b, ¢, d, e, f v rovnici az? 4 bxy + cy? +dr + ey + f = 0.
Vzhledem k tomu, Ze se jednd o homogenni rovnici, vystacime se souradnicemi péti boda.
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Sestitthelniku budeme nazyvat diagondlou (14, 25, 36). Mezi stranami Sestitthelniku nas budou zaji-
mat protilehlé strany (12-45, 23-56, 34-61). Sestitthelnik ma tedy t¥i dvojice protilehljch stran a tii
diagonaly.

Ackoliv tfi sousedni vrcholy nesmi byt kolinearni, pro jiné trojice vrcholi to mozné je. Vétu
tak mizeme preformulovat timto zptsobem: JestliZe je kaZdd trojice stridavych vrcholi sestivhelniku
kolinearni a jestliZe se tri dvojice jeho protilehlych stran protinaji, potom jsou priseciky téchto stran

kolinedrni (viz Obr. [42).

Obrazek 42: Pappova véta pro Sestitthelnik 123456
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7.3 Pascalova véta

Jak uz bylo uvedeno, nasledujici vétu formuloval ve svych 16 letech francouzsky matematik a filozof
Blaise Pascal, |2, [6].

Véta 21 (Pascalova véta). Pruseciky protilehlych stran Sestituhelniku vepsaného kuZelosecce jsou tri
body leZici na jedné primce (tzv. Pascalova primka) a naopak, €Zi-li praseciky protilehlych stran
sestiuhelniku na jedné primce, je tento Sestiuhelnik vepsdn kuZelosecce.

Diikaz. Vétu zde uvadime bez ditkkazu. Diikaz jejiho specidlniho pripadu pro Sestitthelnik vepsany
kruznici s vyuzitim Menelaovy véty| je publikovan v [2]. O

Obrazek 44: Pascalova véta
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Poznamka. B. Pascal formuloval vyse uvedenou vétu pro Sestitthelnik vepsany kruznici. Byl si vSak
védom jeji platnosti i pro Sestithelnik vepsany libovolné kuzelosecce, [2].

Pascalovu vétu mtzeme vyuzit pii feseni rozlicnych konstrukénich tloh. Pro ilustraci zde uvedeme
dva piiklady, fadu dalsich konstrukei najde zajemce v [6].

PRIKLAD 7.1. Je ddno pét bodu urcugicich kuzelosecku. Jednim z nich prochdzi primka. Urcete
jejgi druhy prisecik s prislusnou kuzZeloseckou.

Reseni: Zadani i postup feeni ilustruje Obr. @5, Danymi péti body jsou body 1,2,3,4,5. Danou
piimkou je pfimka a prochézejici bodem 5. Hledanym priisecikem je potom bod 6. Konstrukce za-
lozend na Pascalové vété (véta 1) je zfejméa. Dané body spolu s hledanym chapeme jako vrcholy
sestitthelniku vepsaného kuzelosecce. Z danych prvki jsme schopni sestrojit body P a @), tj. i Pasca-
lovu ptimku p. Jejim prisecikem R s pfimkou 34 potom musi dle Pascalovy véty prochézet primka
16. Bod 6 tedy urcime jako priisecik primek a a 1R.

Obréazek 45: Pascalova véta

PRIKLAD 7.2. Kuselosecka v roviné je dana péti body. Urcete dalsi jeji body.

Reseni: Nékolikrat opakujeme konstrukei z feseni piikladu [Z1] pro rfizné zvolené piimky a.
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7.4 Brianchonova véta

Véta, kterou v roce 1806 publikoval francouzsky matematik a chemik (C. .J. Brianchon (1783-1864),
je ldualni vétou k vété Pascaloveé, [6].

Véta 22 (Brianchonova véta). T primky spojugjict protilehlé vrcholy Sestiihelniku prochdzeji jednim

bodem (tzv. Brianchonuv bod) a obrdcené, pokud spojnice protilehlych vrcholi Sestituhelniku prochdzeji
jednim bodem, je tento Sestithelnik opsan kuZelosecce (viz Obr. [{0]).

Diikaz. Vétu uvadime bez dikazu. Dikaz jeji varianty pro kruznic viz [2]. O

Obrazek 46: Brianchonova véta

Uzitim Brianchonovy véty feste nasledujici piiklady. Vice podobnych konstrukénich tloh na vyuziti
véty 22 viz [6].

PRIKLAD 7.3. KuZelosecka je ddna péti teénami. Danym bodem na jedné z nich vedte dalsi
tecnu k této kuZelosecce.

PRIKLAD 7.4. KuZelosecka v roviné je dana péti tecnamsi. Sestrojte nekolik dalsich jejich tecen.
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7.5 Desarguesova véta

Nasledujici vetu o perspektive dvou trojuhelnikti formuloval na zakladé hlubsiho studia teorie per-
spektivy francouzsky architekt |G. Desarques (1593-1662).

Véta 23 (Desarguesova véta o trojihelnicih). JestliZe je jeden ze dvou trojihelniki obrazem druhého
ve stredovem promitant, lezi pruseciky tri dvojic sobé odpovidajicich stran téchto trojuhelniki v jedné
primce. Naopak, lezi-li tri priseciky sobé odpovidagicich stran dvojice trojuhelnikid v primce, protinaji
se primky spojugici sobé odpovidajici vrcholy v jednom bodé (viz Obr. ).

Dukaz. Vétu uvadime bez dukazu. O

Obrazek 47: Desarguesova véta

Poznamka. Vztah mezi dvojici trojuhelnikti popsany Desarguesovou vétou zname ze stredové koli-
neace.
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8 Krivky v Fj

Diferencidlni geometrie vyuziva ke studiu kiivek a ploch metody diferencidlniho poctu. Nyni se se-
znamime s vybranymi pojmy a postupy diferencidlni geometrie prostorovych ktivek.

8.1 Popis krivky

Kiivku v prostoru F3 budeme popisovat parametricky, stejné, jako popisujeme primku. Kiivku tak
chapeme jako mnozinu bodt

X = [z(t),y(t), 2(t)], (22)
kde parametr ¢ probihd né&jaky interval I. Pfitom pfedpokladame, ze funkce x(t),y(t) a z(t) maji
spojité derivace radu aspon r > 1 a jejich prvni derivace podle ¢, které znacime ,y, 2, nejsou pro
zadné t € I vSechny rovny nule (tj. X (¢) # 0 pro vSechna t € I).

Konkrétni bod krivky tak dostaneme dosazenim konkrétni hodnoty za parametr t.

Rovnici (22), kterou mizeme strucné zapsat jako X = X(t), nazyvame bodovou rovnici kiivky k.
Pokud misto bodu X kiivky uvazujeme jeho privodi¢ (téz polohovy vektor nebo rddiusvektor) I,
mizeme kiivku zapsat rovnici

7= (x(t),y(t), 2(1)), (23)

kterou nazyvame rovnici vektorovou. Pokud rovnici (22]), resp. rovnici (23] rozepiSeme po souradni-
cich, dostaneme parametrické rovnice krivky k

x=uz(t),y =y(t),z = 2(t). (24)

Poznamka. Derivaci podle parametru kiivky znac¢ime teckou, prvni derivaci jednou teckou, druhou
o . . . , . dr | d*x
derivaci potom dvéma teckami. Plati tedy = = a = e

Bod ktivky, v némz nejsou vSechny derivace z,v, 2 zaroven rovny nule a jemuz odpovida jedina
hodnota ¢ € I (tj. neexistuji dvé rizné hodnoty ¢, jimz by odpovidal tento jeden bod), nazyvame
requldrnim bodem kiivky. Kazdy bod, ktery nespliuje tato kritéria, nazyvame singuldrnim bodem.
Pokud néktery bod prislusi nékolika riznym hodnotadm ¢ € I, nazyvame ho vicendasobnym bodem.

Prikladem prostorové krivky je sroubovice
xr =acost, y =asint, z = bt; t € (—o0,00), (25)

kde a,b € R; a je polomér valcové plochy, po niz se sroubovice odviji, b je tzv. redukovand vyska
zavitu (vyska jednoho zavitu je rovna 27b).

. 1
PRIKLAD 8.1. Zobrazte sroubovici danou bodovou rovnici X = [2cost,2sint, §t] pro t €
(—2m,3m).

Reseni: Pouzijeme program GeoGebra, konkrétné jeho prostiedi Graficky ndhled 3D. Do vstupniho
fadku zadame piikaz Krivka[2 cos(t),2 sin(t), 1/2 t,t,-2 pi,3 pil. Vysledek viz Obr. [48

45



¥ Sroubovice.ggh — = | =

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda Pfihlasit...
A
L ]

&L > le=] Al0] < s

v \ v v v f":{
» Algebraické okno » Graficky nahled 3D
Parametricka kfivka
x =2 cos (t)
y =2 sin(t)

lt
Z= —
2

¥

ABC ‘

7

@ b: —6.28 <t<9.42

Vstup: Krivka[2cos(t), 2sin(t), 1/ 2 t, t, =217, 3 ]\  +

Obrazek 48: Zobrazeni sroubovice v GeoGebre

PRIKLAD 8.2. Zobrazte Vivianiho krivki, danou bodovou rovnici X = [1+cost, sint, 2sint/2],
pro t € (—2m,2m).

8.2 Tecna krivky

Pti zapisu teény kiivky k dané rovnici X = X (t) v bodé X (tg) pouzijeme parametrické vyjadieni
primky. Teénu chapeme jako ptimku danou bodem X (ty) a smérovym vektorem () (ktery nazy-
vame tecnym vektorem kiivky k v bodé X (ty)), viz Obr. @9 Parametrické vyjadieni tecny kiivky k
v bodé X (tp) ma potom tvar

X = X(ty) + ai(ty); o € R, (26)

kde « je redlny parametr.

Obréazek 49: Te¢na kiivky k v bodé X (to)

PRIKLAD 8.3. Napiste rovnici teény sroubovice X = [acost,asint, bt] v bodé X ().

46


https://en.wikipedia.org/wiki/Viviani%27s_curve

Reseni: Nejprve vyjadiime potfebné prvky rovnice: X(m) = [—a,0,br|, @(t) = [—asint,acost,b],

i(m) = [0, —a, b]. Piislusnou teénu potom mizeme zapsat parametrickou rovnici X = [—a,0, br| +
a0, —a,b]; a € R, bodovou rovnici X = [—a, —aa,br + ab] (vektorovou zapiSeme analogicky),
piipadné parametrickymi rovnicemi © = —a, y = —a«a, z = br + ab; o € R.

Poznamka. Kiivku, kterd ma v kazdém bodé jedinou tecnu spojité se ménici s parametrem, nazy-
vame hladkou. Stejnym zplisobem mizeme zavést pojem hladkd c¢dst dané kiivky. Pokud se kiivka
sklada z hladkych ¢asti, nazyvame ji kiivkou po cdstech hladkou. [13]

8.3 Oskulac¢ni rovina

Ktivku v prostoru Fj3 si miZzeme piedstavit jako trajektorii hmotného bodu. Jeho pohyb je tak popsan
(vektorovou) rovnici kiivky & = i(t). Pfitom vektor #(t) chapeme jako vektor okamzité rychlosti v
case t, ktery ma vzdy smér tecny (je to tecny vektor krivky). Vektor Z(t) potom predstavuje vektor
okamZitého zrychleni v case t. PoCateCnim bodem obou téchto vektori je prislusny hmotny bod
(tj. bod kfivky). Pokud jsou vektory Z(t) a Z(t) linearné zavislé, nazyvame piislusny bod kiivky
inflexnim bodem. V ostatnich bodech, které nazyvame neinflexni, jsou tyto vektory linearné nezavislé.
Kazdému neinflexnimu bodu X (o) kfivky k tak miizeme piifadit rovinu, kterd je urcena timto bodem
a ruznobéznymi vektory z(ty), Z(ty). Tuto rovinu nazyvame oskulacni rovinou kiivky k v bodé X (ty),
znacime ji 7, viz Obr. B0

1
Obrazek 50: Oskula¢ni rovina 7 Sroubovice X = [2cost, 2sint, §t] v bodé X (27)

Poznémka. V pifpadé sroubovice na Obr. B0 je vektor Z(t) kolmy na teény vektor #(t). Pozname-
nejme, ze se jedna o specialni pripad. Obecné, v pripadé jinych kfivek, mohou tyto vektory svirat
rozlicné thly (Vime, ze v ptipadé inflexniho bodu jsou rovnobézné).

Vedle tefny ¢ se smérovym vektorem Z(t) zavadime v bodé X kiivky k jesté dalsi dvé vyznacné
primky a néasledné jesté tfi roviny témito pfimkami urcené, viz Obr. GBIl Jednd se o primku n, kterd
lezi v oskula¢ni roviné 7 a je kolméa k tecné ¢, a o primku b, kterd prochazi bodem X kolmo na
7. Piimku n nazyvame hlavni normdlou kiivky k v bodé X, ptimku b potom binormdalou kiivky k
v bodé X. Rovinu pfimek n, b oznacujeme v a nazyvame ji normdlovou rovinou k¥ivky k£ v bodé X.
Rovinu piimek ¢, b oznacujeme p a nazyvame ji rektifikacni rovinou kiivky k v bodé X.
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Obrazek 51: Tecna t, hlavni norméla n, binormala b, oskula¢ni rovina 7, normalova rovina v a

1
rektifika¢ni rovina p Sroubovice X = [2cost, 2sint, 515] v bodé X (ty) (to = 2m)

8.4 Oblouk krivky

Predstavme si, Ze na kiivce zvolime pevny bod X(¢y) (tj. bod, jemuz odpovidéa libovolna, pevné
zvolend hodnota parametru tg). Délku kiivky méfenou od tohoto bodu nazyvame obloukem krivky,
viz oblouk s na Obr. (2] (ukazuje se, Ze je vyhodné pouzit oblouk jako parametr kiivky).

) X(t)
X(tp)

Obrazek 52: Oblouk kiivky k

V definici oblouku tak figuruje zndmy vztah z integralnitho po¢tu pro vypocet délky kiivky (nase
kiivka k) mezi dvéma body (v nasem piipadé se jedna o body X () a X (t)).

Definice 10 (Oblouk kiivky). Predpokladejme, Ze krivka k je dana vektorovou rovnici & = Z(t);t € 1.
Potom funkci

t t
5= s(t) = / Vi rdt = / IO TR+ 2P dt (27)
to to
nazyvame obloukem krivky k od bodu ty € I do bodut € I.

Poznamka. Pripomenme si ve stru¢nosti hlavni myslenku odvozeni vztahu pro vypocet délky kiivky.
Oblouk s si predstavime rozdéleny na nekonecné malé elementy, kazdy z nich nahradime tseckou délky
ds (diferencial). Tuto délku potom vyjadiime vztahem ds = /da? + dy? + d22, kde dz, dy, dz jsou
odpovidajici pfirtstky (diferencialy) jednotlivych soufadnicovych funkei z(t), y(t), z(t), viz Obr.
(jedna se vlastné o dvoji postupné pouziti Pythagorovy véty). S védomim toho, ze uvedeny vztah
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Obrazek 53: Nekonecné maly element oblouku s

... e , A ] dz?  dy? d2?
pouzijeme v kontextu urcitého integralu, formalné ho upravime do tvaru ds = w + Er) + = dt,
ktery uz zietelné koresponduje s formuli 271

Oblouk se c¢asto pouziva jako parametr kiivky. K prechodu od ptivodniho parametru ¢ k novému
parametru s pouzijeme funkci s = s(t) (pouzijeme ji jako tzv. pripustnou funkci). Ta je na pfislusném
intervalu I vzdy prosta (je rostouci). Proto k ni na I existuje funkce inverzni t = t(s), kterou kdyz
dosadime do rovnice (bodové, vektorové, parametrickych rovnic) kfivky za ¢, stane se tato rovnice
zavisld na s, [I]. Tuto proceduru ilustruje nasledujici ptiklad.

PRIKLAD 8.4. Na kfivce dané rovnici X = [2cost,2sint,\/5t]; t € (—m,7) zavedte novy
parametr, ktery je obloukem.

Regeni: Nejprve ur¢ime pripustnou funkci s = s(t):

t
s:/ V4sint? +4cost? + 5 = 3t. (28)
0

o , Ly . . , S (1 vy . . o v
Potom staci do dané rovnice Sroubovice dosadit za t vyraz — a nalezité upravit meze intervalu, v némz

s s s
se pohybuji hodnoty nového intervalu s. Dostaneme X = [2cos =, 2sin —, V5=

3 3 3]; t € (—3m,3m).

8.5 Prvni kfivost krivky

Nyni budeme uvazovat, Ze parametrem kfivky je oblouk s. Misto rovnice X = X (t) tak pracujeme
s rovnici X = X(s). Pro detailni seznameni s dusledky tohoto pfechodu, na které zde neni prostor,

1ze doporucit [I] a [13].
Z toho, jak byl oblouk zaveden, vyplyva, délka kiivky mezi dvéma jejimi body X (s1) a X(s2) je
primo rovna rozdilu s; — s1. Proto se tika, ze oblouk ,méri kiivku“.

Pro parametr s zavedeme vektory analogické vektortim Z(¢), £(t). Pro odliseni od b&zného parametru

budeme derivaci podle oblouku s misto teckami znacit ¢arkami, tj. &'(s), @(s).

Definice 11 (Prvni kfivost). Pro krivku k danou vektorovou rovnici ¥ = Z(s);s € I, kde s je
obloukem, nazjvdme vektor t(s) = 7' (s) vektorem tecny krivky k v bodé X (s) a vektor & (s) vektorem
pruni krivosti kiivky k v bodé X (s). Cislo *k(s) = |7"(s)| nazgvdme pruni kiivosti (téZ flexi) krivky
k v bodé X(s). Punkce 'k, kterd kaZdému bodu krivky k prirazuje jeho kiivost, je tzv. proni krivost
krivky.
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Poznamka. Prvni kfivost je vyznamnou charakteristikou kiivky. Jeji prevracena hodnota je rovna
poloméru oskula¢ni kruznice kiivky v prislusném bodé (oskula¢ni kruznice viz str. [51]).

Jesté poznamenejme, Ze zatimco vektor Z”(s) urcuje svou velikosti prvni kiivost kfivky, velikost
vektoru tecny '(s) je vzdy rovna 1 (tj. vektor teény je vzdy jednotkovym vektorem) [I].

Pro vektor 2”(s) plati nasledujici véta (viz [1], str. 200).

Véta 24. Bod krivky je inflexnim bodem pravé tehdy, jestliZe pruni krivost v tomto bodé je rovna nule.
Jestlize je dany bod neinflexnim bodem krivky, potom vektor pruni krivosti tohoto bodu je nenulovym
vektorem, ktery je kolmy na vektor tecny tohoto bodu.

Pokud je prvni kiivost kiivky rovna nule v kazdém jejim bodé, jedna se o piimku nebo jeji ¢ast.

8.6 Frenetuv trojhran

Nyni zavrsime prehled charakteristik krivky v jejim daném bodé zavedenim pojmu Frenetuv trojhran
(viz [1, str. 201) (J. F. Frenet (1816-1900), francouzsky matematik).

Definice 12 (Frenetiv trojhran). Predpokladejme, Ze X (s) je neinflexni bod kiivky k. Potom vektory

— — = f”(S) - -, .
t(s) =2'(s), 7(s) = =7, b(s)=1t(s) x 7i(s) (29)
|7 (s)]
nazyvame postupne vektorem tecny, vektorem hlavni normdly a vektorem binormaly krivky k v bodé
X (s). Usporddanou trojici vektori

—

(#(s), 7i(s), b(s)) (30)

nazyvame Frenetovym trojhranem kiivky k v bodé X (s).

Poznamka. Je ziejmé, e vektory i(s), 7i(s), b(s) jsou jednotkové a navzajem kolmé. Jejich orientace
je pritom souhlasna s uspotradanou trojici jednotkovych soutadnicovych vektort €1, €5, €3. Frenetiv
trojhran tvori ortonormalni bazi. Tuto skutecnost vyuzivame v kinematické geometrii pii popisu
pohybu v trojrozmérném prostoru.

Véta 25 (Frenetovy vzorce). Pro vektorové funkce t, i, Z;, které urcuji v kazZdém bodé krivky k
prislusny Frenetiv trojhran, plati ndsledugici vztahy (tzv. Frenetovy vzorce):

A Vet
o= ki +21:b, (31)
Vo= 2k,

kde redind funkce 'k je pruni krivost krivky k a redlnd funkce ?k je tzv. druhd krivost (téZ torze)
krivky k.

Poznamka. Prvni kiivost 'k jsme definovali na str. @9, pojem druhé kiivosti 2k je vsak zaveden az
vyse uvedenymi Frenetovymi vzorci ([BI]). Zatimco prvni kiivost vyjadiuje miru vychyleni kfivky od
tecny, druhou kiivost mizeme chapat jako miru pro odchyleni (vykrouceni) kiivky z jeji oskulacéni
roviny [1].

Jestlize ma kiivka bez inflexnich bodt v kazdém svém bodé druhou kiivost rovnou nule, jedna se

o rovinnou kfivku. Poznamenejme, ze v pripadé takovéto krivky jsou Frenetovy vzorce obzvlasté
jednoduché: ¢ =' ki, i’ = —1kt.
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8.7 Oskulac¢ni kruznice

Pro snazsi zavedeni pojmu oskulacni kruznice nejprve pojedname o povaze styku (dotyku), ktery
mohou mit dvé kiivky ve svém spoleéném bodé. Hovoiime o styku ¢—tého fadu (ekvivalentné o styku
(¢+1)—bodovém). Pro minimalni ¥ad styku je uréujici nejvyssi fad derivace rovnic obou kiivek, ktera
je pro né spolecna.

Uvazujme kfivky k,l o rovnicich k = k(s), I = I(s). Potom nutnou a postacujici podminkou, aby
mély ve spoleéném bodé X (sg) (tj. odpovidda mu hodnota parametru sq) styk nejméné g—tého radu
(tj. styk (¢ + 1)—bodovy), je splnéni rovnic

k’(SQ) = Z(SO), k/(SQ) = l/(So), ey ]{(q) (80) = l(q)(SQ). (32)
Dvé protinajici se kiivky k, ! maji styk nultého fadu, tj. jednobodovy, protoze pro né plati k(s) = I(s),
ale k'(s) # U'(s).

Dvé kiivky, které maji ve spole¢ném bodé spole¢nou tecnu (u prostorovych kiivek také tecné roviny),
maji v tomto bodé styk nejméné prvniho fadu, tj. dvojbodovy. Vice o styku dvou kiivek viz [13].

Definice 13 (Oskulac¢ni kruznice). Kruznici m nazgvdme oskulacni kruznici krivky kv jejim bodé
Xo, jestlize maji obé krivky v bodé X, styk alespon druhého radu.

Vlastnosti oskula¢ni kruznice specifikuje nasledujici véta (viz [, str. 210).

Véta 26. Necht X, je neinflexni bod krivky k. Potom existuje prdvé jedna oskulacni kruZnice m
kriwvky k v bodé Xy a ma tyto vlastnosti:

1. Kruznice m lezi v oskulacni roviné krivky k v bodé Xy, prochdzi bodem Xy a md v ném s krivkou
k spolecnou tecnu.

2. Polomeér kruznice m je roven prevrdcené hodnoté pruni kiivosti 'k krivky k v bodé X.

3. Stred oskulacni kruznice leZi na hlavni normdle sestrojené ke krivce k v bodé Xy, a to na
poloprimce urcené bodem Xy a vektorem normdly tohoto bodu.

Dikaz. Viz [1], str. 210. O
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9 Vybrané rovinné krivky

9.1 Obalova krivka

PRIKLAD 9.1. Za urcitych okolnosti miuzZeme na dné dobre umytého hrnecku nebo na hladiné
napoje v ném pozorovat kiivku podobnou srdci (viz obr. [5])). Jakd je podstata tohoto jevu? MuzZeme
odvodit rovnici pozorované krivky?

Obrazek 54: : Srdce ve sklenici

Doty¢na kiivka je polovinou kfivky zvané nefroida. Vznika jako obalka svételnych paprski odraze-
nych od vnitini stény nadoby. Tim se fadi do rodiny tzv. kaustik. Geometrickou podstatu vzniku této
kiivky snadno modelujeme v programu GeoGebra. K vykresleni systému odrazenych paprsk, jejichz
je nefroida obalkou, vyuzijeme zobrazeni stopy polopfimky, ktera je modelem odrazeného paprsku.
P¥i plynulém pohybu bodem dopadu I (viz Obr. BBh) podél kruznice znazornujici vnitini sténu na-
doby (po jeho uchopeni ukazatelem mysi) se potom na Ndkresné zobrazuje cely systém odrazenych
paprsku a vznik vysledné kiivky jako jejich ,obalky“ je ziejmy. Vysledek vidime na Obr. B3b.

Obdlkou (obalovou krivkou) systému kiivek v roviné rozumime kiivku, kterd mé v kazdém svém bodé
tecnu spole¢nou s jednou z kiivek uvazovaného systému. Jeji rovnice jsou fesenim soustavy rovnic,
ktera je tvorena rovnici parametrického systému kiivek

l(z,y,) =0, (33)
kde ¢ je redlny parametr, a jeji derivaci podle tohoto parametru
A(z,y,¢)
—— == =0. 34
L (34)

Pti odvozeni rovnice zkoumané kiivky v programu GeoGebra zacneme zadanim soutfadnic bodu
dopadu I a normélovych vektori ng a n, primek, které v tomto poradi reprezentuji dopadajici a
odrazeny paprsek, viz fadky 1-4 nasledujiciho kédu feseni v prostiedi CAS GeoGebry.
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a) Odraz svétla b) Obélka odrazenych paprski

Obrazek 55: : Geometricky model vzniku kaustiky, GeoGebra 5.0

P=(Ly)
- P = (xy)

I'={cos(@+ T /2),5in(p+ T /2))

—~ | = (—sin (), cos (¢))

n_d:=Vektor[{0,1)]

e ()

n_r=Vektor[(-sin(2 §).cos(2 ())]

- = (o )

{p)y=(P-1y"n_r
= () := — (sin(¥) +x) sin(2 ) + (—cos (p) +y) cos (2 )

di(g)-=Derivace[l(p).p]

- dl(e) ;= —2x cos(2¢) —2ysin(2¢) —sin(e) cos(2 p)+sin(2 @) cos (p)

K:=Reseni[{l(p)=0.di(@)=0}.{x.y}]

- K= (—% sin(3tp)—% sin () %cus(B:p)—l—% cus{tp))
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Poté definujeme rovnice (33), (34)), v uvedeném kédu jsou nazvany 1(¢) a d1(¢), viz fadky 5-6 kédu.
Resenim soustavy téchto rovnic je bodova rovnice zkoumané kiivky, kterou vidime na poslednim
radku ¢. 7 kodu reseni.

Dalsim ptikladem obalové krivky je asteroida. Mtzeme ji totiz definovat jako obdlku jednotlivych

poloh tsecky, jejiz koncové body se pohybuji podél kolmych piimek, viz Obr. BGl Pokuste se tuto
krivku modelovat v GeoGebte, pripadné vypocitat jeji bodovou rovnici.

-1

Obrézek 56: Asteroida

9.2 Evoluta a evolventa

Viz Obr. 57 Rovinné kiivka m, kterd protind kolmo vSechny tecny dané kiivky k, se nazyva evolventa
krivky k. Rovinna kfivka k, pro kterou je kfivka m evolventou se nazyva evolutou kiivky m.

Obrazek 57: Evoluta k£ a evolventa m
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K dané kfivce k existuje nekonecné mnoho evolvent. Vsechny tyto evolventy maji spolecné nor-
maly, které jsou tecnami k. VSechny je miizeme ziskat jako trajektorie bodu te¢ny odvalujici se po
kiivce k (na odvalujici se te¢nu nanasime délku oblouku, méfeného od pevné zvoleného bodu kfivky
k dotykovému bodu te¢ny, tj. na Obr. 57 je délka tsecky T' P’ shodna s délkou oblouku PT).

Pokud kiivka m nema inflexni bod a ma vSude nenulovou derivaci prvni kiivosti, existuje k ni jedina
evoluta. Tato evoluta je mnozinou vsech stfedl oskulac¢nich kruznic kiivky m. Evolutu dané rovinné
krivky mizeme charakterizovat také jako obalovou kiivku normal této kiivky.

Na Obr. (7] vidime ¢ast evolventy m kruznice k (kruznice k je tedy evolutou kiivky m). V technické
praxi se tato krivka uplatiiuje pfi navrhu tvaru zubt u ozubenych kol. Tvar evolventy kruznice
zajistuje odvalovani zubt dvou kol po sobé a tim dochézi k plynulému pienosu sily béhem jejich
vzajemného otaceni.

Prikladem dalsi znamé dvojice ktivek ve vztahu evoluta—evolventa je dvojice fetézovka—traktrix, viz

Obr. BY.

Obrazek 58: Retézovka r a traktrix ¢

Pro detailni sezndmeni s pojmy evoluta a evolventa lze doporucit [I] a [13].
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