9 Vybrané rovinné krivky

9.1 Obalova krivka

PRIKLAD 9.1. Za urcitych okolnosti miuZeme na dné dobre umytého hrnecku nebo na hladinée
napoje v ném pozorovat kiivku podobnou srdci (viz obr. [5])). Jakd je podstata tohoto jevu? Muzeme
odvodit rovnici pozorované krivky?

Obrazek 54: : Srdce ve sklenici

Dotyc¢na kiivka je polovinou krivky zvané nefroida. Vznika jako obalka svételnych paprskt odraze-
nych od vnitini stény nadoby. Tim se fadi do rodiny tzv. kaustik. Geometrickou podstatu vzniku této
ktivky snadno modelujeme v programu GeoGebra. K vykresleni systému odrazenych paprski, jejichz
je nefroida obalkou, vyuzijeme zobrazeni stopy polopiimky, ktera je modelem odrazeného paprsku.
P¥i plynulém pohybu bodem dopadu I (viz Obr. BBh) podél kruznice znazornujici vnitini sténu na-
doby (po jeho uchopeni ukazatelem mysi) se potom na Ndkresné zobrazuje cely systém odrazenych
paprski a vznik vysledné kiivky jako jejich ,obalky“ je zfejmy. Vysledek vidime na Obr. B3b.

Obdlkou (obalovou krivkou) systému kiivek v roviné rozumime kiivku, kterd mé v kazdém svém bodé
tecnu spolecnou s jednou z krivek uvazovaného systému. Jeji rovnice jsou fesenim soustavy rovnic,
ktera je tvorena rovnici parametrického systému kiivek

l(z,y,p) =0, (33)
kde ¢ je redlny parametr, a jeji derivaci podle tohoto parametru
ol
Mz,y, ) _ 0. (34)
Iy

Pti odvozeni rovnice zkoumané kiivky v programu GeoGebra za¢neme zadanim soufadnic bodu
dopadu I a norméalovych vektord ng a n, piimek, které v tomto poradi reprezentuji dopadajici a
odrazeny paprsek, viz fadky 1-4 nasledujiciho kédu feseni v prostiedi CAS GeoGebry.
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a) Odraz svétla b) Obalka odrazenych paprski

Obrazek 55: : Geometricky model vzniku kaustiky, GeoGebra 5.0

P=(xy)
- P = (xy)

I'=(cos(g+ T /2).5in(g+ 1T /2))

—~ | 1= (—sin (), cos (¢))

n_d:=Vektor[{0,1}]

()

n_r=Vektor[(-sin(2 p),cos(2 §))]

(D)

{p)y=(P-1y"n_r

= () := — (sin(¢) +x) sin(2 ) + (—cos (p) +y) cos (2 ¢)

di{p)-=Derivace(l(e).9]

= dl{e¢) ;= —2x cos (2 ) — 2y sin(2 ) —sin(g) cos (2 ) +sin(2 ) cos ()

K:=Reseni[{l(p)=0.dI(¢)=0}.{x.y}]

- K= (—% sin[3:p)—g sin () %cus(Btp)—l—% cus{tp))




Poté definujeme rovnice (33), (34)), v uvedeném kédu jsou nazvany 1(¢) a d1(¢), viz fadky 5-6 kédu.
Resenim soustavy téchto rovnic je bodova rovnice zkoumané kiivky, kterou vidime na poslednim
radku ¢. 7 kédu reseni.

Dalsim prikladem obalové kiivky je asteroida. Mizeme ji totiz definovat jako obdlku jednotlivych

poloh tsecky, jejiz koncové body se pohybuji podél kolmych piimek, viz Obr. BGl Pokuste se tuto
krivku modelovat v GeoGebre, pfipadné vypocitat jeji bodovou rovnici.
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Obrazek 56: Asteroida

9.2 Evoluta a evolventa

Viz Obr. 57 Rovinna kiivka m, kterd protina kolmo vSechny tecny dané kiivky k, se nazyva evolventa
krivky k. Rovinna kiivka k, pro kterou je kiivka m evolventou se nazyva evolutou kiivky m.

Obrazek 57: Evoluta k£ a evolventa m
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K dané kfivce k existuje nekonecné mnoho evolvent. Vsechny tyto evolventy maji spolecné nor-
maly, které jsou tecnami k. VSechny je miizeme ziskat jako trajektorie bodl tecny odvalujici se po
kiivce k (na odvalujici se te¢nu nanasime délku oblouku, méfeného od pevné zvoleného bodu kfivky
k dotykovému bodu te¢ny, tj. na Obr. 57 je délka tsecky T'P" shodné s délkou oblouku PT).

Pokud kiivka m nema inflexni bod a ma vSude nenulovou derivaci prvni kiivosti, existuje k ni jedina
evoluta. Tato evoluta je mnozinou vsech stfedt oskulac¢nich kruznic kiivky m. Evolutu dané rovinné
krivky mizeme charakterizovat také jako obalovou kiivku normal této kiivky.

Na Obr. (7] vidime ¢ast evolventy m kruznice k (kruznice k je tedy evolutou kiivky m). V technické
praxi se tato krivka uplatiiuje pfi navrhu tvaru zubt u ozubenych kol. Tvar evolventy kruznice
zajistuje odvalovani zubt dvou kol po sobé a tim dochézi k plynulému pienosu sily béhem jejich
vzajemného otaceni.

Prikladem dalsi znamé dvojice ktivek ve vztahu evoluta—evolventa je dvojice fetézovka—traktrix, viz

Obr. BY.

Obrazek 58: Retézovka r a traktrix ¢

Pro detailni sezndmeni s pojmy evoluta a evolventa lze doporucit [I] a [13].
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