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1 Pripomenuti vybranych pojmu

1.1 Grupa

Definice 1 ((Komutativni) grupa). Grupou (M, *) rozumime mnozinu M spolu s
operact x na M, kterda ma tyto vlastnosti:

) Ve,ye M; xxy e M,
Operace x je neomezené definovand na M.
(Mnozina M je uzaviend vzhledem k operaci x.)

i) Va,y,2 € M; xx (yx2z) = (xxy) * 2,
Operace (struktura) je asociativni.

iii) dee M\Vex e M; xxe=exx =z,
Existuge neutrdalni prvek vzhledem k x.
(Jednd se o strukturu s neutrdlnim prokem.)

iv) Vee M,Jy e M; zxy=yx*x=e.
Ke kazdéemu prvku existuje prvek inverzni vzhledem k .
(Jednd se o strukturu s inverznimi proky.)

Je-li struktura (M, *) navic komutationi, nazyvd se komutativni grupa nebo téz Abe-
lova grupa.

Priklady grup
1' (Z? +)7 (Q7 —l_)? (R7 —I_)’ (C7 —l_)?
2. (Q - {0}7 ')’ (R - {0}7 '): (C - {0}7 ')7

3. Mnozina povelu {stt, vlevo vbok, vpravo vbok, elem vzad} spolu s operaci sklé-
dani.

‘ o H pozor ‘ vlevo v bok ‘ vpravo v bok ‘ Celem vzad ‘

pozor

pozor

vlevo v bok

vpravo v bok

¢elem vzad

vlevo v bok

vlevo v bok

¢elem vzad

pozor

vpravo v bok

vpravo v bok

vpravo v bok

pozor

celem vzad

vlevo v bok

¢elem vzad

¢elem vzad

vpravo v bok

vlevo v bok

pozor

4. Uvazujme rovnostranny trojiuhelnik ABC v roviné p. Grupou je potom mnozina
vSech transformaci roviny, v nichz se trojuhelnik zobrazi sdm na sebe, spolu
s operaci skladani transformaci (hovorime o tzv. dihedralni grupé, viz téz/grupy symetrii

).


https://en.wikipedia.org/wiki/Dihedral_group
https://en.wikipedia.org/wiki/Symmetry_group

1.2 Téleso

Télesem jako algebraickou strukturou rozumime strukturu jejiz vlastnosti jsou zo-
becnénim vlastnosti mnoziny redlnych cisel spolu s operacemi s¢itani a nasobeni, tj.
struktury (R, +, ).

Definice 2. Struktura (T,+,-) se nazyva téleso, pravé kdyz je (+,-)-distributivni,
kdyz struktura (T, +) je komutationi grupa (tzv. aditivni grupa télesa) a kdyz struk-
tura (T'—{0},-), kde 0 je nulovy prvek grupy (T,+), je grupa (tzv. multiplikativni
grupa télesa T'). Je-li navic grupa (T'— {0}, -) komutativni, nazyvd se T komutativni
teleso.

Priklady téles

L. (Qv‘h ')7
2. (R,+,"),
3. (C,+,").

1.3 Vektorovy prostor

Definice 3 (Vektorovy prostor). Necht'T je komutativni téleso. Mnozinu V nazveme
vektorovym prostorem nad télesem T', prave kdyz jsou na V' definovany dvé operace:
(1) scitani: libovolné dvojici @ € V, U € V je jednoznacné pfitazen prvek i + v €
V, (i) ndsobeni prokem z télesa T (skaldrem): vysledkem ndsobeni vektoru @ € V
skalarem a € T je vektor au € V, které splnuji nasledugici vlastnosti:

a) Struktura (V,+) je komutationi grupa.
b) Distributivnost: (a + b)u = aud + bu, a(u + V) = at + av.

c) Ezistence jednotkového prvku skaldrniho ndsobeni: 1 -4 = .
Priklady vektorovych prostora

1. Mnozina R? viech uspotradanych dvojic redlnych ¢isel s operacemi séitani uspoia-
danych dvojic a nasobeni redlnym cislem definovanymi nasledujicim zptsobem:
(a1,a2) + (b1,b2) = (a1 + b1, a9 + b2), k - (a1,a2) = (kay, kay) (jedné se o tzv.
aritmeticky vektorovy prostor R? nad télesem realnych &isel).

2. Mnozina geometrickych vektort v roviné (orientovanych usecek) spolu s operaci
skladani vektort a nasobeni vektoru realnym cislem, jak jsou znamy ze skolské
matematiky.



1.4 Afinni bodovy prostor

Definice 4 (Afinni bodovy prostor). Neprdzdnou mnozinu A, (jeji proky jsou tzv.
body) nazveme afinnim bodovym prostorem dimenze n, jestliZe je dan vektorovy pro-
stor V,, dimenze n a zobrazeni

g: A, x A, =V,
techto vlastnosti:
1. Pro kazdy bod A € A, a pro kaZdy vektor ¥ € V,, existuje jediny bod B € A, tak,
- g(A,B) =17 t.]. B=A+1%.
2. Pro kazdé tri body A, B,C € A, plati, Ze
9(A,C) = g(A, B) + g(B, C).

Vektorovy prostor V,, nazyvame vektorovym zamérenim afinniho prostoru A,.

8l
8
)

Priklady afinniho bodového prostoru

1. Jednoprvkovd mnozina se zamétrenim V{, = {07} je afinni bodovy prostor dimenze 0.

2. Eukleidovské prostory E; (pfimka), Es (rovina), F5 ((trojrozmérny) prostor).

3. Samotny vektorovy prostor V,, spliiuje definici afinnitho bodového prostoru (nao-
pak to samoziejmé neplati, nelze rici, ze afinni bodovy prostor je zaroven vektorovym
prostorem). Plati

—

g(u,v) = U — 1.



1.5 Afinni souradnice bodu

Definice 5 (Afinni soustava soufadnic - repér). Necht P je libovolny bod z afinniho
prostoru A,, n > 0. Necht (€1, e, ..., €,) je bdze vektorového zaméreni V,, prostoru
A,,. Potom usporadanou (n + 1)-tici

Y = (P7 gl) 527 (D) gn)
nazgvdme afinni soustavou soutadnic @ (téZ repérem @) v prostoru A,.

Souradnicemi bodu X € A, v soustavé soutadnic ¢ budeme rozumet souradnice
vektoru X — P v bdzi (€1, €5, ..., €y).

Definice 6 (Kartézska soustava souradnic). Kartézskou soustavou soutadnic rozu-
mime afinni soustavu soutadnic (P;€}, €y, ..., e,), kde (€1, €, ..., €,) je ortonormalni
baze.

X-P

A 4

1.6 Eukleidovsky bodovy prostor

Definice 7 (Eukleidovsky bodovy prostor). Eukleidovskym bodovym prostorem E,,
rozumime afinni bodovy prostor, na jehoZ zamereni je definovan skalarni souéin.

Definice 8 (Skalarni soucin). Skaldrnim soucinem rozumime operaci, kterd kazZdé
dvojici vektord u,v € V' pFitazuje redlné cislo (skaldar) - v € R tak, Ze plati:

[, @-7=7-7, (SYMETRIE)
2. u-(V+w)=u-v+u-w, (BILINEARITA, vlastnosti 2 a 3)
8. (ku)-v=k

J. @ @>0 A[G-@=0ead=3d. (POZITIVITA)



1.7 Zobrazeni

Definice 9 (Geometrické zobrazeni). Zobrazenim (geometrickym zobrazenim) rozu-
mime predpis, ktergm je libovolnému bodu X (ktery je prukem dané mnoZiny, napf.
roviny) jako jeho obraz jednoznacné pritazen bod X' = f(X).

Definice 10 (Vzajemné jednoznacné zobrazeni). Vzdjemné jednoznacnym zobraze-
nim rozumime zobrazent, které je prosté a zaroven je zobrazenim na mnozinu (tj. Ze
dvéma riznym boddim (vzorim) jsou pFitazeny dva rizné obrazy a zdroven plati, Ze
kazdy bod mnoziny, do niz zobrazujeme, je obrazem néjakého bodu z mnoziny vzori,).

Priklady geometrickych zobrazeni

1. Prikladem vzajemneé jednoznacného geometrického zobrazeni je stredova sou-
mérnost (stejné jako vSechna ostatni shodné zobrazeni i stejnolehlost).

Obrézek 1: Stfedova soumérnost se stifedem S

2. Prikladem geometrického zobrazeni v rovin€, které neni prosté, je rovnobézné
promitani do primky, které je dano smérem s a primkou p, viz Obr.[2l Z obrazku

Obrazek 2: Rovnobézné promitani ve sméru § z roviny do piimky p

je patrné, ze vSechny body primky rovnobézné se smérem 5 se zobrazuji do
jednoho bodu. Napriklad body ptimek k,m,q se v uvedeném potradi zobrazuji
do bodu K', M’ Q)'.



Dalsi priklady geometrickych zobrazeni:

3. Stejnolehlost.

Obrazek 3: Stejnolehlost se stfedem S a s koeficientem x = —2

4. Osova afinita.

Obréazek 4: Osova afinita dana osou o a dvojici bodia A, A’

10



5. Stredova kolineace.

Obrazek 5: Stredova kolineace dand stifedem S, osou o a dvojici bodu A, A’

6. Kruhova inverze.

Obrazek 6: Kruhova inverze dana kruznici w

11



7. Stredové promitani.

Obréazek 7: Stfedové promitani z trojrozmérného prostoru do roviny

PRIKLAD 1.1. Pomoci programu GeoGebra vyzkoumejte, zda se v ndsledugjicich
zobrazenich zobrazi stred usecky zase na stred usecky: stejnolehlost, osovad afinita,
stredova kolineace, kruhovad inverze.

12



2 Délici pomér

Délicim pomeérem zde rozumime cislo, které jednoznacné udava polohu bodu na
primce vzhledem ke dvéma pevné danym bodim této primky.

A C B
Obrazek 8: TTi kolinearni body

Definice 11 (Délici pomér). Necht A, B,C; A # B, C # B, jsou tri body leZici
na primce (tj. tr1 kolinedrni body). Délicim pomérem bodu C' vzhledem k bodum A,
B rozumime redlné cislo A, které zapisujeme (ABC'), a pro jehoz absolutni hodnotu

plati
_|AC]

= 1
el )
pritom pro bod C' lezici vné usecky AB je (ABC) > 0 a pro bod C' leZici uvvniti AB
je (ABC) < 0. Pro C' = A je zieymé (ABC) = 0.

((ABC)]

Poznamka. Uvedena definice zavadi délici pomér pomoci podilu vzdalenosti bodu
C od danych bodi A, B. Protoze vzdalenosti jsou kladné, neptinasi jejich podil
zadnou informaci o znaménku délictho poméru, kterému pak musi byt vénovana
zvlastni cast definice. Tomu se vyhneme, pokud pouzijeme k zavedeni pojmu délici
pomér odpovidajici vektory definované prislusnou trojici bodi, viz Obr[9l.

A >€ B
Obréazek 9: Délici pomér bodu C vzhledem k bodim A, B

Definice 12 (Délici pomér 2). Necht A, B,C; A # B, C # B, jsou tfi body leZici

na primce (tj. t7i kolinedrni body). Potom ¢islo A definované rovnici
C—-—A=)\C-B) (2)
znacime (ABC) a nazyvame délicim pomérem bodu C' vzhledem k bodim A, B.

Poznamka. Ve vztahu (2)) je obsazena kompletni informace o ¢isle A, tj. o jeho
absolutni hodnoté i o znaménku. Pro snazsi zapamatovani si mizeme (2)) prepsat
do tvaru

_C-A

~ C-B

ktery sice neni formalné spravné, ale jasné koresponduje se vztahem ([I). Smysl ziska
az dosazenim soufadnic bodt A = [a1;as), B = [b1; by, C = [c1;¢2) :

A

1L —m C2 — Q2

)\ —

cp— by Cz—bz'
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PRIKLAD 2.1. Urcete délici pomér (ABS) stiedu S tsecky AB vzhledem k jejim
krajnim bodum A, B.

PRIKLAD 2.2. Pro body A, B,C plati (ABC) = \. Zapiste pomoci A délici po-
mery (BAC), (CBA),(ACB),(CAB) a (BCA).

Reseni: Vztah (2) pro (ABC) = X ptepiseme do tvaru A = AB + (1 — \)C. Odtud
1 1 1
po vydéleni \ dostaneme B = XA + (1 — X)C’ Odtud je zfejmé, ze (BAC) = T

Poznamenejme jesté, ze ke stejnému vysledku vede také toto odvozeni: (BAC) =
C—-B 1 1

— _A_—_
C—A &2 A

Analogicky odvodime vyjadreni dalsich délicich poméri v ramci dané trojice bodi:

(CBA) = % (ACB) =1 -\ (CAB) = - ! Ca(BCA) =1~ 1

A

PRIKLAD 2.3. V rovin€ jsou ddny dva pevné body A, B. Urcete mnoZinu vsech
bodu X této roviny, pro které plati

AX] _

=k
[BX]

kde k je realnd konstanta.

Reseni: Hledanou mnozinou je kruznice, které je znama jako ,, Apolloniova kruznice“.
Nalezeni jeji rovnice si usnadnime vhodnym umisténim bodd A, B vzhledem k sou-
radnicovym osam. Konkrétné je umistime na osu z tak, ze A = [—a,0] a B = [a, 0],
kde a € R. Potom ma vySetfovana mnozina bodi X = [z, y| rovnici

x_a(k2+1) 2+ o Ad’k?
k2 — 1 ST R

ktera skutecné odpovida kruznici.

2.1 Barycentrické souradnice

Vyse uvedené skutecnosti nas mohou privést k moznosti vyjadreni polohy bodu
nezavisle na volbé soustavy souradnic. Bod C' muzeme, pii zvolenych bodech A, B,
zapsat takto:

14



Jedna se o priklad tzv. barycentrickych! souradnic.
Barycentrické souradnice vzhledem ke dvéma bodim

Bod X lezi na primce AB pravé tehdy, kdyz existuji dvé ¢isla «, 5 € R takova, ze
plati
X=aA+ 3B, a+p=1.

Tato c¢isla nazyvame barycentrickymi souradnicemi bodu X vzhledem k bodim
A, B. Rovnice X = aA + B, kde aa + 8 = 1 se nazyva bodova rovnice primky.

Poznamka. Analogicky miizeme zavést barycentrické souradnice bodu X vzhledem
ke tfem, Ctyrem, obecné pak k bodim. Provedte pro k = 3, 4.

PRIKLAD 2.4. Napiste barycentrické souradnice stiedu dsecky AB vzhledem k
gegim kragnim bodum.
PRIKLAD 2.5. Napiste barycentrické soutadnice tézisté trojuhelniku ABC vzhle-

dem k jeho vrcholum.

Véta 1. V prostoru Ei zvolme k + 1 bodu A;, k+ 1 cisel o; a k + 1 cisel B;, kde
i€{1,2,....k+1}. Potom plati:

a) Bod X definovany vztahem
X = a1 A + s+ o+ a1 Ar

je definovan nezavisle na volbé soustavy souradnic prave tehdy, kdyzZ

ap+as+ ...+ ap = 1.

b) Vektor i definovany vztahem
U= 1AL+ BoAs + . 4 Brr1Arsa

je definovan nezavisle na volbé soustavy souradnic prave tehdy, kdyzZ

B+ Pa A+ ... + Bry1 = 0.

! Barus znamend fecky téZky. Slovem barycentrum se oznacuje hmotny stied soustavy téles, vétsinou kosmickych.
Pouziti barycentrickych soufadnic mé analogii ve vypoctu polohy tézisté soustavy téles. Uvazujme napiiklad dvé
bodové télesa o hmotnostech m; a ms, kterd jsou umisténa v daném poradi v bodech X a Y. Potom pro souradnice
m1 X +moY m m m m

- = —— X 2 Y, kde —— =1
mi + mo mi + mo mi 4+ mo mi + meo mi 4+ mo

vvey

15



3 Afinni zobrazeni

Afinni zobrazeni (viz nize uvedena Def.[[3) se obecné uskutec¢iuje mezi dvéma afin-
nimi bodovymi prostory, jejichz dimenze nemuseji byt stejné. Prikladem afinniho
zobrazeni z prostoru Az do prostoru A, je stfedové promitani (z trojrozmérného
prostoru do roviny) na Obr.[I0

Castéji se budeme setkavat s afinnim zobrazenim, které se uskuteciuje v ramci
jednoho afinniho bodového prostoru (vét$inou se bude jednat o rovinu, konkrétné
o eukleidovsky prostor Ey nebo trojrozmérny prostor, konkrétné o eukleidovsky pro-
stor F3). Je-li takové afinni zobrazeni afinniho bodového prostoru na sebe vzajemné
jednoznacné, nazyvame ho afinni transformace daného bodového prostoru, zkracené
afinita.

Mezi afinity patri napr. shodnosti v roviné nebo stejnolehlost, které se vyucuji v ma-
tematice na zakladnich a strednich skolach.

Obréazek 10: Stfedové promitani z trojrozmérného prostoru do roviny

16



Definice 13 (Afinni zobrazeni). Zobrazeni f afinniho prostoru A do afinniho pro-
storu A’ se nazyvd afinni, jestliZe mad tuto vlastnost: LeZi-li navzdjem rizné body
B,C,D z prostoru A na primce, pak jejich obrazy f(B), f(C), f(D) bud splyvayi,
nebo jsou navzajem rizne, leZi na jednée primce a jejich délici pomeér se rovna déli-
cimu pomeru jejich vzori, tj.:

(f(B), f(C); f(D)) = (B,C; D).

Definice 14 (Asociovany homomorﬁsmuﬂzobrazeni f). UvazZugme afinni zobrazeni
f prostoru A do prostoru A’ napr. f : Ey — FE,. Potom asociovanym (%j. jed-
noznacné pritazenym) homomorfismem afinniho zobrazeni f rozumime linedrni
zobrazeni o, které zobrazuje zaméveni V' prostoru A do zaméreni V' prostoru A’
takto:

F=Y - X = (i) = f(Y) - f(X), 3)

kde X,Y jsou body z A, w € V; f(X), f(Y) body z A’, p(u) € V.

Role asociovaného homomorfismu ¢ afinniho zobrazeni f je patrna z Obr.[I1l Afinni
zobrazeni f se uskutecnuje mezi body, tj. zobrazuje body X,Y po radé na body
f(X), f(Y). Homomorfismus ¢ asociovany s f potom ,operuje“ na vektorech prislu-
Sejicich dvojicim téchto bodu, tj. vektor @ = Y — X zobrazuje na vektor (i) =

fY) = F(X).

Obréazek 11: Asociovany homomorfismus ¢ afinntho zobrazeni f

L Zobrazeni o vektorového prostoru V. do vektorového prostoru V' se nazijvd homomorfismus (téZ ,linedrni zobra-
zeni®), jestlize pro vSechna W, 0 €V, k € T (misto obecného télesa T miZeme wvaZovat R) plati:

(1) (i + V) = (i) + (),
(2) (ki) = kp(a).

17



3.1 Rovnice afinniho zobrazeni z A, do A,,

Necht afinni bodovy prostor A, je urcen pocatkem P a bazi €, ...,€,, tzn. A, =
{P;eéy,...,e,}. Podobné necht A',, = {Q;dy,ds, ...,d;,}. Necht f je afinni zobrazeni
A, do A’,, a ¢ asociované zobrazeni k f tak, ze

i=1
tzn. koeficienty a;; jsou souradnice vektort ¢(€;) v bazi zaméreni prostoru A,,,

m

F(P)=Q+ ) bid;, (5)

i=1
tzn. pocatek P € A,, se zobrazuje do bodu f(P) € A'},, ktery ma pii pocatku @
souradnice b;.

S ohledem na vyse uvedené timluvy nyni urc¢ime vztah mezi souradnicemi libovolného

bodu X € A, a jeho obrazu f(X) € A',,. Vyjadreme souradnice X, f(X) :

X=P+) x;, (6)
j=1
FX)=Q+)) ajd;. (7)
=1

Zobrazime-li bod X v afinité f, mizeme dle uvedenych vlastnosti zobrazeni f a ¢
psat:

f(X) = [(P) +Z%‘s&(5j)-

Po dosazeni z () a (Bl) dostavame

m

f(X) :Q—}_Zbid_;_f—zszaijcﬁa

=1 ]:1 1=1

3

po Upravée

FX)=Q+> (Z aijj + bi> d;. (8)

i=1 \j=1

Porovname-li koeficienty pri d; ve vyjadienich (7) a (8), dostéavame hledané rovnice

18



xgzz%jxj—i—bi, 1= 1,2,...,m (9)
j=1

Jinou formou zapisu (9) je soustava rovnic

Ty = anri + apvy + ...+ aT, + b
/

Ty = ao1T1 + 2T + ... + a2, T, + by
/

T, = Ap1T1+ AT + ... + appTy + by,

xy ay aip -+ Qi T by
/

Ty ag Gz -+ Aoy T2 by
! b
T Am1 Am2 Amn T n

pripadné maticova rovnice
X' =A-X+B.

3.2 Rovnice homomorfismu asociovaného s afinnim zobrazenim

Nyni jesté urc¢ime rovnice asociovaného zobrazeni ¢. Necht vektor @ € V,, se zobrazi
do vektoru (i) € V',,,. Pro soutadnice vzoru @ a obrazu () plati

i =) ud; (12)
j=1
m

p(@) = uid; (13)

i=1
Na (I2) aplikujeme zobrazeni ¢ a upravime dle (). Dostaneme

n

p(u) = ZUjSO(gj) = Zuj Z%’OE-

7=1 i=1

19



Po tprave
m n
(@) =) | X ayuj | d: (14)
i=1 \j=1
Srovnanim (I4)) s (I3) dostaneme hledané rovnice asociovaného zobrazeni:

n

u; = Zaijuj, i=1,..,m. (15)

J
3.3 Véta o urcéenosti afinniho zobrazeni

Véta 2 (O urcenosti afinniho zobrazeni). Méjme dva afinni bodové prostory A, A'p,.
Necht My, My, Ms, ..., M,, je n+1 linedrné nezavislych bodi v A,,, M{, M7, ..., M| n+1
libovolné zvolenych bodi v A',,. Pak existuje prdvé jedno afinni zobrazeni [ prostoru
Ay do Ay, které pritazuje bodim M; body M} tak, Ze

MJ/ = f(M;); 7=0,1,...,n.

Dikaz. Ze Def.[14] asociovaného homomorfismu ¢ plyne, ze jeho vztah k afinnimu
zobrazeni f lze vyjadrit vztahem (X — P) = f(X) — f(P), ktery miZeme psat ve
tvaru

F(X) = F(P)+ (X — P). (16)
Odtud je zfejmé, ze afinni zobrazeni f lze urcit (zadat) jednou dvojici bodi ve
vztahu ,vzor — obraz“, v pripadé (I€) je to dvojice P — f(P), a asociovanym
homomorfismem ¢. Z toho plyne dikaz véty i Afinni zobrazeni je urceno dvojici
bodt ,vzor — obraz“ My — M| a asociovanym homomorfismem ¢ jednoznacéné
ur¢enym n nezavislymi vektory M; — My, My — My, ..., M, — My a jejich obrazy
(které mohou byt zavislé) M; — M/}, M5 — M|, ..., M — Mj. O

PRIKLAD 3.1. Zjistéte, zda existuje afinni zobrazeni f : Ay — As, pFi kterém se
body B[1,0], C[0, 1], D[2, p|] zobrazi po Tadé na body B'[2,1,—1], C'[3,2,0], D'[1,0, 2].
Reseni v programu wxMaxima:

(%1i1) 1rl:all+bl=2; r2:a21+b2=1; r3:a31+b3=-1; r4:al12+bl1=3; rb5:a22+b2=2;
r6:a32+b3=0; r7:2*xall+p*xal2+bl=1; r8:2*a2l+p*xa22+b2=0;
r9:2*xa31l+p*a32+b3=2;

(%01) b1 +all =2
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(%02) b2+a21 =1

(%03) b3+ a3l = —1

(%od) bl +al2 =3

(%05) b2+ a22 =2

(%06) b3+ a32 = 0

(%07) al2p+bl+2all =1
(%08) a22p+b2+2a2l =0
(%09) a32p + b3 +2a31 =2

(%110) res:solve([rl,r2,r3,r4,r5,r6,r7,r8,r9],
[all,al12,a21,a22,a31,a32,b1,b2,b3]) [1];
p—3 4

,a32 = —— bl =
p+1 p+1

(%010) [all = —1,al12 = 0,a21 = —1,a22 = 0,a31 = —
4
3,02 =2,b3 = ——]|
p+1
(%111) ev([xl=all*x+al2*y+bl,yl=a2l*x+a22*y+b2,z1=a31*x+a32*y+b3],res);
4 -3 4
(%011) [21 =3 -z, yl =2 —12,21 = y =3 ]
p+1 p+1 p+1

PRIKLAD 3.2. Urcete rovnici afinniho zobrazeni f : Ay — Ay, pri kterém se body
12,1], [3,2], [0,1] zobrazi po Tadé na body [2], [0], [8].

PRIKLAD 3.3. Urcete rovnice rovnobézného promitdni prostoru As do primétny
m C As, vzhledem k pevné linedrni soustavé souradnic prostoru As, je-li ddna
prumétna ™ rovnict 2x1 + xo — xr3 + 2 = 0 a smér promitani je urcen vektorem
s=1(2;1;3).

PRIKLAD 3.4. Urcete rovnice afinniho zobrazeni f : As — Ao, které bodim
A=11,2,3],B=[0,1,1],C =[1,-1,2], D = [3,0, 1] pfirazuje v daném potadi body
A'=1-1,3], B=0,2], C =10,0], D = [3,1].

3.4 Cviceni — Afinni zobrazeni

1. Urcete rovnici afinntho zobrazeni f : Ay — Aj, pri kterém se body [2,1], [3, 2],
[0, 1] zobrazi po Fadé na body [2], [4], [10].

2. Pro jaké hodnoty parametri p, ¢ existuje afinni zobrazeni f : Ay — Al pii
kterém se body [2, 1], [—2, 3], [4, 0] zobrazi po fadé na body [p, 3], [0, ¢, [1, 1].
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4 Afinita

Afinita je strucny nazev pro afinni transformaci prostoru, tj. vzajemné jednoznacnée
afinni zobrazeni bodového prostoru A, na sebe.

Poznamka. ,Vzajemné jednoznacnym zobrazenim® rozumime zobrazeni, které je
zaroven ,prosté” a ,na mnozinu®“.

Afinita mé stejné analytické vyjadieni jako obecné afinni zobrazeni, viz (9), (L0)
nebo (IIl). Vzhledem k tomu, Ze se jednd o vzajemné jednoznacné zobrazeni, je
akorat matice afinity ¢tvercova a regularni. Afinitu tak lze zapsat maticovou rovnici

X' =A-X+B, (17)
kde A je regularni ¢tvercovd matice n—tého fadu a X, B a X’ jsou matice typu
(n,1). Jako priklady si uvedme afinity prostoru A, a As.

Kazdé afinni zobrazeni f afinni roviny As do sebe je vzhledem k libovolné zvolené
linearni soustavé souradnic dano rovnicemi:

f:a2 = anx + apy + b

, 18
Yy = anr + axny + b (18)

které miizeme zapsat jednou maticovou rovnici ve tvaru
,I/ a1 a2 X bl

: = : + . 19

4 [y’] {am a22 Y ba (19)

Kazdé afinni zobrazeni f v prostoru As muzeme zapsat soustavou rovnic

. !
g: Ty = a117 + a12X2 + 1373 + bl
/
Ty = a1 + apTy + axrs + by, (20)
rh = anry + azpry + agrs + by

nebo jednou maticovou rovnici

/
Xy air a2 ai3 X1 by
. 1l
qg: To| = Q21 Q22 A23] * [ T2 + b2 . (21)
/
T3 asy Gs2 ass T3 b3

PRIKLAD 4.1. Zdivodnéte, pro¢ ze skutecnosti, Ze afinita je vzdjemné jednozna-
cnym zobrazenim, vyplyva, Ze jeji matice je reqularni.
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4.1 Afinita v roviné

Budeme uvazovat specialni pripad afinniho zobrazeni, kdy prostory A, a A/ sply-
nou. Pijde nam tak o vzajemné jednoznacné zobrazeni prostoru A, (v nasem pripadé

FE») na sebe.

Definice 15. Vzdjemné jednoznacné afinni zobrazeni afinniho prostoru Eo na sebe
nazyvame ,afinitou” prostoru Es nebo ,afinni transformaci prostoru Es.

Poznamka. Mnozina afinit v roviné spolu s operaci skladani geometrickych zobra-
zeni tvori grupu, tzv. ,afinni grupu roviny“. Obecné formulaci této skutecnosti je
vénovana vétald na str. 32

4.2 Rovnice afinity v roviné

Kazdé afinni zobrazeni f v roviné Fs, které bodu X = [z,y] pfifazuje obraz X' =
(', 1/], je mozné zapsat rovnicemi

f:a2 = anx + any + b

22
Yy = anr + axpy + b (22)

a naopak, kazdé zobrazeni v roviné, které je dano soustavou rovnic (22), je afinitou
v roviné. Soustavu (22)) mizeme zapsat také pomoci matic

) aln a x b
[ - N R R (23)
Lo a1 Qa2 L2 ba
Potom rekneme, ze afinitou je kazdé zobrazeni, které lze zapsat maticovou rovnici

X' =A-X+B,

) 1 ai a2 by
kde X' = | 1], X = A= a B = .

Lo L2 a1 a22 by
Odvodime si vyse uvedené analytické vyjadreni (22]) afinniho zobrazeni f roviny na
sebe (zkracené ,afinity“ v roving). Zakladni myslenka tohoto odvozenti je ilustrovana
Obr.[I2. V roviné A mame dvé afinni soustavy souradnic (repéry), ,soustavu vzora*
a = {P;ey, e} (je urCena pocatkem P a bazi {é7, €} vektorového zaméteni prostoru

Ay) a ,soustavu obrazi“ w = {Q;d;,ds} (urCena pocatkem Q) a béazi {d;,ds} vek-
torového zaméreni prostoru Ay). Pritom repér {P; ey, e} se pisobenim uvazované
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afinity f zobrazi na repér {f(P); p(€1), ¢(€2)}, kde ¢ homomorfismus (linearni zob-
razeni) asociovany k f. Obrazem bodu X = [z1, 23] je bod f(X) = X' = [2], x5].
Vztah mezi soufadnicemi f(X) a X najdeme tak, ze bod f(X) vyjddiime vzhledem
k obéma repérim {Q;dy, do} a {f(P): p(€1), (&)} (viz Obr. [2) a tato vyjadieni

porovname.

Obréazek 12: Zobrazeni bodu X v afinité f v roviné

Necht f je afinni zobrazeni prostoru As na sebe a ¢ je homomorfismus asociovany
k f. Potom obrazy ¢(€1), ¢(€s) vektort baze {€7, €} muzeme vyjadiit rovnicemi

—

p(&1) = andy + azds, (24)

—

p(ey) = Cb12d1 + @226f2, (25)

kde koeficienty a;; jsou souradnice vektort ¢(€7), ¢(€2) vzhledem k bazi {d1,d>} a
pro obraz f(P) poc¢atku P repéru o mizZeme psat

F(P) = Q + byd, + byds, (26)

kde [b1, bs] jsou jeho souradnice vzhledem k repéru w.

Nyni ur¢ime vztah mezi souradnicemi libovolného bodu X € A, a jeho obrazu
X' = f(X) € A,. Nejprve kazdy z téchto bodu zapiseme v prislusném repéru, bod
X v repéru a, bod f(X) pak v repéru w,

X = P+ x1€) + 1965, (27)

f(X) = Q+ 2\d) + zhds. (28)

Potom, s vyuzitim vlastnosti zobrazeni f a ¢, zapiSeme obraz bodu X ve tvaru

f(X) = f(P+z1€1 + 206) = f(P) + (2161 + 2265) = f(P) + 110(€1) + T20(€2).
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Po dosazeni z (24), (25) a (26) dostavame
f(X)=Q+ bidy + bady + $1(a11a71 + CL21GT2) + 332(a12a71 + &22072).

Po tpravé a porovnani koeficient pti d; s vyjadrenim (28)) dostdvame hledané rov-
nice afinity f v roviné

foox) = anw 4 appzy + by,
33/2 = 91T + A99%o + bo. (29)

Nyni jesté urc¢ime rovnice asociovaného zobrazeni . Necht vektor « € V5 se zobrazi
do vektoru ¢(u) € V4. Pro souradnice vzoru @ a obrazu ¢(u) plati

u = U1€1+UQ52, (30)
(@) = uidy + updy. (31)

Na (B0) aplikujeme zobrazeni ¢ a upravime dle (24) a (25). Dostaneme
(1) = u1p(€1) + u2p(€2) = ur(ands + asndz) + uz(aiads + asds).
Po tpravé a srovnani s (BI]) dostaneme hledané rovnice asociovaného zobrazeni ¢:

/
QU = a1y + a1ou,

u'2 = a91U] + a922Us. (32)

Soustavu rovnic afinity v roviné (29) muzeme zapsat také pomoci matic, takto
x’l | a1 a2 1 bl
/ - ’ + )
Ty as1 G292 X2 by

X' =A-X+B.

strucnéji pak ve tvaru

4.3 Véta o urcCenosti afinity v roviné

Véta 3 (O urcenosti afinity v roviné). Necht K, L, M a K', L', M' jsou dvé skupiny
nekolinedrnich bodu v roviné. Pak existuje jedind afinita f této roviny, ktera body
K, L, M zobrazuje v daném potadi na body K', L', M.

Diikaz. Vyuzijeme (22)). Afinita f musi byt ddna takovymito rovnicemi. Ukazeme,
ze za podminek uvedenych ve vété je tato afinita urcena jednoznacné, tj. existuje
jedina Sestice ai1, ai9, a1, ase, by, be, kterd tuto afinitu specifikuje.
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Pro jednotlivé dvojice bodl ,,vzor — obraz“ dostaneme nasledujici rovnice:

K[lﬁ, ]{32] — K/[ /1, ]ﬂé]

arrky + aioks + by = ki, (33)
as ki + ageks + by = k. (34)
L[ll, ZQ] — L/[ /1, Z/Q]
arly + ajaly + by = 1, (35)
a1l + asoly + by = l/2 (36)
M[my, mg] — M'[m), mb]:
ajymy + ajamg + by = m/17 (37)
ao1my + asome + by = m’2 (38)

Pro zndmé sourfadnice bodu K, L, M, K’ L', M’ tak mame soustavu 6 rovnic o 6
neznamych aq1, ai9, as1, ass, b1, bo. Zajima nas, za jakych podminek ma jediné reseni.
Tyto podminky by se mély shodovat s obsahem véty Bl Po detailnim prozkoumani
rovnic (B3)-(B8) je patrné, ze jejich soustava se da rozdélit na dvé vzajemné nezavislé
soustavy 3 rovnic o 3 neznamych: soustavu rovnic (B3)), (35) a (87) o nezndmych
a1, aie, by a soustavu rovnic (34), ([B6) a (B8) o neznamych asy, ase, by. Pritom prvni
z téchto soustav ma rozsirenou matici

ey ks 1)K,

Lo L 170 |, (39)
my mo 1|m)

druha ma potom rozsirenou matici

ki ko 1] K]
L b 1110 |. (40)
my mg 1| mj

Soustavy se tedy shoduji v matici soustavy (lisi se pouze vektory pravych stran).
Aby meély obé soustavy jediné reseni, musi byt determinant této matice rizny od
nuly, tj.

ki ko 1
li 1l 1]#0. (41)
m; meo 1
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Determinant v (1)) snadno spoc¢itame eliminaci jednicek na pozicich (2,3) a (3, 3)
postupnym odectenim prvniho radku od druhého a tretiho radku a naslednym rozvo-
jem takto upraveného determinantu podle tretiho sloupce. Dostaneme tak podminku

ll—]ﬁ l2—

mp — k1 mg —

ki
;2 0, (42)

ktera je splnéna prave tehdy, kdyz jsou vektory L — K a M — K nezavislé, tj. body
K, L, M nelezi v primce.

Ted zbyva dokézat, ze kdyz body K, L, M nelezi v primce, ani body K', L', M’
nemohou lezet v pfimce. Tentokrat vyuzijeme maticovou rovnici afinity X’ = A -
X + B. Pro uvedené dvojice bodu plati:

K'=A-K+B, (43)
L'=A-L+B, (44)
M =A-M+ B. (45)

Dikaz provedeme sporem. Predpokladame, ze K, L, M nelezi v primce a zaroven
body K', L', M lezi v piimce. Potom existuje j € R takové, ze L' — K' = j(M'— K).
Po dosazeni z (43)—(5) a vyndsobeni obou stran rovnice zleva matici inverzni k A
dostaneme L — K = j(M — K), coz je spor s predpokladem nekolinearnosti bodt
K,L, M. Body K', L', M’ tedy také nemohou lezet v primece.

[l

4.4 Afinita prostoru A,

Definice 16. Vzdjemne jednoznacné afinni zobrazeni afinniho prostoru A, na sebe
nazyvame ,afinitou” prostoru A, mebo ,afinni transformaci prostoru A, “.

Véta 4 (O urcenosti). Necht My, My, Mo, ..., M, a M}, M{, M5, ..., M jsou dvé sku-
piny (n + 1) linedarné nezavislych bodi afinniho prostoru A,. Pak ezistuje jedind
afinita f prostoru A,, pro kterou

/ .
f(M)=M;, 1=0,1,...,n.
Jestlize v uvedené vété urcime pomoci dvou jmenovanych skupin linedrné nezavis-

Iych bodu dvé afinni souradnicové soustavy prostoru A, pak tyto soustavy urcuji
prislusnou afinitu f uvazovaného prostoru.
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Véta 5. Necht v afinnim bodovém prostoru A, jsou dany dvé afinni souradnicove
soustavy A, = {P;é1,és,....e,}; A, ={Q;dy,do, ..., d,}. Pak existuje jedind afinita
prostoru A, pro kterou

f(P)=Q

a asoctovan€ zobrazeni ¢

o(@&)=d;, i=1,2,..n.

4.5 Rovnice afinity prostoru A,

Afinitu prostoru A, chédpeme jako specidlni pfipad afinniho zobrazeni z A, do A’,,,
kde m = n. Potom je tato afinita urcena rovnicemi

n

xézZaijxjani, i=1,...,n (46)
J
zobrazujicimi bod X = (x1, ..., x,) do bodu X' = (21, ..., 2)). Zobrazeni asociované

n

uézZaijuj, i=1,..n (47)

J

zobrazuje vektor @(ui, ..., up) do (), ..., ul).

PRIKLAD 4.2. Urcete afinitu v roviné As, ve které pri dané soustavé soufadné se
bod B = [0, 0] zobrazuje do bodu B = [1,0], bod C = [1,0] do bodu C" = [0,1] a bod
D =10,1] do bodu D" =10, 0].

4.6 Modul afinity

Protoze afinita prostoru A, je zobrazeni vzajemné jednoznacné, pro determinant
afinity dané rovnicemi (@) plati

ai;r aig ... Qip
a1 A929 ... A9p

§ = £ 0.
apn1 Ap2 ... Qpp

Tento determinant se nazyva modulem afinity. Da se ukazat, ze modul afinity
nezavisi na volbé baze uvazovaného prostoru.
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Nyni se budeme zabyvat vlastnosti modulu afinity, kterd je metricka, tj. zavisla
na existenci skalarniho soucinu. Proto se v dalsim omezime ve svych tvahach na
eukleidovské prostory, presnéji na F3 a Es.

PRIKLAD 4.3. Urcete afinitu v Ay, je-li obrazem bodu B = [6; —2] bod B’ = [1;1]
obrazem vektoru © = (2;1) vektor @ = (4;2) a vektoru v = (—1;2) vektor v
(—3;6). Porovnejte obsahy trojuhelniki BCD a B'C'D', kde C = B+, D = B+
WC'=B +i,D =B +7.

.

4] I

Véta 6. Necht [ je afinita v prostoru Es (resp. Es), kterd md modul §. Necht U je
méritelny dtvar v By (resp. Ey), ktery md objem V' (resp. obsah V' ). Necht obrazem
dtvaru U v afinité f je dtvar U’ ktery ma objem V' (resp. obsah V'). Potom plati

Vi=14|-V. (48)

Diikaz. Mira méritelnych atvart v Ej (resp. Es) je definovdna pomoci rovnobéz-
nostént (resp. rovnobézniki). Proto se v diikazu omezime na afinni zobrazeni rov-
nobéznostént v F3 a rovnobéznikt v Fsy. Necht v E3 je rovnobéznostén urcen trojici
nezavislych vektoru w, v, w, které maji ve zvolené bazi souradnice @ = (uq, us, u3),
U = (v1,v9,v3), W = (wy,ws,ws3). Obrazy téchto vektoru v zobrazeni ¢ asociova-

ném k afinité f oznacme u = @(v), v = p(¥), W' = (W) a jejich souradnice
u = (ul, ub,uf), U= (v, 05, 0%), W = (w, wh,wh). V afinité f a zobrazeni ¢ plati

dle vztahu ({47)

3 3
w, =Y ajguj, v,= Y a v, w;i= Y ajw;; 1=1,23 (49)
T L)) (A L)~ i (YRR — 449

j=1 j=1

j=1

Objem V' zobrazeného rovnobéznosténu U’ uréime zndmym vztahem smiSeného
soucinu, stejné tak objem V rovnobéznosténu U:

/ / /
o / / / _
Vi=|lwv vy vy, V=|wvn vy vs]|. (50)
w) wh wh wy wp w3

3 3 3
Do ajug, Y agiug, Y azju;
j=1 j=1 j=1
3 3 3
Vi=1 > aijvj, Y ayvj, > azv; |, (51)
j=1 j=1 j=1
3 3 3
Do Wi, Y Agjwg, Y 3jw;
i=1 j=1 j=1
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coz lze zapsat soucinem

ailp al2 ais U U2 U3
/
V= 21 A92 Q23 |- | V1 Vg Vs (52)
az1 az2 as3 wp w2 w3
a tedy
Vi=6-V. (53)

Pokud je 6 < 0, pak lze znaménko minus vytknout, tj. V! = —§ - (=V'). Ve druhém
determinantu pak zaménime poradi sousednich radkid, naptr. prvniho a druhého.
Pro obsahy vzoru a obrazu méritelného atvaru v Fsy ziejmé staci, uvazime-li obsah
V' libovolné zvoleného rovnobéznika urceného linedrné nezavislymi body M, N, P a
jeho obrazu v dané afinité urc¢eného body M’, N', P’. ]

4.7 Afinita prima a nepiima, ekviafinita

Definice 17. Je-li modul afinity kladny, nazyva se ,afinita prima“. Afinita se zd-
pornym modulem se nazyvd ,neprima”“. Afinita, jejiz modul se rovnd v absolutni
hodnote jedné, se nazyva ekviafinni afinita, strucné ,ekviafinita”.

PRIKLAD 4.4. Urcete rovnice a modul afinity f : F3 — Es, v niZ se body
K[0,0,0], L[1,4,0], M[-1,0,6], N[4,5,8] zobrazi na body K'[1,1,1], L'[—2,9,6],
M'[0,—5,12], N'[0,3,26]. Rozhodnéte, zda se jednd o afinitu primou ¢i nepfimou a
zda je to ekviafinita.

Reseni v programu wxMaxima:

(%1i25) rl:bl=1; r2:b2=1; r3:b3=1; rd:all+4*xal2+bl=-2; r5:a21+4*a22+b2=9;
r6:a31+4%a32+b3=6; r7:-all+6xal3+b1=0; r8:-a21+6*xa23+b2=-5;
r9:-a31+6*a33+b3=12; r10:4*al1+5%xal12+8*al13+b1=0;
r11:4*%a21+5%a22+8%a23+b2=3; r12:4*a31+5*xa32+8*xa33+b3=26;

%025) bl =1

%026

027

(%0025)
(70026)
(70027)
(%028) b1 +4al2+all = —2
(76029)
(76030)
(70031)

X

%029) b2 +4a22 4+ a21 =9
%030) b3 +4a32 + a3l =6
%031) bl +6al3 —all =0
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(%032) 2 4+ 6a23 — a2l = —5

(%033) b3 + 6a33 — a3l = 12

(%034) bl + 8al3 +5al2 + 4all =0
(%035) b2 + 8a23 +5a22+4a21 =3
(%036) b3 + 8a33 + 5a32+ 4 a3l = 26

(%137) res:solve([rl,r2,r3,r4,r5,r6,r7,r8,r9,r10,r11,r12],
[al1l,a12,a13,a21,a22,a23,a31,a32,a33,b1,b2,b3]) [1];

(%037) [all = 1,a12 = —1,al3 = 0,421 = 0,a22 = 2,a23 = —1,a31 = 1,a32 =
1,a33=2,b1 = 1,02 = 1,b3 = 1]

(%138) ev([xl=all*x+al2*y+al3*z+bl,yl=a2l*x+a22*y+a23*z+b2,
zl=a31*x+a32xy+a33*z+b3] ,res);

(%038) [tl=—y+x+1lyl=—2+2y+1,21=2z+y+x+1]

(%140) A:ev(matrix([all,al2,al13], [a21,a22,a23], [a31,a32,a33]),res);

1 -1 0
(%040) [0 2 -1

1 1 2
(%i42) determinant(A);

(%042) 6

4.8 CvicCeni — Afinita

3. Uvedte maticové zapisy nasledujicich transformaci:
a) stfedova soumérnost se stfedem v pocatku,

b) stiedova soumeérnost se stiedem v bodé [5, 10],

c) osova soumérnost podle souradnicové osy z,

d) stejnolehlost se stfedem v pocatku soustavy soufadnic a s koeficientem x = 2,
: v v 7 v . . - 1
e) stejnolehlost se stfedem v pocatku soustavy souradnic a s koeficientem x = -

Vyuzijte applet na GeoGebraTube: tube.geogebra.org/student/mUcqvE9uT
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5 Skladani afinnich zobrazeni

Necht f; je afinni zobrazeni prostoru A do A, fo afinni zobrazeni prostoru A" do A”.
Jestlize kazdému bodu X € A je v fi ptitazen bod f1(X) € A" abodu fi(X) prifazen
bod f5[f1(X)] € A”, fikdme, Ze zobrazeni f prifazujici bodu X bod f5[f1(X)] vzniklo
slozenim zobrazeni fi a fo. Zapisujeme f = fo- f1, f = fof1 nebo f = fo(f1(X)).

Veéta 7. SloZenim dvou afinnich zobrazeni fi, fo vznikne afinni zobrazeni f. Zob-
razeni @ asociovan€ k f wvznikne sloZenim zobrazeni o1, o asoctovanych po Tade

kS, fa

PRIKLAD 5.1. V prostoru Es jsou diny dvé stiedové soumérnosti S a O. Urcete
zobrazeni Z1 = SO a Zy = OS.

PRIKLAD 5.2. V prostoru E,, je ddno posunuti T a stiedovd soumérnost S. Urcete
zobrazenit Z1 =TS a Zy = ST.

5.1 Afinni grupav A,

Véta 8 (Inverzni zobrazeni). UvazZujme afinni zobrazeni f afinnitho prostoru A,
na afinni prostor Al . Necht je toto zobrazeni navic prosté (prostory A,, Al maji
stejnou dimenzi, tj. m = n). Pak k zobrazeni f existuje zobrazeni inverzni =1, které
je rovnéz afinnim zobrazenim.

Diikaz. Jsou-li B, C', D’ tii kolinedrni body v prostoru A/ a plati (B, C’, D’) = )\,
uvazujme vzory B,C bodu B’,C’ pri zobrazeni f a na jimi ur¢ené piimce BC
zvolme bod D tak, Ze délici pomér (B,C, D) = A. Pak bod f(D) lezi na piimce
B'C" = f(B)f(C) a plati (B',C", f(D)) = . Protoze také (B',C',D") = A\, je
f(D) = D’ a délici pomeér (B',C", D) = (B,C, D). O

Jak vime, pojmem ,afinita®“ se rozumi ,,vzajemné jednoznacné zobrazeni prostoru
A, na sebe”, tj. specidlni pripad afinniho zobrazeni, kdy prostory A,, a A] splynou.

Véta 9. Vsechny afinity prostoru A, tvori pri obvyklém skladani grupu, tzv. ,afinni
grupu prostoru A, “.

Diikaz. Slozenim dvou afinit prostoru A,, vznikne opét afinita prostoru A,. K afinité
[ existuje inverzni afinita f~! (viz Vétal). Neutralnim prvkem je potom identita.
]
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5.2 Souvislost mezi skladanim afinnich zobrazeni a nasobenim matic

Pro zjednoduseni budme uvazovat pouze linedrni zobrazeni. To jsou afinni transfor-
mace s nulovym vektorem posunuti, tj. v rovnicich ([23) maji by = by = 0.

PRIKLAD 5.3. Jsou ddna linedrni zobrazeni f, g :
el Bl el ]-le s )
Y c d y Y C D y
Urcete matict M sloZeneho zobrazeni
[ ls)
Reseni: Uvazujme situaci zndzornénou na Obr.[I3. Bod X[z, 9] je afinitou f zobrazen

x [ X,

Xl
Obréazek 13: Sklddani afinit f a g v roviné

na bod Xj[z1,y1], ten je pak afinitou g zobrazen na bod X'[z/,1]. Tuto skutecnost
muzeme zapsat rovnicemi

can [3]- [ 1) wee [7]-(22] (2]

1

odkud po dosazeni za [ ] z prvni rovnice do druhé dostavame

,
g N G CHRHR

Skladani afinit znazornéné Obr.[I3 ale mizeme zapsat i pomoci rovnic. Plati

—_

f r1 = ar + by 9 s = Axr1 + By
X = Xy ; X1 = X" :
Yy = e+ dy ! y = Cx1 + D

Potom po dosazeni za x1 a y; z prvni soustavy rovnic do druhé dostaneme

x oL xr ¥ = A(ax+by) + Blcx+dy) = (Aa+ Bco)x + (Ab+ Bd)y
"y = Clax+by) + D(cx+dy) = (Ca+ Dc)xr + (Cb+ Dd)y’
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po prepsani do maticového tvaru

of v | 2| | Aa+ Bc Ab+ Bd T
XA {y’]_{Ca—l—Dc C'b-i—Dd] [y] (55)
Z porovnani (54) a (B5) je zfejmé, ze pro matici M slozené afinity g - f plati:
A B a b Aa+ Be Ab+ Bd
M_[C D][cd]_{Ca—i—Dc Cb+Dd]' (56)

Rovnost (B6]) tak prindsi znamy algoritmus pro nasobeni dvou matic.

PRIKLAD 5.4. Reseni prikladul5.3 vyuZijte ke zdivodnéni skutecnosti, Ze skldddni
afinit v rovine€ neni komutativni. Zobecnéte na E,,.
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6 Samodruzné body a sméry afinity

Samodruznymi body a sméry zobrazeni rozumime body a smeéry, které se v zobrazuji
samy na sebe. Napriklad otoceni R(.S) ma jediny samodruzny bod, stied S, a nemé
zadny samodruzny smér. Osova soumérnost O(0) mé celou primku samodruznych
bodi, osu o, a dva samodruzné sméry, jeden rovnobézny s osou o, druhy kolmy
na o (primky téchto smért se zobrazi na primky s nimi rovnobézné nebo totozné,
tj. zobrazi se na primky se stejnymi smérovymi vektory). Stejnolehlost H (S, k) ma
jediny samodruzny bod, stfed S, ale ma vSechny sméry samodruzné (tj. kazda primka
se zobrazi na primku s ni rovnobéznou).

Samodruzné prvky ma smysl uvazovat jenom v pripadé, ze se uvazovany bodovy
prostor (v pripadé sméru pak jemu pfislusejici vektorovy prostor, tj. zaméfeni) zob-
razuje ,do sebe“. Nadale se omezime pouze na afinity (ty jsou dokonce zobrazenimi
uvazovaného prostoru ,na sebe®) .

6.1 Samodruzné body

Samodruznym bodem (afinity) zobrazeni rozumime bod, ktery se zobrazi sim na
sebe, tj. pro jeho soufadnice plati X’ = X. Po dosazeni do maticové rovnice afinity

X' = A-X + B tak dostaneme
X—A -X+B

po Upravée
(I—A)-X =B, (57)

kde I je jednotkovd matice stejného Fadu jako A. Za rovnici (B7) se skryva neho-
mogenni soustava n rovnic o n neznamych xq, o, ..., x,, souradnicich hledanych
samodruznych bodt. Z teorie resitelnosti soustav linearnich rovnic vime, ze reSenim
mize byt jedna, z&dna nebo nekoneéné mnoho usporddanych n—tic [x1, 29, . .., z,),
tj. jeden, zadny nebo nekonecné mnoho samodruznych bodt. Mnozina reSeni, tj.
mnozina samodruznych bodl uvazované afinity, ma pritom charakter afinniho bo-
dového podprostoru (bod, pfimka, rovina, ...).

Vypocet souradnic samodruzného bodu si ilustrujeme na prikladu afinity v roviné.
Pokud do rovnic (22)) dosadime 2’ = x a ¢/ = y je zfejmé, Ze souradnice samodruz-
nych bodt prislusné afinity jsou resenim soustavy rovnic

(1 —an)ry —apprs = by

58
—a91T1 + (1 — CL22)$2 = bg. ( )
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PRIKLAD 6.1. Urcete samodruzné body afinity dané rovnicems

—x +4,

—
y = —y—6.

Regeni: Dosazenim 2’ za x a 3 za y do danych rovnic dostaneme soustavu

2x = 4,
2y = —6,
kterd ma jediné feseni [z, y] = [2, —3|. Dan4 afinita mé tedy jediny samodruzny bod

S =2, 3.

Poznamka. Protoze AT - A = I, kde I je jednotkova matice, jedné se o shodnost.
V tvahu tak pripada otoceni nebo stredova soumeérnost. O tom, které z nich to je,
rozhodnou samodruzné sméry.

PRIKLAD 6.2. Urcete samodruzné body afinity dané rovnicems

Regeni: Dosazenim 2’ za x a 3 za y do danych rovnic dostaneme soustavu

Ox =0,
2y =0,

ktera ma tentokrat nekonecné mnoho reseni. Jsou jimi vSechny usporadané dvojice
ve tvaru [z,0]; x € R. Jedna se tedy o afinitu jejiz vSechny samodruzné body lezi v
primce o rovnici y = 0.

Poznamka. Protoze opét plati AT - A = I, je to shodnost. V avahu ted pfipada
jedina moznost, osova soumérnost s osou v souradnicové ose x.

6.2 Samodruzné sméry

Samodruznym smérem rozumime smér, ktery se v (afinnim) zobrazeni zobrazi sam
na sebe. Pro vyjadreni sméru pouzivame vektor, napt. u, Ffikime mu ,reprezentant®
tohoto sméru (takovym reprezentantem pak muze byt kazdy jeho nésobek). M&-li

byt smér urcéeny vektorem u samodruzny, musi pro vektor o', ktery je obrazem 1,
platit @' = \u, kde \ € R.
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Poznamka. ,Smérem“ rozumime mnozinu vsech vektoru ku;k € R vektoru u #
0, tj. jednorozmérny vektorovy prostor [u|. Vektor @ nazyvame ,reprezentantem*
tohoto sméru. Pokud chceme zohlednit orientaci, pouzijeme ,orientovany smer®, tj.
mnozinu vSech vektort ki, kde ale k € (0, 00).

Vime, Ze zobrazeni mezi vektory z vektorového prostoru, kterv je zamérenim afinniho
) )
bodového prostoru, v némz operuje uvazovana afinita (obecné vsak toto zobrazeni
)
probihd mezi riznymi zaméfenimi riznych bodovych prostori), zajistuje tzv. ,aso-
ciovany homomorfismus“ (té7 ,linedrni zobrazen{“), viz definice 4 na str. [4f.

Po dosazeni do maticové rovnice asociovaného homomorfismu @' = A - @ tak dosta-
neme

M= A -1,
po Uprave

(M — A) -7 =5, (60)

kde [ je jednotkova matice stejného fadu jako A a vektor u je sloupcovy (aby bylo
definovano nasobeni A - @).

Charakteristicka rovnice, vlastni ¢islo, vlastni vektor

Za rovnici (60) se skryva homogenni soustava n rovnic o n neznamych uy, us, . . ., uy,
souradnicich reprezentanta hledaného samodruzného sméru. Z teorie resitelnosti ho-
mogennich soustav linearnich rovnic vime, ze feSenim muze byt bud jenom nulovy
vektor 0, hovorime o ,trividlnim reseni“, nebo je reSenim nekone¢né mnoho vektori,
které tvori vektorovy podprostor. Nenulové vektory z tohoto prostoru reseni nazy-
vame ,netrivialni reseni”. Protoze nulovy vektor neurcuje zadny smeér, zajimaji nas
pri vysSetrovani samodruznych smértt pouze netrivialni reseni homogenni soustavy
(60). Homogenni soustava linearnich rovnic ma i netrivialni feseni (trivialni ma vz-
dycky) pravé tehdy, kdyz je matice soustavy singularni, tj. jeji determinant je roven
nule. Afinita X’ = A - X + B ma proto samodruzné body pravé tehdy, kdyz

M — Al = 0. (61)

1Zobrazeni ¢ vektorového prostoru V' do vektorového prostoru V'’ se nazyva homomorfismus (linedrni zobrazeni),
jestlize pro vSechna 4,7 € V, k € T (misto obecného télesa T miizeme uvazovat R) plati:

(1) pl@+7) = @)+ ¢(0),
(2)  plka) = kp(a).

Uvazujme afinitu f prostoru F,. Potom ,asociovanym (tj. jednozna¢né piifazenym) homomorfismem® afinity f
rozumime linedrni zobrazeni ¢, které zobrazuje zaméreni V,, prostoru F,, do sebe takto:

i=Y =X = o) = f(Y) - f(X), (59)

kde X, Y a f(X), f(Y) jsou body z Es, @, p(i) € Va.

37



Rovnici (61)) fikame ,charakteristicka rovnice® prislusného homomorfismu ¢. Jedna
se o algebraickou rovnici n—tého stupné pro neznamou \. Kazdé cislo A, které je
reSenim této charakteristické rovnice, pak nazyvame ,vlastni ¢islo“ homomorfismu
¢. Kazdy vektor u, pro ktery plati @' = ¢(u) = A\, nazyvame ,vlastnim vektorem*
homomorfismu ¢ (ptislusnou hodnotu A pak nazyvame ,vlastni ¢islo homomorfismu
¢, odpovidajici vektoru «*). Misto vlastni vektor a vlastni ¢islo se také pouzivaji
terminy ,charakteristicky vektor® a ,charakteristické cislo®.

Vypocet samodruznych smért si ilustrujeme na prikladu afinity v roviné. Asociovany
homomorfismus ¢ afinity f je v tomto pripadé dan soustavou

col
YU = anul o aur
/
Uy = QiU + AU,
maticové pak
/
o uy | _ | a1 a2 | | W
/ - )
u (21 Q22 U
coz lze zapsat ve tvaru
o: U =AU (62)

Samodruzny smér afinity (tj. vektory téchto smért, pro které plati @' = Au) jsou
potom ,netrivialnim® resenim homogenni soustavy rovnic

(A —ai)ur —appug = 0

—Q21U] + <)\ — a22)u2 = 0. (63)

Homogenni soustava n linedrnich rovnic o n neznamych ma netrivialni reseni praveé
tehdy, kdyZ je determinant soustavy roven nule. Soustava (62) mé tedy nekonecéné
mnoho feseni pravé tehdy, kdyz plati rovnost

A—aj;  —ap

=0. 64
—az A —axp ( )

Postup urceni samodruznych smeéra afinity v roviné si nyni budeme ilustrovat na
zobrazenich pouzitych v prikladech a 6.2

PRIKLAD 6.3. Urcete samodruzné sméry afinity dané rovnicems

—x +4,

r =
y = —y —6.
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Reseni: Resime homogenni soustavu

()\ + 1)U1 =0,
()\ + 1)UQ = O,
které prislusi charakteristicka rovnice
(A+1) 0 _ 0
0 (A+1| 7
po Uprave ve tvaru
(A+1)2=0.
Jejim jedinym resenim je vlastni ¢islo A = —1, které dosadime do prislusné homo-

genni soustavy, abychom dostali soustavu rovnic

0u1 = 0,

OUQ = O,
jejimz fesenim je kazdy vektor ¥ = (uy,us) € R X R.
VysSetrovana afinita ma tedy vSechny smeéry samodruzné.

Poznamka. Vzhledem k tomu, ze z reSeni prikladu vime, ze dana afinita je
shodnosti a mé jediny samodruzny bod S = [2,—3], po zjisténi, Ze ma vSechny
smeéry samodruzné, je mozno ucinit zavér, ze se jedna o stfedovou soumeérnost se
stredem S.

PRIKLAD 6.4. Urcete samodruzné sméry afinity dané rovnicems

xr =,
/

Reseni: Resime homogenni soustavu

()\ — 1)U1 = 0,

()\ + 1)UQ =0,
které prislusi charakteristicka rovnice

(A—1) 0
= O,
0 (A+1)

po Upraveé ve tvaru

(A—1)(A+1)=0.
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Charakteristickd rovnice méa dva kofeny (vlastni ¢isla) \y = 1, \y = —1, které po-
stupné dosadime do prislusné homogenni soustavy a vypocitame souradnice prislu-
snych vlastnich vektort daného zobrazeni.

Pro A\; = 1 dostavame soustavu

Ou1 = O,

2UQ = O,
jejimz feSenim je kazdy vektor 1 = (u1,0) € R%. Samodruzny smér urceny témito
vektory je rovnobézny s osou x (tj. s osou soumérnosti).
Pro Ay = —1 dostavame soustavu

—2U1 = O,

OUQ = O,

jejimz fegenim je kazdy vektor v = (0,uz) € R%. SamodruZny smér urceny témito
vektory je kolmy k ose = (tj. k ose soumérnosti).

Dana afinita ma tedy dva na sebe kolmé samodruzné smeéry.
Poznamka. Zjisténi, ze dana afinita ma dva na sebe kolmé samodruzné smeéry, pri-
tom jeden rovnobézny s primkou samodruznych bodt a druhy na ni kolmy, je v

souladu s poznatkem z reseni prikladu [6.2] Ze uvazovana afinita je osovou soumeér-
nosti.

PRIKLAD 6.5. Zjistéte, zda existuje shodnost Ey, pri které se bod K = [10;0]
zobrazi na pocatek K' = [0;0] a bod L = [25;20] na bod L' = [0;25]. V kladném
pripade napiste rovnice tohoto zobrazeni a najdéte jeho samodruzné body a smery.

Reseni: Zacéneme tim, ze si ovéfime, zda zadané body spliuji definici shodného
zobrazeni, tj. zda |K'L'| = |KL|. V pfipadé této ulohy zvladneme ovéreni provést
zpaméti. Vysledkem je, ze zadani vyhovuje definici shodnosti.

Dalsi postup Feseni ulohy si ilustrujeme pomoci zapisu v programu wxMaxima (viz
http://andrejv.github.io/wxmaxima/)

(%1i1) A:matrix([all,al2],[a21,a22]); B:matrix([bl], [b2]);

all al2
(7eol) (a21 a22>

(%02) (2;)
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Rovnici X' = A- X+ B vyjadirime ve tvaru A- X+ B— X' = O a dosadime souradnice
danych dvojic bodu K, K’ a L, L'. Potom zapiseme podminku ([75)) pro to, aby bylo
afinni zobrazen{ shodnosti ve tvaru AT-A—1I = O. (V programu wxMaxima zapiSeme
jenom levé strany uvedenych rovnic. Jednotkovou matici I druhého stupné zadame
ve wxMaximé prikazem ident (2).)

(%i3) s1:A.[10,0]+B-[0,0]; s2:A.[25,20]+B-[0,25];
s3:transpose(A) .A-ident (2);

bl + 1041l
(7603) <b2 +10 a21>

((7 4) bl +20al2+25all
00 b2 + 20 a22 + 25 a21 — 25

a21? +all> — 1 a21a22 +allal2
(7005) 2 2
a2l a22 +allal2 a22°+al2°—1

Vsechny prvky vyse uvedenych matic musi byt rovny nule (Pro¢?). Dostaneme tak
soustavu sedmi rovnic pro Sest neznamych aq1, a9, ast, aso, by, bo.

(%i6) rov:[si[1,1]1,s1[2,1]1,s2[1,1],82([2,1],s3[1,1]1,s83[1,2],83[2,2]];

(%06) [b1410all,b2+10a21, b1 +20al24 25 all, b2+ 20 a22+ 25 a2l — 25, a21* +
all? —1,a21a22 + all al2,a22® + a12® — 1]

Tato soustava ma nasledujici dvé feseni (nejednd se o soustavu linedrnich rovnic,
proto muze mit dvé Feseni):

(%17) res:solve(rov,[all,al2,a21,a22,bl,b2]);

4 3 3 4
(%07) [[all = g,a12 = —g,a21 = g,a22 = g,bl = —8,1)2 = —6],
4 3 3 4
lall = —5,a12 = g,a21 = g,a22 = 5,61 = 8,02 = —0]]

Dvéma reSenim odpovidaji dvé rtzné shodnosti. Zjistili jsme tedy, ze existuji dvé
shodnosti, které prevadéji body K, L na body K’/ L' (Coz se, vzhledem ke vété
o urcenosti shodného (afinniho) zobrazeni dalo ¢ekat. Proc?). Pokracujeme v reSeni
ulohy pro kazdou z téchto shodnosti zvlast. Pro zapis rovnic uvazovanych shodnosti
si nejprve pripravime matici RovTr, jejimiz radky jsou rovnice afinity v obecném
tvaru (tato matice neni nutnou soucéasti postupu feseni, jednd se jenom o usnadnéni
vizualni prezentace rovnic v programu).
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(%18) RovTr:matrix([xl=all*xx+al2x*y+bl], [yl=a2l*x+a22*y+b2]) ;

rl=al2y+allz+ b1
(7608) (yl = a22y + a2l x + b2>

Reseni ¢. 1:

O

(%19) Al:ev(A,res[1]); Bl:ev(B,res[1]);

(%010) (:i)

Prislusna shodnost ma rovnice

O~

(%1i11) R1l:ev(RovTr,res[1]);

(%om( IR )

Samodruzny bod je bod, pro ktery plati X’ = X. Pro vypocet soufadnic samodruz-
nych bodd daného zobrazeni tak do rovnice X’ = A - X + B (pro snazsi zpracovani
programem piepsané do tvaru A - X + B — X = 0) za X’ dosadime X a feSime
odpovidajici soustavu dvou rovnic s neznamymi x, y.

(%112) RovSB1:Al. [x,y]+Bl-[x,y]; solve([RovSB1[1,1],RovSB1[2,1]], [x,y]);

Protoze tato soustava ma jediné reseni, ma dana shodnost jediny samodruzny bod
S =1[5,—15].

Pro vysetreni samodruznych smért daného zobrazeni resime charakteristickou rov-
nici (64)

(%i14) CharM1:A1-%lambda*ident(2);
CharR1:expand(determinant (CharM1))=0;
solve(CharR1,%lambda) ;
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5

Charakteristickd rovnice nema reSeni v oboru realnych cisel. Dana shodnost tak
nema zadny samodruzny smer.

Protoze uvazované zobrazeni ma prave jeden samodruzny bod a nema zadny samod-
ruzny smeér, jedna se o otoceni se stfedem S = [5, —15].

Poznamka. K uplné identifikaci daného zobrazeni nam zbyva urcit thel otoceni a.
Jak to udélame?

Reseni ¢&. 2:

Postupujeme analogicky s resenim ¢. 1.

(%117) A2:ev(A,res[2]); B2:ev(B,res[2]);
_4
(%017) ( 5

5

)
(%o18) ( _86>

Rovnice zobrazeni

(SRS [SV)

(%119) R2:ev(RovTr,res[2]);

Samodruzné body:

(%120) RovSB2:A2. [x,y]+B2-[x,y]; solve([RovSB2[1,1],RovSB2([2,1]], [x,y]);

M- 548

5 5
(%020) (_% A 6)
(%ho21) [

Toto zobrazeni tedy nema zadny samodruzny bod.

43



Samodruzné smery:

(%122) CharM2:A2-%lambdax*ident(2);
CharR2:expand(determinant (CharM2))=0;
solve(CharR2,%lambda) ;

y_4 3
(70022) ( A 4i>\>
) )
(%023) \> —1 =0
(%024) [A = —1,A = 1]

(%125) RovSS2:A2. [u,v]-[%lambda*u,ylambda*v] ;
3V N\ g — Au
9 5 5
o) (5,07

(%1i26) RovSS21:ev(RovSS2,%lambda=-1);
solve([RovSS21[1,1],RovSS21[2,1]], [u,v]);

3v 4 u
(%026) <915} +35u> solve : dependentequationseliminated : (2)
5 5

(%027) [[u = —3%r1,v = %rl]]

(%128) RovSS22:ev(RovSS2,%lambda=1) ;
solve([RovSS22[1,1],RovSS22[2,11]1, [u,v]);

3v _ 9u

(%028) < 2, 3 ) solve : dependentequationseliminated : (2)
5 5
Yor2

(%029) [[u =

Zobrazeni ma dva na sebe kolmé samodruzné sméry v = (—3,1), 4 = (1, 3).

0 = %1r2]]

Jednd se o ,posunuté zrcadleni“, viz str. [62]

Poznamka. K uplné identifikaci vysledného zobrazeni nam zbyva urcit osu o a
vektor posunuti 7. Jak to udélame?
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6.3 Homotetie, grupa homotetii

Definice 18 (Homotetie). KaZdé afinni zobrazeni, které ma vsechny sméry samod-
ruzné, se nazyva ,homoteticke zobrazeni”, tez ,homotetie”.

Poznamka. Pro homotetie se pouziva také oznaceni ,dilatace”.

Kazda homotetie je stejnolehlost, posunuti nebo identita (tj. posunuti o nulovy
vektor). V kapitole [[1] vénované stejnolehlosti se dozvime, Ze mnozina téchto tii
shodnosti spolu s operaci skladani tvori grupu, tzv. ,,grupu homotetii®.

Poznamka. Z vyse uvedené existence ,grupy homotetii“ vyplyva, ze slozenim dvou
zobrazeni z mnoziny homotetii, tj. z mnoziny {stejnolehlost, posunut, identita}, vznikne
opét jedno z téchto zobrazeni.
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7 Osova afinita

Urceni osové afinity. Charakteristika a rovnice osové afinity. Elace. Zakladni afinity.
Involuce.

7.1 Zakladni afinity

,Zakladnimi afinitami® nazyvame afinity, jejichz vSechny samodruzné body tvori
nadrovinu prostoru A,,. Priklady zakladnich afinit jsou ,,osova afinita v As“, ,0sova
soumérnost v £>“ nebo ,rovinova soumeérnost v E3“.

Zakladni afinita takova, ze primka spojujici vzor a obraz je rovnobézna s nadrovinou
samodruznych bodi, se nazyva ,elace®.

Obrazek 14: Osova afinita v roviné, jejiz smér je rovnobézny s jeji osou, jako priklad elace

7.2 Osova afinita v roviné

Osova afinita je urcena osou o, smérem s a charakteristikou x. Smér a charakteristika
jsou vétsinou zadany dvojici sobé odpovidajicich boda A, A’.

PRIKLAD 7.1. V o0sové afinité urcené osou o a dvojici sobé odpovidagicich bodi
A, A" zobrazte bod X a pFimku p.

Reseni: Viz Obr.[13 Pti urceni obrazu bodu a primky vyuzijeme

Vlastnosti osové afinity

(1) Pfimka spojujici sobé odpovidajici body je rovnobézné se smérem afinity.

(2) Sobé odpovidajici pfimky se protinaji na ose afinity.
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(3) Incidence se zachovava.

(4) Osa afinity a primky rovnobézné se smérem afinity jsou samodruznymi prim-
kami.

Obréazek 15: Osova afinita v roviné,feSeni piikladu [Z.1]

Postupujeme tak, ze sestrojime primku p = ﬁ a urcime jeji prusecik I s osou afinity
0. Z vlastnosti (2) vyplyva, ze piimka p, kterad je obrazem primky p, také prochazi
bodem [. Z vlastnosti (3) pak plyne, Ze p’ prochéazi rovnéz bodem A’. Sestrojime
tedy primku p’ = A’'[. Obraz bodu X, bod X', pak 111@16 podle vlastnosti (1) jako

prisecik p’ s pfimkou jdouci bodem X rovnobézné s AA’.

Charakteristika osové afinity

Charakteristikou osové afinity x rozumime délici pomeér
(A'AA,) = &,

kde body A, A’ jsou ve vztahu ,vzor a obraz“ a bod A; je prusecik primky AA’
s osou afinity o, viz Obr.[I3. Charakteristika osové afinity je rovna jejimu modulu,
proto se k nazyva také modul osové afinity.

Poznamka. ,,Osova soumérnost v roviné® je zvlastnim pripadem osové afinity, jejiz
smér § je kolmy na osu o (5Lo) a jejiz charakteristika s je rovna —1 (k = —1).

PRIKLAD 7.2. Je ddna primka o, trojihelnik ABC' a dvojice bodi X, X'. Sestrojte
obraz trojuhelnika ABC' v 0sové afinité s osou o, v niZ je obrazem bodu X bod X'.

Véta 10. Rovnobéziné primky allb se v osové afinité zobrazi opét na rovnobéiné
primky a'||b'.
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Dikaz. Dtkaz provedeme sporem. Predpokladame, ze obrazy rovnobéznych primek
jsou rtiznobézky. Dostaneme se do sporu s definici charakteristiky afinity. ]

Véta 11. Délici pomeér se v 0sové afinité zachovdava, tj. (ABC) = (A'B'C").
Dusledky véty [k

1) Stred tsecky se zobrazi zase na stied usecky.

2) Zachovava se usporadani bodt na pirimce.

PRIKLAD 7.3. Je ddna piimka o a trojihelnik ABC. Sestrojte obraz A'B'C’ troj-
thelnika ABC v takové osové afinité s osou o, aby byl trojihelnik A'B'C' rovno-
stranny.

(Postup konstrukce viz http: // tube. geogebra. orqg/ student/mni2IYHic|)

Véta 12. Necht P je obsah trojuhelnika ABC' a P’ obsah jeho obrazu A'B'C’" v osové
afinité s charakteristikou . Potom P' = |k| - P.

Z vyse uvedenych vét [10, 11l 12 plyne, ze osova afinita ma nasledujici invarianty.

Invarianty osové afinity
(1) Rovnobéznost primek.
(2) Délici pomér.

(3) Pomeér obsahu obrazci.

Charakteristika zakladni afinity

Charakteristiku prirazujeme kazdé zakladni afinité, kterd neni elaci. Plati
k= (X'XX)),

. o v/ H . v 4 [e] v /7 /7 /7
kde X; je prusecik XX’ s nadrovinou samodruznych boda uvazované zakladni afi-
nity.

Zakladni afinita jako involuce

,Involutorni zobrazeni®, téz ,involuce“, je kazdé zobrazeni afinniho bodového pro-
storu na sebe, které neni identitou, ale slozeno samo se sebou je identité rovno.

Zakladni afinita je involuci tehdy, kdyz neni elaci a jeji charakteristika je rovna —1.
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7.3 Cviceni — Osova afinita

1. Pomoci vysledku Prikladu dokazte tvrzeni: TézZnice trojuhelnika se protinaji
v gednom bode, ktery je déli v pomeru 1 : 2.

2. Dokazte Vétu 12
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8 Shodnosti v roviné

V této kapitole je podan podrobny prehled Sesti shodnosti v roviné (osovd soumeér-
nost, otoceni, stfedova soumeérnost, posunuti, posunuté zrcadleni, identita) spolu s
radou uloh na jejich vlastnosti i aplikace. V nasledujici kapitole [9 je potom pojed-
nano o tom, jak mnozina téchto shodnosti i nékteré jeji podmnoziny tvori spolu s
operaci skladani geometrickych zobrazeni grupy.

8.1 Osova soumérnost

Definice 19. Necht je dana primka o, kterou nazyvame osa soumeérnosti. Potom
pro obraz M’ libovolného bodu M této primky o plati M' = M. Ke kaZdému bodu
X, ktery neleZi na pFimce o, sestrojime obraz X' ndsledujicim zpisobem: Bodem
X wvedeme kolmici k na primku o a jeji patu oznacime Xy. Na poloprimce opacné
k poloprimce XX sestrojime bod X' tak, Ze |X'Xo| = |XXy|. Takto definované
zobrazeni nazgvame osova soumérnost s osou o a znacime ho O(0).

Obrazek 16: Definice osové soumérnosti

Poznamky:
1. O bodech X, X' fikdme, Ze je to dvojice bodi soumérné sdruzenych podle osy o.
2. Osova soumeérnost je prikladem involutorniho zobrazeni (involuce).

PRIKLAD 8.1. Je ddna piimka p a body A, B v téZe poloroviné s hranicni prim-
kou p. Najdéte vsechny body X € p takové, Ze soucet vzddlenosti |AX| + |BX]| je
manimalngi.

Véta 13. Osovd soumeérnost je shodné zobrazeni.
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Obrazek 17: Vyuziti osové soumeérnosti ke geometrickému teseni piikladu [I7]

Samodruzné body a sméry osové soumérnosti

Kazda shodnost je unikatni svou kombinaci samodruznych bodi a smeért. Pozdéji
tuto skutecnost vyuzijeme ke klasifikaci shodnosti.

Véta 14 (Alternativni definice osové soumeérnosti). Shodné zobrazeni, jehoZ vsechny
samodruznée body vyplni primku o, je soumernost podle osy o.

Véta 15. Jestlize existugi na primce dva rizne samodruzné body, pak kazZdy bod této
primky je samodruzny.

Véta 16. Ma-lr shodnost aspon tri nekolinedrni samodruzne body, je to identita.

Véta 17. Ma-lv shodnost dva rizné samodruzne body a neni identitou, pak je osovou
SOUMErnosti.

Véta 18. Samodruzné primky osove soumeérnosti jsou primky kolmé na osu soumeér-
nosti.

Analytické vyjadieni osové soumeérnosti O(o) v roviné

PRIKLAD 8.2. Napiste analytické vyjddieni osové soumérnosti s osou v soufad-
nicové ose T (y).

Reseni: Dle obrazku [1§ je zfejmé, ze uvedené osové soumérnosti maji nize uvedena
analytickd vyjadreni.

Osovd soumeéernost s 0sou x: Osovd soumérnost s osou y:
=z x=—x
I I
Yy =-vy y =1y

Ne vzdy je ale mozné osu soumeérnosti takto vyhodné umistit do souradnicové osy.
Proto si odvodime rovnice osové soumérnosti s obecné umisténou osou.
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X[x,-y]

Obrazek 18: Odvozeni rovnic osové soumérnosti s osou v souradnicové ose = (y)

\

Obrazek 19: Odvozeni rovnic osové soumérnosti O(o)

Osova soumeérnost podle osy o dané rovnici o:ax+by+c=0
Dle obrazku 19 plati

X' — X =2(Xy - X),

X() — X = ]C(CL, b)

Z druhé rovnosti vyjadiime xqg = = + ka,y9 = y + kb a dosadime je do obecné

rovnice osy o: a(x + ka) + b(y + kb) + ¢ = 0. Odsud potom vyjadiime parametr
_ar+by+tc

, ktery dosadime do rovnice
a? + b? Y

X' — X = 2k(a,b).

Po tpravé a rozepsani po slozkdch dostavame rovnice osové soumeérnosti O(0):

2a
r_
T=r- (ax + by + ¢)

2b
Y =y—m(ax+by+c)
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PRIKLAD 8.3. V eukleidovské roviné je ddna soumérnost podle primky p : 3x —
4y + 1 = 0. Napiste rovnice této soumernosti.

Cvicéeni — Osova soumeérnost

4. Napiste rovnice soumérnosti podle primky o : 2x — 3y +1 = 0.
5. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dan obvod 0 = 12¢m a thly a = 60°, § = 45°.
6. Dokazte Vivianiho vétu.

Véta 19 (Vivianiho véta). V rovnostranném trojihelniku je hodnota souctu vzddle-
nostit litbovolneho bodu od stran trojuhelniku konstantni, nezdvisla na poloze bodu.

7. Jsou dany dvé ruznobézky p, ¢ a bod A mimo né. Najdéte body B € p, C € ¢
tak, aby obvod trojuhelniku ABC' byl minimalni.

8. Reste Fagnantv problém: ,Danému ostrothlému trojihelniku vepiste troju-
helnik o nejmensim obvodu.“

9. Sestrojte konvexni ¢tyruhelnik ABCD se stranami dané velikosti, je-li — AC
osou vnitiniho thlu pri vrcholu A.

10. Sestrojte ¢tverec ABC D, je-li dano a + e = 10cm.
11. Sestrojte obdélnik ABCD, je-li dano e = 7cm, a — b = 1em.

12. Sestrojte lichobéznik ABCD (AB||CD), je-li ddno b = 3cm, ¢ = 2.5¢m, d =
2.6cm, a — B = 20°.

13. Mascheroniova konstrukce. Je dana kruznice k(S;r); dale je ddna dvéma
body A, B (body nelezi na kruznici) jeji sena p, kterd neprochazi stfedem S. Se-
strojte pruseciky primky p s kruznici k, aniz pritom pouzijete pravitka.

14. Dokazte, ze body soumeérné sdruzené s priusecikem vysek podle stran trojuhel-
nika, lezi na kruznici trojtihelniku opsané.

Osova soumeérnost - Ulohy na domaéci pripravu
15. Dokazte nasledujici vétu

Véta 20. V kazZdém trojuhelniku deli osa libovolného vnitrniho uhlu protéjsi stranu
v pomeru stran prilehlych.

16. Napiste rovnice osové soumérnosti, zobrazujici po¢atek na bod [1, 5].
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17. Je dana primka p a dvé kruznice ki, ky oddélené primkou p. Sestrojte rovno-
stranny trojuhelnik tak, aby na kazdé z kruznic ki, ko byl jeden vrchol a jedna z
vysek lezela na primce p.

18. Jsou dany t1i rtizné primky pq, po, p3, prochazejici bodem S; na primce p; je dan
bod A # S. Sestrojte trojuhelnik ABC jehoz osy vnitinich thla lezi v primkach pq,
P2, P3.

19. Jsou dany tri primky o1, 09, 03 prochéazejici bodem O. Na 0, dan bod A;. Se-
strojte AABC tak, aby o1, 09, 03 byly osami jeho stran a bod A; stfedem strany
BC.

20. Jsou dany body X, Y a primka p, kterd je oddéluje. Sestrojte rovnoramenny
trojahelnik ABC, jehoz hlavnim vrcholem je bod C, osou soumeérnosti primka p a
jehoz ramena maji danou velikost a. Pfimka AC' necht prochazi bodem X a primka
BC bodem Y.

21. Je dana primka p a body A, B, lezici ve stejné poloroviné s hrani¢ni primkou p.
Sestrojte bod X € p tak, aby |ZAXp| = 2|£BXp|.

22. Jsou dany body A, B, C a primka p kolmé k primce AB tak, Ze prochazi bodem
C abody A, B lezi v téze poloroviné urcené primkou p. Sestrojte na primce p takovy
bod X, aby z ného byla vidét tisecka AB pod stejnym thlem jako tsecka BC.

23. Obrazy stredu S kruznice opsané trojuhelniku ABC v osovych soumérnostech
podle primek BC, AC, AB jsou vrcholy trojuhelniku A, B;C;. Dokazte, zZe je tento
trojuhelnik shodny s trojuhelnikem ABC.
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8.2 Otoceni

Definice 20. Otoceni neboli rotace je zobrazeni urcene stredem S a orientova-
nym uhlem velikosti o, které bodu S prirazuje tyz bod S a libovolnému bodu X # S
pritazuje bod X' tak, Ze | X'S| = | X S| a orientovany thel X SX' md velikost p. Zob-
razeni znacime R(S,¢), bod S se nazyvd stied otoceni a orientovany uhel velikosti
© je uhel otoceni.

Obrazek 20: Otoceni R(S, «)

Shodnost, ktera neni ani identitou ani osovou soumeérnosti, ma nejvyse jeden samod-
ruzny bod

Véta 21 (Alternativni definice otoceni). Shodnost s pravé jednim samodruzngm
bodem S je otocenim; bod S je stred otoceni.

PRIKLAD 8.4. Odvodte analytické vyjadieni otoceni se stiedem v pocdtku sou-
radnicové soustavy o uhel a. Potom ukazte, Ze toto zobrazeni ma jediny samodruzny
bod - stred otoceni.

Reseni: Postupujeme podle obrazku 211

Y — X
I
/]
X
yt+ _|_ —
1 r
a I
Bl 4 + 5
S X' X

Obrazek 21: Otoceni R(|[0, 0], cv)
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Rovnice otoceni o tthel o kolem pocatku jsou

' = xcosa — ysin o

Yy = zsina + ycos

Véta 22. SloZenim dvou osovych soumeérnosti s riznobéznymai osami vznikne otocent,
gehoZ stredem je prusecik téchto os.

Véta 23. KazZde otoceni lze slozit ze dvou osoviych soumeérnosti, jejichZ osy jsou
riuznobezky prochdzejici stredem otoceni. Jednu z téchto os lze volit libovolne tak, Ze
prochazi stredem otoceni. Druhd je touto volbou urcena jednoznacné.

Véta 24. Otoceni se stiedem S a thlem velikosti o pfevadi primku p v pFimku p’
ruznobéZnou s p; pritom dva vrcholové thly, které p a p' tvori, maji velikost o.

Analytické vyjadreni otoceni (rotace) R(S,a) v roviné

Soufadnice sttedu: S = [sq, $9]

7' = (x —s1)cosa — (y — s)sina + s;

Y = (x —s1)sina+ (y — $2) cosa + $9

Po tpravé dostaneme:

¥’ = xcosa —ysina + 51 — 51 cosa + s98in

/ . .
Y =TSN+ Yycosa + So — S1SIN v — Sp COS

PRIKLAD 8.5. Afinni zobrazeni euklidovské roviny na sebe zobrazuje vrchol A
trojuhelniku ABC' na bod B, bod B na bod C a bod C na bod A. Muze to byt zobra-
zeni shodne? Jestlize ano, napiste jeho rovnice vzhledem k vhodné zvolené kartézske
soustaveé souradnic.

Cviceni — Otoceni

24. Jsou dany dvé shodné tsecky AB, C'D. Urcete otocCeeni, které zobrazi A na C
a BnalD. [2]
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25. Je dana kruznice k(5;7) a bod P # S. Bodem P vedte primku, na které kruznice
vytinad tsecku dané velikosti d.

26. Jsou dany rtzné rovnobézné primky a,b,c a bod A, ktery lezi na primce a.
Sestrojte vSechny rovnostranné trojuhelniky ABC, jejichz vrcholy B, C' lezi po fadé
na primkach b, c.

27. Je dana kruznice k(S;3cm) a bod A (|SA| = 1.5em). Sestrojte vSechny tétivy
XY kruznice k o délce 5.5¢m, které prochéazeji bodem A.

28. Je dana kruznice k(5;r), bod B a tsecka délky d (d < 2r). Sestrojte tétivu XY
kruznice k délky d tak, aby byla vidét z bodu B pod thlem 60°.

Otoceni - Ulohy na doméci pfipravu

29. Jsou dany dvé rovnobézné primky a, b a mimo né bod C. Sestrojte rovnostranny
trojuhelnik ABC' tak, aby jeho vrcholy A, B lezely po radé na primkéach a, b.

30. Jsou dany kruznice k, primka p a bod A lezici vné k. Sestrojte rovnostranny
trojuhelnik s vrcholem v bodé A tak, aby zbyvajici vrcholy lezely na k a na p.

31. P1i odvalovani kruznice po primce se body soustavy spojené s kruznici pohybuji
po trajektoriich, kterym se rika cykloidy. RozliSujeme tti typy cykloid, v zavislosti
na tom, zda bod lezi vné, na nebo uvnitt kruznice. Zobrazte tyto krivky pomoci
programu GeoGebra.
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8.3 Stredova soumeérnost

Definice 21. Stfedova soumeérnost se stredem S je shodné zobrazeni, které bodu
S pritazuje tyz bod S a libovolnému bodu X # S pritazuje bod X' tak, Ze bod S’ je
stredem usecky X X'. Zobrazeni znacime S(S).

Obrazek 22: Stfedova soumérnost S(.5)

Poznamka. Stredovou soumérnost mizeme chapat téz jako specialni pripad rotace

R(S,a) pro a =7, tj. S(5) = R(S, 7).
Vlastnosti stredové soumérnosti:

1) Lze ji rozlozit na dvé osové soumérnosti, jejichz osy jsou navzajem kolmé a pro-
chazeji stredem soumeérnosti S; jedna z os je volitelna.

2) Vznikne slozenim libovolnych dvou osovych soumérnosti, jejichz osy jsou k sobé
kolmé (stfed soumérnosti S odpovidd priseciku téchto os).

3) Je jednozna¢né urCena svym stiedem
4) Je to involutorni zobrazeni (téz involuce).
5) Stredova soumérnost je primd shodnost.

6) Stredova soumérnost ma jediny samodruzny bod, stfed S, a vSechny sméry sa-
modruzné.

Véta 25. V soumeérnosti podle stredu S je obrazem kazdé primky primka s ni rov-
nobézna. Primka, kterd prochdzi stredem S je samodruznd.

Analytické vyjadreni stfedové soumérnosti S(S) v roviné

Soufadnice stfedu: S = [sq, $9]

= —x+4 25
Y = —y+ 25

Véta 26. KazZda shodnost v roviné se da slozit z nejvyse tri osovych soumeérnosti.
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Cviceni — Stredova soumeérnost

32. Je dana kruznice k(O;r) a primka p, kterd mé od stiedu O vzdalenost v > 0;
dale je dan bod S, ktery lezi uvniti poloroviny pO. Sestrojte tisecku se stfedem .5,
ktera ma krajni body K, P po radé na kruznici £ a na primce p.

33. Je déna kruznice k(S,r). Bodem P, ktery lezi vné kruznice k, vedte piimku p,
ktera protina kruznici v bodech A, B tak, ze A je stredem tsecky BP.

34. Je dan thel AV B a bod S jeho vnitiku. Sestrojte na rameni VA bod X a na
rameni V' B bod Y tak, aby bod S byl stredem tsecky XY.

35. Je dana tsecka AA; (|AA;| = bem). Sestrojte vSechny trojihelniky ABC,| pro
které je AA; téznici t, a pro které plati: ¢ = 4em, b = Tem.

36. Je dana tsecka AA; (|AA;| = bem). Sestrojte vSechny trojihelniky ABC| pro
které je AA; téznici t, a pro které plati: v = 45°, 5 = 60°.

37. Jsou dany dvé kruznice ki, ko, které se protinaji ve dvou bodech () a R. Bodem

Q) vedte primku, kterd vytind na obou kruznicich tétivy stejné délky.

Stredova soumérnost - Ulohy na domaci pripravu

38. Je dan trojuhelnik ABC' a jeho vnitini bod M. Sestrojte vsechny tsecky XY
se sttedem M a s krajnimi body X, Y na hranici trojihelniku.

39. Vepiste danému rovnobézniku ABCD ¢tverec XY UV tak, aby na kazdé strané
rovnobézniku lezel jeden vrchol ¢tverce.

40. Je dén thel AV B a bod S jeho vnitiku. Sestrojte na rameni VA bod X a
na rameni VB bod Y tak, aby XY S byl rovnoramenny pravothly trojuhelnik s
preponou XY.

41. Je déna tsecka AA;; |[AA;| = 4.5¢m. Sestrojte vSechny pravouhlé trojuhelniky
ABC' s pravym thlem pri vrcholu C, v nichz AA; je téznici t, a t, = 6¢cm.
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8.4 Posunuti

Definice 22. Orientovanou useckou AB je dan vektor p = ﬁ Posunuti nebols
translace je zobrazeni, které kazdému bodu X roviny pfitazuje bod X' tak, Ze plati

ey AR o , v
XX'=p, tj. X' = X +p. Zobrazeni znacime T (D).

TI
>

Obrézek 23: Posunuti 7 (p)

Poznamka. Posunuti (translaci) mizeme definovat téz jako shodnost, kterd vznikne
slozenim dvou osovych soumérnosti s rovnobéznymi a riznymi osami. Smér posu-
nuti je potom kolmy na smér téchto os a jeho velikost je rovna dvojnasobku jejich
vzdalenosti.

Véta 27. KazZdou translaci lze slozit ze dvou osovych soumérnosti s rovnobéeznymsi
osami z nichZ jednu lze volit libovolne, kolmo na smer translace a druha je touto
volbou urcena jednoznacne.

Véta 28. Posunuti (translace) nemd Zadny samodruzny bod a zobrazuje primku do
primky s ni rovnobézné (tj. md vsechny sméry samodruzné).

Véta 29. Necht X' je obraz libovolného (promeénného) bodu X v dané translaci
T. Pak vsechny primky X X' jsou navzdjem rovnobézné a vsechny tisecky X X' jsou
navzajem shodne.

Analytické vyjadieni posunuti T(p) v roviné

Rovnice posunuti 7 (p), kde p'= (p1, p2):
' =1x+p
Y =y+m
PRIKLAD 8.6. Jaké zobrazeni mize byt visledkem skldddni dvou posunuti?
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Cviceni — Posunuti

42. Jsou dany primka p a dvé nesoustiedné kruznice ki(S1,71), k2(S2,72). Vedte
primku rovnobéznou s primkou p tak, aby na ni kruznice ki, ko vytinaly shodné
tétivy.

43. Sestrojte ctyrthelnik ABC D, jehoz thlopricky sviraji pravy thel, jsou-li dany
velikosti tthlopficek |AC| = e, |BD| = f a velikosti thla |ZABC| = 90°, |ZADC| =
0.

44. Sestrojte lichobéznik, jsou-li dany velikosti jeho stran a, b, ¢, d.

45. Sestrojte ¢tyruhelnik ABC D, jsou-li dany velikosti jeho stran |[AB| = a, |BC| =
b,|CD| =c,|DA| = d a odchylka w primek AD, BC.

46. Sestrojte rovnobéznik, jsou-li dany délky jeho stran a velikost tthlu jeho thlo-
pricek.

47. Sestrojte lichobéznik ABC' D, jsou-li dany délky obou jeho zékladen a, ¢ a obou
jeho uhlopricek e, f.

48. Jsou dany dve riznobézky a, b a tisecka délky r. Sestrojte vSechny kruznice k se
stfedem na primce a, polomérem r, které na primce b vytinaji tétivu délky r.
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8.5 Posunuté zrcadleni

PRIKLAD 8.7. Je ddna primka p a dva body A, B v téZe poloroviné s hranicni
primkou p. Na pFimce p sestrojte usecku XY délky d tak, aby soucet |AX|+ | XY |+
'Y B| byl co nejmendsi.

Vime, ze kazda shodnost v roviné se da slozit z nejvyse tii osovych soumérnosti.
V pripadech jedné a dvou osovych soumérnosti uz mame jasno - slozenim jedné osové
soumernosti miize vzniknout samoziejmé jenom tato soumeérnost, slozenim dvou
osovych soumérnosti pak lze vytvorit otoceni (riznobézné osy), stfedovou somérnost
(kolmé osy), posunuti (rovnobézné osy) a identitu (dvé totozné osy). Kazdé z téchto
zobrazeni je zaroven unikatni svou skladbou samodruznych bodt a smeért

— osova soumeérnost ma primku samodruznych bodi a dva na sebe kolmé samodruzné
smeéry,

— otoceni ma jediny samodruzny bod a zadny samodruzny smeér,

— stfedova soumeérnost ma jediny samodruzny bod a vSechny smeéry samodruzné,

— identita mé vSechny body i sméry samodruzné.

Pokud existuje néjaké dalsi shodné zobrazeni, nemtze mit zadny samodruzny bod
(jinak by to bylo otoceni, stfedova soumérnost, osova soumeérnost nebo identita).
Nasim tkolem je proto vysetrit, zda existuje shodné zobrazeni bez samodru-
znych bodt, které vznikne slozenim tii osovych soumérnosti.

Ukaze se, ze takové zobrazeni skutecné existuje. Nazveme ho posunuté zrcadleni (téz
posunutd soumernost).

Definice 23. Je dana primka o. Zobrazeni sloZené z posunuti ve sméeru primky o a
0s0v€ soumernosti podle osy o se nazyvd posunuté zrcadleni (t€Z posunutd soumer-
nost).

X
+
p
. -
X, X'
- +

Obrazek 24: Posunuté zrcadleni Z : X — X'/
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Véta 30. Posunute zrcadleni se da slozit z osové a stredove soumeérnosti, pricemz
stred stredove soumérnosti nelezi na ose 0sové soumernosti.

Véta 31. Posunuté zrcadleni nemd samodruznée body.

PRIKLAD 8.8. Necht AB, A'B’ jsou riznobéiné a shodné dsecky. Dokazte, Ze
existuje posunuté zrcadleni nebo osovd soumeérnost, které prevadéji body A, B po

radé v body A', B'.

Reseni:

Obrazek 25: Posunuté zrcadleni Z : AB — A'B’

Analytické vyjadreni posunutého zrcadleni

X=lxy] ’
° ‘ 0 ‘ x
-4 -2 0 2
5 = (plz 0)
X1=1xqy4] X=Xy T=[x+p .-yl

Obrazek 26: Posunuté zrcadleni Z : X — X’/

Posunuté zrcadleni dané osou soumérnosti v ose x a vektorem posunuti p'= (p1,0)

(viz Obr. 26)
Z: 3 =x+0p,
/

v =—v.
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Cviceni — Posunuté zrcadleni

49. Jsou dany dvé ruznobézky a,b a na nich dva body A # B (A na a, B na b).
Urcete bod X na a a bod Y na b tak, aby platilo |AX| = |BY| a déle aby:

a) XY||p, kde p je dana primka; [1]

b) XY =d, kde d je predem dand usecka; [1]

c) stred tsecky XY lezel na dané primce ¢. [1]
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9 Grupa shodnosti eukleidovského prostoru

9.1 Shodné zobrazeni v roviné

Definice 24. Zobrazeni v rovine, které kazdym dvema bodum X,Y prirazuje body
XY’ tak, Ze

X'Y'| = |XY]
se nazyvd shodné zobrazeni v roviné (téz izometrické zobrazeni).

Poznamka. Muzeme téz rici, ze shodné zobrazeni zachovava vzdalenost bodi, tj.
pro shodné zobrazeni f: X — f(X) plati:

F(X)F(Y)] = [XY].

Véta 32. Kazde shodné zobrazeni je proste a afinni.

Dalsi vlastnosti shodnych zobrazeni:

1. Usecka se zobrazi na tsecku.
Poloprimka se zobrazi na poloprimku.
Primka se zobrazi na primku.
Rovnobézky se zobrazi na rovnobézky.

Uhel se zobrazi na thel s nim shodny.

S

. Polorovina se zobrazi na polorovinu.

PRIKLAD 9.1. V euklidovské roviné Ey je zvolena kartézskd soustava soutadnic.
Urcete, pro které hodnoty cisel a, b existuje shodné zobrazeni roviny FEo do sebe,
zobrazugict body [0,0], [2,1], [4,a] po TFadé na body [1,2], [3,1], [5,b]? Je toto shodné
zobrazeni urceno jednoznacné?

Z teseni predchoziho prikladu vyplyva poznatek, ze pro jednoznacné urceni shodnosti
v roviné nesmi byt prislusné trojice bodi kolinedrni (tj. nesmi lezet v primce).

Véta 33 (O urcenosti shodného zobrazeni v roviné 1). Shodné zobrazeni v roviné je
jednoznacnée urceno libovolnymsi tremi nekolinearnims body K, L, M a trem: nekoli-
nedrnimi body K', L', M', které jsou po radé jejich obrazy.

Poznamka. Jiz vime, ze stejna véta plati pro vSechna afinni zobrazeni v roviné (viz
véta 2 o uréenosti afinniho zobrazeni na str. 20 a véta [Bl o urcéenosti afinity v roviné

na str. 23]).
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9.2 Rovnice shodnosti v roviné

Kazdou afinitu f v roviné miizeme zapsat soustavou rovnic

f:a2 = anx + any + b

/

65
Yy = ancr + any + by, (65)

kterou prepiseme uzitim matic do tvaru
2! an CL12] [x] [61]
; = - + 66
d [y’] [azl a2 Y by (66)

a strucné vyjadrime rovnici

f: X'=A-X+B. (67)

Jak pozname, Ze afinita (65)) je shodnosti?

Je-li tato afinita shodnosti, plati pro vSechny dvojice bodtd X [x1, z2], Y[y1, y2] a jejich

obrazy X'z, zb], Y[y}, v4] vztah | X'Y'| = | XY, z néhoz po dosazeni souradnic
uvedenych bodt dostaneme
V=22 + (05— 20)2 = Vg — 212 + (42 — 22", (68)

po umocnéni obou stran na druhou

(v — )% + (o — 25)? = (11 — 1) + (y2 — 22)°. (69)

Nyni do levé strany (69) dosadime z (65]) (protoze se body X|z1,x2], Y[y1, y2| zob-
razuji v daném poradi na body X'[x], z}], Y[y}, v5], dosazujeme takto: 2} = ay121 +
a12%2 + b1, Th = anx1 + anxs + by Y1 = anyi + a2ys + b1, Yy = any1 + anys + ba).
Dostaneme rovnost

(a1191 + ar2y2 — a1z — a12332)2 + (a21y1 + asys — a1z + a22332)2 (70)

= (y1 — 21)° + (12 — 32)°,

kterou postupné upravime na tvar obsahujici vyrazy (y1 — 1) a (y2 — x2). Nejprve
vytkneme spolecné koeficienty

a1 (y1 — 21) + a1a(y2 — 29)]° + [az1(y1 — 1) + aga(ya — 22)]° (71)
= (y1 — 21)° + (y2 — 32)°,
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potom umocnime zavorky na levé strané a zjednodusime ji na tvar polynomu s pro-
ménnymi (y1 — x1) a (y2 — 72)
(afl + a%l)(yl — 331)2 + 2(aria1z + agiag)(y1 — 1) (y2 — v2) + (a%2 + Cl%z)@z - $2)2
= (1 — 21)* + (2 — 2)%. (72)

Nyni diskutujeme, za jakych podminek je v ([72]) splnéna rovnost levé strany s pra-
vou stranou (vyuzijeme toho, Ze dva polynomy jsou si rovny pro vSechny hodnoty
z prislusného oboru pravé tehdy, kdyz se rovnaji koeficienty u sobé odpovidajicich
¢lent). Zjistime tak, ze rovnost | X'Y’| = | XY| nastava pravé tehdy, kdyz jsou pro
prvky matice A (tj. koeficienty soustavy (65))) splnény vztahy

a%l + a%l = 17

a%2 + a%2 =1, (73)

apaiz + agag =0,

které lze strucné vyjadrit rovnosti

[an a21]_[a11 &12]:[1 0]. (74)

aip Q2 ag1 Qg2 01
Odpovéd na vySe uvedenou otazku je tedy takova, ze rovnice (G3) je rovnici
shodnosti, pravé kdyz plati
Al A=F, (75)

kde F je jednotkova matice, jinak receno, kdyz je matice A ortonormalni.

Poznamky.
1. Plati AT - A = E. Potom je ale AT = A~! a plati tedy i rovnost A - AT = E.
2. Zobrazeni, pro ktera plati |det A| = 1 nazyvame ekviafinni zobrazeni, stru¢né

ekviafinity. Je ziejmé, ze kazda shodnost je ekviafinita. Plati toto tvrzeni i obra-
cene? Mizeme Tici, ze kazda ekviafinita je shodnosti?

3. Je treba si uvédomit, ze pri shodném zobrazeni mezi euklidovskymi prostory
riznych dimenzi neni matice A ¢tvercova. Potom vyse uvedené tvahy o inverzni
matici nemaji smysl a v platnosti zfistava pouze piivodni podminka AT - A = E.
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9.3 Analyticka vyjadreni shodnych zobrazeni v £,
Osova soumérnost

Osova soumérnost O(o) podle osy o s obecnou rovnici o : ax + by + ¢ = 0:

2
x':x—rfzﬂ(aa:ntberc)

2b
y/:y—m(ax+by+c)

PRIKLAD 9.2. V eukleidovské roviné je ddna soumérnost podle primky p : 3x —
4y + 1 = 0. Napiste rovnice této soumeéernosti.

PRIKLAD 9.3. Napiste rovnice soumérnosti podle primky o : 2z — 3y + 1 = 0.

PRIKLAD 9.4. Napiste rovnice osové soumérnosti, zobrazujici pocdtek na bod
[1,5].

Otoceni

Otoceni (rotace) R(S, a) se stfedem S = [s1, s9]:

' = (r —s1)cosa — (y — s)sina + 1
y = (z —s1)sina + (y — s2) cosa + s9
Po tpravé:

¥’ = xcosa —ysina + 51 — 51 cosa + s98in o

/ . .
Y =TSN+ Yycosa + So — S1SIN v — Sp COS

PRIKLAD 9.5. Napiste rovnice otoceni se stiedem S[1,—2] o thel o = 60°.

Stredova soumérnost

Stredova soumérnost S(.S) se stfedem S = [s1, sol:

/
r=—-x+4+ 2%
/

Y =—y+2s

PRIKLAD 9.6. Napiste rovnice stiedové soumérnosti S(S) se stiedem S[—2,3].
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Posunuti

Posunuti (translace) T(p) urcené vektorem p'= [p1, po):

' =1x4p
v =y+p
PRIKLAD 9.7. Napiste rovnice posunuti, které je urceno vzorem A = [—1, 3]

a jeho obrazem A’ = [4,2].

Posunuté zrcadleni

Posunuté zrcadleni s osou v souradnicové ose x:
¥=z+p
y =y
9.4 Analyticka vyjadreni vybranych shodnych zobrazeni v Fjs

Posunuti

Posunuti urcené vektorem p'= (p1, p2, p3):

t' =2+ p
Y =y+p
7 =z 4+ ps.

Otoceni

Otoceni o thel a kolem osy z:
/ .
r = xcosa — ysina
Yy = zsina + ycos

/
2 = Z.

Stredova soumérnost

Soumérnost podle poc¢atku O = (0,0,0):

T =—x
I
=Y
/
2 =—z



Osova soumeérnost

Soumeérnost podle osy z:

T = —x
/
=Y
/
Z =z
Rovinova soumérnost
Soumérnost podle roviny (z,y):
/
T =ux
/
y =y
2 =—z

Sroubovy pohyb

Sroubovy pohyb (torze) s parametrem (redukovanou vygkou zavitu) vy a s osou v
ose z:

T = rcosa— ysina
Yy = xsina + ycosa

Z = Z+ ypQ.

9.5 Skladani shodnych zobrazeni

(a) Pfimou shodnost 1ze rozlozit v sudy pocet osovych soumérnosti, nepfimou shod-
nost v lichy pocet osovych soumérnosti.

(b) Slozime-li dvé shodnosti pfimé nebo dvé shodnosti neptimé, dostaneme shodnost
primou; slozime-li shodnost primou a neprimou, vznikne shodnost neprima.

9.6 Grupa shodnosti v roviné
Poznatky ziskané resenim vyse uvedenych prikladi nasveédcuji tomu, ze mnozina

shodnosti v roviné spolu s operaci skladani zobrazeni tvori grupu. Nékteré podm-
noziny mnoziny shodnosti navic tvori spolu s operaci skladani zobrazeni podgrupy.
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PRIKLAD 9.8. Ovéfte ndsledujici tvrzeni:

(a) Viechny shodnosti v roviné tvori grupu Gsg.

(b) Vsechny primé shodnosti tvofi podgrupu G'g grupy Gs.

(c) MnozZina vsech translaci doplnénd identitou, tvori grupu, kterd je podgrupou
grupy primych shodnosti.

(d) MnoZina vsech translact a stiedovych soumérnosti, doplnénd identitou, tvori pod-
grupu grupy G's.

PRIKLAD 9.9. Trojihelnik ABC byl preveden otocenim daného smyslu se stie-
dem S a uhlem velikosti w = 120° v trojuhelnik A1B,C1, ktery byl dale preveden

posunutim T (A1 — Ay) v trojuhelnik AsByCy. Urcete otocent, které prevdadi primo
AABC v AA2B2CQ.

PRIKLAD 9.10. Je ddn rovnostranny trojihelnik ABC. Najdéte viechny shod-
nosti, které prevadeji tento trojuhelnik do neho sameho. Zkoumejte vlastnosti mnoziny
techto shodnosti spolu s operaci skladani shodnosti.
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9.7 Klasifikace shodnosti roviny

Cilem klasifikace shodnosti v roviné (obecné afinnich zobrazeni v prostoru A,) je
ziskat uplny (vycerpavajici) prehled téchto zobrazeni a jejich analytickych vyjadreni.
Postupujeme od obecné podoby rovnice zobrazeni. Z té analyzou vSech moznych
konfiguraci samodruznych bodid a smeéri, které toto zobrazeni pripousti, dostaneme
uplny prehled vsech jeho variant.

Myslenka aplné klasifikace shodnosti: Klasifikace shodnosti roviny je zalozena
na zkoumani moznych samodruznych bodd a smért zobrazeni, které je dano rovnici
(soustavou linearnich rovnic)

f: X'=A-X+B. (76)

Tento postup si nejprve ilustrujeme resenim nasledujiciho prikladu, poté provedeme
obecnou klasifikaci shodnosti roviny Fs, viz str. [[6 a trojrozmérného prostoru Ejs,
viz str. Bl

PRIKLAD 9.11. Zjistéte, zda ezistuje shodnost Es, pri které se bod K = [10;0]
zobrazi na pocatek K' = [0;0] a bod L = [25;20] na bod L' = [0;25]. V kladném

pripadé napiste rovnice tohoto zobrazeni a najdéte jeho samodruzne body.

Nez zacneme aplikovat nize uvedeny postup, stoji za to si u takovychto tloh ovérit,
zda je vibec splnéna definice shodného zobrazeni, tj. zda |K'L'| = |KL|.

Resent v programu wxMazima:

Definujeme obecnou podobu matic A, B z rovnice ([7G).

(%130) A:matrix([all,al2],[a21,a22]); b:matrix([bl], [b2]);

all al2
(74030) <a21 a22>

(%031) (Z;)

Do rovnice ([76) dosadime dané body a jejich obrazy, dostaneme dvojice rovnic s1 a
s2. Treti skupinu rovnic s3 dostaneme z podminky A7 - A — I = 0.

(%i32) s1:A.[10,0]+b-[0,0]; s2:A.[25,20]+b-[0,25];
s3:transpose(A) .A-ident (2);

bl + 10all
(%e032) (52 +10 a21>
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bl +20al2+ 25all
(7o033) <b2 +200a22 +25a21 — 25)

(%034) a21? +all®? —1 a21a22 + allal?
0 a21a22 +allal2 a222+al22 —1

Dohromady tak méame soustavu sedmi rovnic o Sesti naznamych all, al2, a2i,
a22, bl, b2.

(%135) rov:[si[1,1],s1[2,1]1,s2[1,1],82([2,1],s3[1,1],s3[1,2],83[2,2]];

(%035) [b1+10all,b2410a21,b1 +20al2+25all, b2+ 20 a22+25a21 — 25, a21? +
all? —1,a21a22 + all al2,a22® + al2® — 1]

Soustavu mé dvé feSeni (nejednd se o soustavu linearnich rovnic, proto muze mit
dvé Feseni).

(%136) res:solve(rov,[all,al2,a21,a22,bl,b2]);

4 3 3 4
(%036) [lall = =.a12 = —2,a21 = 022 = £,bl = =812 = 0] [all =
4 3 3 4
——al2="2a21="2,a22 = =, b1 = 8,b2 = —0]]
5 5 5 5

Dvéma reSenim odpovidaji dvé rtzné shodnosti. Zjistili jsme tedy, ze existuji dvé
shodnosti, které prevadéji body K, L na body K’ L' (coz se, vzhledem ke vété o
urcenosti shodného (afinniho) zobrazeni dalo ¢ekat). Pokracujeme v feSeni ulohy
pro kazdou z téchto shodnosti zvlast. Nejprve si pripravime matici RovTr pro zapis
rovnic uvazovanych shodnosti (neni nutnou soucasti postupu reseni, jedna se jenom
o usnadnéni vizualni prezentace rovnic v programu).

(%137) RovTr:matrix([xl=all*xx+al2xy+bl], [yl=a2l*x+a22*y+b2]) ;

rl=al2y+allz+ b1
(7e037) (yl = a22y + a2l x + b2>

[. Shodnost dana rovnicemi

4x 3y
1=— 273
YT T

3 4
p =32 A

Definujeme matice A1, Bl tohoto zobrazeni a zapiSeme jeho rovnice.
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(%138) Al:ev(A,res[1]); Bl:ev(b,res[1]);

(%038) <§ _%>

3 4
5 5

(%039) (:2)

(%140) R1l:ev(RovTr,res[1]);

(%o4o>( IR )

Samodruzné body najdeme reSenim rovnice X = A - X + B, pro snazsi zpracovani
programem piepsané do tvaru A- X + B — X = 0.

(%141) RovSB1:Al.[x,yl+Bl-[x,y]; solve([RovSB1[1,1],RovSB1[2,1]], [x,y]);

o (40
(%042) [[z =5,y = —15]]

Uvazované shodné zobrazeni ma tedy jediny samodruzny bod S = [5, —15].

Pro urceni samodruznych smért resime charakteristickou rovnici (64)) homomorfismu
asociovaného s danym shodnym zobrazenim.

(%143) CharAl:A1-%lambdaxident(2);
CharR1:expand(determinant (CharAl))=0;
solve(CharR1,%lambda) ;

A
(%044) A2—%+1:0

32’—4,)\:32'—1—4]
oY oY

Charakteristickd rovnice neméa realné kotreny. To znamend, ze uvazované shodné

(%045) [A = —

zobrazeni nema samodruzné smeéry.

Protoze uvazované zobrazeni ma prave jeden samodruzny bod a nemé zadny samod-
ruzny smer, jedna se o OTOCENI.
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II. Shodnost dand rovnicemi

4o 3=x
l=——+—+28
T 5+5+

3x 4z
l=—+——-06
V=5t

Definujeme matice A2, B2 tohoto zobrazeni a zapiseme jeho rovnice.

_4
5

(%046) ( ;

(%146) A2:ev(A,res[2]); B2:ev(b,res[2]);
5

)
(%hod7) ( _86>

(%148) R2:ev(RovTr,res[2]);

1=34_42..g
(%048) (i =2t )

Samodruzné body najdeme reSenim rovnice X = A - X + B, pro snazsi zpracovani

(SN [SV]

programem piepsané do tvaru A- X + B — X = 0.

(%149) RovSB2:A2.[x,yl+B2-[x,y]; solve([RovSB2[1,1],RovSB2[2,1]], [x,y]);

L% 48
(76050) [

Uvazované shodné zobrazeni tedy nemé zadny samodruzny bod.

Pro urceni samodruznych smért resime charakteristickou rovnici (64)) homomorfismu
asociovaného s danym shodnym zobrazenim.

(%151) CharA2:A2-%lambdax*ident(2);
CharR2:expand(determinant (CharA2))=0;
solve(CharR2,%lambda) ;

_\—4 3
(%051) ( . 4%)
5 5

(%052) A* —1 =0
(%053) [A= —1,A =1]
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Charakteristicka rovnice mé dva realné kofeny (vlastni ¢isla). Kazdému z nich od-
povida jeden vlastni (charakteristicky) vektor urcujici samodruzny smér. Postupné
dosadime ziskand vlastni ¢isla A do soustavy (jeji matice) (63) a Fesime.

(%154) RovSS2:A2. [u,v]-[)lambda*u,’lambda*v] ;
3V N\ g — Au
5 5

crost) (5] Loy 3—>

(%155) RovSS21:ev(RovSS2,%lambda=-1);
solve([RovSS21[1,1],RovSS21([2,11]1, [u,v]);

3v 4 u
(%055) (Q?} _?_L35u> solve : dependentequationseliminated : (2)
5 5

(%056) [[u = —3%r3,v = %r3]]|

Prvni samodruzny smér je urc¢en vektorem u; = (—3,1).

(%157) RovSS22:ev(RovSS2,’%lambda=1);
solve([RovSS22[1,1],RovSS22[2,1]], [u,v]);

3v_ 9u
(%057) ( R, 2 ) solve : dependentequationseliminated : (2)
5 5
Yord
(%058) [[u= 2= v = %rd]]

Druhy samodruzny smér je urcen vektorem s = (1, 3).

Protoze uvazované zobrazeni nemé zadny samodruzny bod a ma dva (na sebe kolmé)
samodruzné sméry, jedna se o POSUNUTE ZRCADLENI.

Klasifikace shodnosti roviny

7 podminky AT - A = E plyne, ze afinni zobrazeni uréené rovnicemi

¥ = anr + apy + b

/

Yy = anxr + axny + by,

je shodnosti praveé tehdy, kdyz plati nasledujici rovnosti:

9 9 9 2
aj; + a3 = ajy +azy =1

a11G12 + A21G22 = Q12011 + G22a97 = 0
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Potom je zfejmé, Ze existuje thel o € (0°;360°) takovy, ze lze napsat

a1 = COSs(,
as1 = sinaq,
a2 COSQ + agsina = 0,
g9 = £COS(,
a;ps = —esina,kde e = £1.
Hodnota ¢ urcuje, zda se jedna o shodnost primou (¢ = 1) nebo nepfimou (¢ = —1).

I. Primé shodnosti
Kazdou primou shodnost v roviné miizeme vyjadrit rovnicemi ve tvaru

r] = rycosa — xasina + by
xh = mpsina + x9cosa + by

Samodruzné body
Samodruzné body primé shodnosti jsou resenim soustavy rovnic

r1(1 —cosa) + xosina = b
—rysina 4 xo(1l —cosa) = by.

(77)

Nejprve nas bude zajimat prima shodnost v roviné, kterd ma prave jeden samodru-
zny bod. Soustava ([[T7) mé pravé jedno feseni, pokud je regularni, tj. pokud pro jeji
determinant plati
(1 —cosa), sin «
—sina, (1 —cosa)

£ 0.

Po tpravé dostaneme
2(1 — cosa) # 0,

coz vede k podmince
cosa # 1.

Tak dostavame
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1) OTOCENI (ROTACI).

Staci volit pocatek soustavy souradné v onom jediném samodruzném bodé a dosta-
neme znamé vyjadreni rotace kolem pocatku o thel a:

Ty = 11 cosa — rosina

Ty = T18in @ + Tg COS

Samodruzné sméry

Samodruzné sméry (tj. vektory téchto smérti) pfimé shodnosti jsou netrividlnim
reSenim soustavy homogennich rovnic

u (A —cosa) +ugsinae = 0

—upsina + uz()\ — COS a) = (. (78)

Ta mé netrividlni (tj. nekonecné mnoho) reseni pravé tehdy, kdyz je splnéna cha-
rakteristickd rovnice primé shodnosti v roviné

(A — cos ), sin o

—sina, (A —cosa) =0 (79)

Upravou ([79) dostaneme rovnici

2

(A —cos)? +sin® a = 0,

ktera je splnéna za predpokladu, ze sina = 0 a zaroven cosa = 1 = X\ nebo cosa =
—1 = A. Pro cosa = —1 tak dostavame

2) STREDOVOU SOUMERNOST

s analytickym vyjadrenim
Ty = —r1 + b
x’2 = —T9 + bg.
Za podminky, ze cosa = 1 dostaneme, pro by = by = 0,

3) IDENTITU

= 1
rh = I
a pro by # 0V by # 0 dostavame
4) POSUNUTI
rp = x1 + by
rh = 19 + by
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II. Neprimé shodnosti

Kazdou neprimou shodnost v roviné muzeme vyjadrit rovnicemi ve tvaru

r] = zycosa + xgsina + by
xh = wpsina — xocosa + b

Samodruzné sméry

K vySetteni neprimych shodnosti pouzijeme samodruzné sméry. Resenim charakte-
ristické rovnice

(A —cosa), —sina _0 (80)
—sina, (A +cosa) ’
dostaneme podminku
A= +1,

ktera odpovida tomu, ze uvazované zobrazeni ma dva navzajem kolmé samodruzné
smeéry. Jeden, pro A = 1, se zachovava, druhy, pro A = —1, se méni v opacny. Volme
soustavu souradnou tak, aby osa x méla smér odpovidajici A = 1. Smér osy y pak
ziejmeé odpovida A = —1. Potom je neprima shodnost popsana rovnicemi

x’l = r + bl

/
Ty = —Xx9 + bs.

Pokud je b; = 0, ma uvazované zobrazeni primku samodruznych bodt a jedna
se tedy o

5) OSOVOU SOUMERNOST

Ty = 1
/

Pokud je ale b; # 0, mé pouze samodruznou primku a jedna se o

6) POSUNUTE ZRCADLENI.

9.8 Cviceni — Shodnosti v roviné

50. Urcete parametr s tak, aby existovala shodnost roviny zobrazujici body [0, 0], [3, 4]
po fadé na body [5,0], [9, s]. Napiste rovnice tohoto zobrazeni a souradnice obrazu
bodu [5,0]. [2]

3
51. Urcete a, b, ¢ tak, aby rovnice 2/ = i +by+1, v =axr+cy—1vyjadfovaly
shodnost. [3]
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52. Shodné zobrazeni euklidovské roviny do euklidovského prostoru je dano vzhle-
dem ke kartézskym soustavam souradnic rovnicemi

1 1
a) x’=x+§y+1, y':ax+§y—1, 7 =bx + cy + 3,

1
b) 2’ =z + by — 2, y':§y+1, 2 =ax + cy — 3.

Urcete koeficienty a, b, c.

53. Najdéte souradnice obrazu bodu B = [1,2] v otoceni v E, kolem stfedu S =
[3, —4] o thel a = 420°. Napiste rovnice této shodnosti.

54. Urcete p, ¢ tak, aby existovala shodnost zobrazujici body [3, 0], [1, 2], [-1, —1] po
fadé na body [1,4], [p, 2], [2, ¢]. Najdéte samodruzné body a sméry tohoto zobrazeni.

55. NapiSte rovnice stfedové soumérnosti v Fy podle stiedu S = [—4, 5].

56. Napiste rovnice shodnosti roviny FEs, kterd vznikne slozenim tii osovych sou-
mérnosti s osami o rovnicich: z =0, y =0, z — 2y = 0.

57. Rotace kolem bodu S = [2;1] v E5 zobrazuje bod A = [1;1] na bod A’. Najdéte

soufadnice bodu A’, jestlize pro tihel rotace o plati o = %W.

58. Najdéte souradnice stfedu a thel rotace, kterd je ddna rovnicemi: 2’ = gx —
y+1, Y =1+ 3y-2

59. Najdéte rovnice obrazu primky p v rotaci v Fj kolem stfedu S = [—2;1] o thel
a =g, jestlizep:x—y+1=0.
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9.9 Kilasifikace shodnosti prostoru Ej

Veéta 34. KazZde shodné zobrazeni v prostoru Eg lze slozit z nejvyse ctyr rovinovych
S0UMErnosti.

Néktera shodna zobrazeni v prostoru:

e Otoceni kolem osy

e Posunuti

e Osova soumeérnost

e Stredova soumeérnost

e Sroubovy pohyb (torze)

Postup klasifikace shodnosti v trojrozmérném prostoru lze necekané zjednodusit.
Vhodné umisténi soustavy souradnic nam dovoli vyuzivat poznatky z klasifikace
shodnosti v rovineé.

Kazdé shodné zobrazeni f v prostoru miizeme zapsat soustavou rovnic

f: x’l = anr + a12x9 + a13x3 + bl
Th = anx1 + anry + ars + b
/
Ty = a3171 -+ a32x9 -+ as33x3 -+ b3,

kterou lze uzitim matic prepsat do tvaru

/
T a1l G2 a3 1 by
. / _
f. Ty = 921 Q92 093 . T2 + b2
/
L3 asp azz ass €3 b3

a pak strucné vyjadrit rovnici

f: X'=A-X+B. (81)

Stejné jako v roviné i v prostoru plati, ze (81)) je shodnosti pravé tehdy, kdyz je
AT A=F, (82)

Dilezitou skutecnosti je, ze charakteristicka rovnice tohoto zobrazeni, kterd se da
strucné zapsat ve tvaru

det (A — \E) =0, (83)

81



kde E je jednotkova matice, je algebraickou rovnici tfetiho stupné vzhledem k
neznamé \. Vzhledem k tomu, ze imaginarni koteny se vyskytuji vzdy ve dvojicich
(navzajem komplexné sdruzenych ¢isel), mé algebraicka rovnice tfetiho stupné vzdy
alespon jeden kofen realny. V pripadé rovnice (83)) ho oznacme Ag. Shodnost v Es
mé tak vzdy alespon jeden samodruzny smér u; @' = Mu. V pripadé shodnosti
se zachovava velikost vektoru, tj. plati ||@'|| = ||\ou|| = ||@]|. Potom je zfejmé, ze
hodnota Ay bude 1 nebo —1. Predpokladejme, ze vektor @ je jednotkovy a volme
soustavu souradnou tak, aby meéla osa z smér tohoto vektoru. Pri takto zvolené
soustavé souradné se rovnice shodnosti zjednodusi na tvar

x’1 = Q111 + a12T9 + bl
rh = anr1 + aTs + by
xh = + 23 + b3

Potom je pozadavek, aby byla matice tohoto zobrazeni

a;p a0
a1 az 0
0O 0 =1

ortonormalni, splnén prave tehdy, kdyz je ortonormalni matice
ap a2
a1 (22
To je ale tloha, kterou jsme resili pri klasifikaci shodnosti v roviné. Vime tedy, ze pri

vhodné volbé os x,y pripadaji v tivahu nasledujici moznosti, jak mtze tato matice
vypadat:

1 0 -1 0 1 0 cosa —sino | ) £0
01}/ 0 —1|” |0 =1|’ |sina cosaq |’ PHOPHa7T

Ke kazdé z téchto matic existuji dvé soustavy rovnic (protoze uvazujeme +z). Po-
souzenim mnozin samodruznych bodi prislusnych zobrazeni a vhodnymi volbami
soustavy souradné se dobereme k vysledné klasifikaci:

1) IDENTITA (b; = by = b3 = 0) nebo POSUNUTT

x’l = x1 + bl
33/2 = To + by
SIZ% = x3 + bs.

2) SOUMERNOST PODLE ROVINY (b; = by = 0) nebo

82



SOUMERNOST PODLE ROVINY slozena s POSUNUTIM podél této roviny

x’l = r + bl

$/2 = Ty + bg
!

Ty = —x3 + bs.

3) SOUMERNOST PODLE OSY rovnobézné se z (bs = 0) nebo
SOUMERNOST PODLE OSY rovnobézné se z slozend s POSUNUTIM podél této

oSy
.Ill = —x1 + bl
33/2 = —I9 + by
SIZ% = r3 + bs.
4) STREDOVA SOUMERNOST
Ty = —r1 + b
33’2 = —I9 + by
.Ig = —x3 + bg.

5) OTOCENI kolem osy rovnobézné se z (b3 = 0) nebo
OTOCENTI kolem osy rovnobé&zné se z slozené s POSUNUTIM podél této osy

r, = xycosa — xesina + by
xh, = mpsina + x9cosa + by
/

6) OTOCENI kolem osy rovnobézné se z slozené se SOUMERNOSTI podle roviny
kolmé k této ose

T, = x1cosa — xgsina + by
xh = wpsina + xocosa + by
/

Ty = —x3 + bs.

Poznamky.

1. Kazda prima shodnost v prostoru se da slozit z otoceni kolem primky a posu-
nuti podél této primky. Potom miizeme tici, ze kazda dvé shodnd télesa v prostoru
miizeme ztotoznit posunutim, otocenim nebo sroubovym pohybem.

2. Neptrima shodnost se dostane z primé pridanim soumeérnosti podle roviny.
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9.10 Cviceni — Shodnosti prostoru E3
60. Ovérte, ze rovnicemi

1 2 2 2
YT 3TV TR
2 1 2 2
R L
2 2 1 2

A LA M

je dano shodné zobrazeni E3 na sebe, najdéte jeho samodruzné body a sméry.

61. Napiste rovnice posunuti v Ej3, v némz se bod M = [—2,3,1] zobrazi na bod
M’ = [5,0, —4]. Najdéte soufadnice obrazu bodu A = [1, 1, 1] v tomto posunuti.

9.11 Shodna zobrazeni v prostoru E,

Véta 35. Ke kazdée shodnosti f v E,, existuje k soumeérnosti podle nadrovin tak, Ze
f jge gegich sloZenim, k < n + 2.
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10 Grupa podobnosti eukleidovského prostoru

10.1 Podobné zobrazeni

Definice 25. Zobrazeni [ euklidovského prostoru E do euklidovského prostoru E' se
nazyvd podobné zobrazeni, jestliZe existuje kladné realné cislo k tak, Ze pro kazde
dva body X,Y prostoru E plati:

[F(X)f(Y)] = k[XY]. (84)

Cislo k se nazyvd koeficient podobného zobrazeni f.

Poznamka. Podobnosti s koeficientem k # 1 nazyvame vlastni podobnosti.

PRIKLAD 10.1. Napiste rovnice pro zobrazeni v rovin€, které kazdy dtvar otoci
kolem pocatku o uhel o a dvakrat zvétsi, viz Obr. [27.

Obrazek 27: Podobné zobrazeni v roviné

Véta 36. Kazde podobné zobrazeni euklidovskeého prostoru E do euklidovského pro-

storu E' lze sloZit ze stejnolehlosti prostoru E a shodného zobrazeni F do
E'.

Veéta 37. Kazde podobne zobrazeni je afinni.

Protoze podobnd zobrazeni jsou afinnimi zobrazenimi, plati pro né také véta o urce-
nosti. Samozrejmeé v podobé, ktera koresponduje s definici podobného zobrazeni.

Véta 38 (O urcenosti podobného zobrazeni). Necht jsou Py, Py, ..., P, linedrné ne-
zavislé body n-rozmeérného euklidovského prostoru E, a P}, Py, ..., P! body euklidov-
ského prostoru E'. Afinni zobrazeni prostoru E, do prostoru E’', které zobrazuje bod
P; na bod P! proi=0,1,...,n je pravée tehdy podobné, existuje-li ¢islo k > 0 tak, Ze
pro vsechny dvojice i,j = 0,1,...,n plati | P/ Pj| = k|P;P;|.

Poznamka. Body prohlasime ze linedrné nezavisl€ tehdy, kdyz jimi urcené vektory
jsou lineadrné nezavislé.
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PRIKLAD 10.2. Formulujte ,vétu o urcenosti podobného zobrazeni“ pro rovinu,
7. euklerdovsky prostor Es.

PRIKLAD 10.3. V euklidovské rovin€ je ddn ctverec ABCD se stiedem S. Exis-
tuje prave jedno podobné zobrazeni roviny ctverce do sebe, pri kterém se body A, B, S
zobrazi po tadé na body D, B,C. Rozlozte toto podobné zobrazeni na stejnolehlost a
shodné zobrazeni.

PRIKLAD 10.4. Ukaste, e kaZdé dvé paraboly jsou podobné, tzn. Ze existuge
podobné zobrazeni roviny jedne paraboly na rovinu druhé paraboly, pri kterém se
jedna parabola zobrazi na druhou.

Véta 39. Kazda ,vlastni podobnost® ma prave jeden samodruzny bod.

Diikaz. Nejprve dokazeme, ze vlastni podobnost (tj. podobnost s koeficientem k €
R*™ — {1}) nemtize mit vice nez jeden samodruzny bod, potom dokizeme, ze musi
mit aspon jeden. Tak nam vyjde, ze musi mit pravé jeden.

(i) Skutecnost, ze vlastni podobnost nemtize mit vice nez jeden samodruzny bod
dokazeme sporem. Necht ma vlastni podobnost f nejméné dva samodruzné body K
al; KL K' =K L% I = L. Potom |K'L'| = |KL|, coz je ve sporu s definici
vlastni podobnosti (84]), kde k£ # 1. Vlastni podobnost tedy nemutze mit vice nez
jeden samodruzny bod.

(ii) Nyni dokazeme, ze vlastni podobnost musi mit aspon jeden samodruzny bod.
Uvazujme podobnost f s rovnici X’ = A- X + B, kde AT - A = k?I. Jeji samodruzné
body jsou potom resenim soustavy linearnich rovnic odpovidajici maticové rovnici
(I — A)- X = —B. Klicovd pro nas dikaz je skutec¢nost, ze determinant matice
této soustavy je pro vlastni podobnost rizny od nuly, |[I — A| # 0. Pokud by byl
roven nule, tj. pokud by platila rovnost |I — A| = 0, znamenalo by to, Ze feSenim
charakteristické rovnice |\ — A| = 0 (viz str. B7) homomorfismu ¢ asociovaného s f
je vlastni ¢islo A = 1. Kdyby tomu tak bylo, existoval by (vlastni) vektor « = Q — P,
pro jehoz obraz (i) = f(Q)— f(P) plati (@) = u. Protoze se zobrazi sdm na sebe,
neméni se jeho velikost, tj. |f(P)f(Q)| = |PQ)|, coz je ve sporu s definici vlastni
podobnosti (84), kde k£ # 1. Determinant |I — A| tedy nemtze byt roven nule,
soustava (I — A) - X = —B je proto regularni a mé pravé jedno reSeni. ]

Grupa podobnosti

Mnozina vSech podobnosti eukleidovského prostoru E,, spolu s operaci skladdani tvori
grupu - tzv. grupu podobnosti prostoru F,,.
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10.2 Podobnosti eukleidovské roviny

Zopakujme si definici podobného zobrazeni v roviné (struc¢né podobnosti): Zobrazeni
[ roviny (euklidovského prostoru Es) na sebe se nazyvd ,podobnou transformact
roviny“ (té€Z ,podobnosti v roviné“), jestlize existuje kladné redilné cislo k tak, Ze pro
kazdé dva body X,Y roviny a jejich obrazy X', Y’ plati:

| X'Y'| = k| XY|.
Cislo k se nazyvd koeficient podobnosti f.

Poznamky.
1. Kazdé podobné zobrazeni je afinni.
2. Podobnosti s koeficientem k # 1 nazyvame vlastni podobnosti.

s¢”

Obrazek 28: Kazdou podobnost lze rozlozit na stejnolehlost a shodnost

Véta 40. KazZdou podobnost v roviné s pomérem podobnosti k lze rozlozit na stej-
nolehlost H(S, k) a shodnost Z. Pritom stfed stejnolehlosti mizeme volit libovolné
a shodnost Z je tim urcena jednoznacne.

Véta 41 (O urcenosti podobnosti v roving). KaZdd podobnost v roviné je jedno-
znacné€ urcena trojuhelnikem ABC' a jeho obrazem A'B'C' takovym, Ze |A'B'| =
k|AB|, |B'C'| = k|BC|, |A'C'| = k|AC|, kde k, k > 0, je koeficient této podobnosti.

Vime, ze kazdé podobné zobrazeni eukleidovské roviny do sebe lze slozit ze stejno-
lehlosti a shodnosti.
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1. Stejnolehlost H volime se stfedem v pocatku soustavy souradnic a s koeficien-
tem k£ > 0 :

H:X—X;

5|
I
5
S

<
I
7~

=

2. Shodnost S je bud prfimé nebo neprima:

S:X— X" 2 =TcosaFysina+p
Yy =Tsina £ ycosa + q.

Vysledkem slozeni S o H je potom prima nebo nepifimé podobnost.

Prima podobnost Neprima podobnost:
¥ =kxcosa — kysina +p ¥ =kxcosa+ kysina+p
Yy = kwsina+ kycosa+ q. Yy = kxsina — kycosa + q.

¥ =ax—by+p ¥ =ar+by+p

Yy =br+ay+q. y =br —ay+q.

AT A= (a®>+b%) - I; k= +a®+ b

Véta 42. Kazdd vlastni podobnost eukleidovské roviny je bud stejnolehlost, nebo
stegnolehlost sloZend s otocenim kolem stredu stejnolehlosti, nebo stejnolehlost sloZena
s 0sovou soumernosti, jejiz osa prochazi stredem stejnolehlosti.
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10.3 Cvicéeni — Podobnosti

1. Najdéte vSechny podobnosti euklidovské roviny, pii kterych se bod [1,0] zobrazi
na bod [4, —2] a bod [2, 3] na bod [2, —8]. [2]

2. Eulerovymi body se nazyvaji stredy usecek spojujicich vrcholy trojuhelniku s
prisecikem jeho vysek.
Dokazte nasledujici tvrzeni:

Stredy stran, paty vysek a Eulerovy body libovolného trojahelniku lezi na jedné kru-
znici. (Tato kruznice se nazyvd kruznice deviti bodi, Eulerova kruznice nebo Feuerbachova k

3. Najdéte podobnost euklidovské roviny, pri které se zobrazi pocatek na bod [0, 2],
bod [1, 1] na pocatek a bod [2,0] na bod [2, p]. Uréete p a najdéte samodruzné body
a sméry nalezené podobnosti.

4. Najdéete rovnice podobnosti, pri které je pocatek samodruzny a obrazem bodu
[5, —3] je bod [1,1].

5. Urcete vSechny podobnosti, pro které jsou bod [1, 1] a smér vektoru (1, 1) samod-
ruzné.
6. Napiste rovnice vSech podobnosti zobrazujicich body [1,2] a [0,1] po fadé na

body [3, —1], [4, 2]. Rozlozte je na stejnolehlost a shodnost.

7. V roviné je dan ¢tverec ABC'D se sttedem S. Urcete obraz bodu C' v podobnosti,
ktera zobrazuje body A, B, S po fadé na body B, D, C'. Urcete samodruzny bod této
podobnosti.

8. Sestrojte alespon jeden trojuhelnik ABC, pro ktery plati |[AB| : |[AC| = 3 : 5,
a = 60°, p = 1, 8cm(polomér kruznice vepsané).

9. Sestrojte kosodélnik ABCD, je-li dano |[ZDAB| = «, |£ZABD| =¢, |AC| = e.

10. Je dana kruznice k£ a bod A, ktery je bodem vnéjsi oblasti kruznice k. Sestrojte
vsechny se¢ny kruznice k, které prochazeji bodem A a pro jejichz priseciky X, Y s
kruznici plati |[AX| = 2|AY].

11. Je déana kruznice k(S;4cm), jeji tecna t a bod M € k tak, ze |Mt| = 2cm.
Sestrojte usecku XY prochéazejici bodem M tak, aby X € k)Y € t a |[MX]| :
IMY|=3:2.
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12. Jsou dany dveé riiznobézky a, b a kruznice k tak, ze P € a N b je bodem vnitini
oblasti kruznice k. Sestrojte vSechny kruznice, které se dotykaji primek a, b i kruznice

k.

13. Dokazte nasledujici véty:

Véta 43 (Menelaova véta). Je dan trojuhelnik ABC a primka p, kterd neprochdzi
zZadnym z bodu A, B, C, ale proting primky AB, BC,CA v bodech C', A', B'. Potom
plati:

(ABC") - (BCA") - (CAB') = 1.
Naopak, plati-li uvedeny vztah, body A', B', C" lezi na pFimce.

Véta 44 (Pappova véta). Necht jsou A', B, C', D" rovnobézné nebo stredové primeéty
Ctyr navzajem ruznych bodu A, B, C, D primky p na primku p'; p' # p. Potom:

(AB'C'D") = (ABCD)
Véta 45 (Cevova véta). Necht je ddan trojihelnik ABC a bod M, ktery nelezi na

zadne z primek AB, BC, C'A. Pruseciky primek AM, BM,CM s primkami BC,CA, AB
(rizné od bodu A, B, C') oznacme postupné A’, B', C'. Potom plati:

(ABC") - (BCA) - (CAB) = —1.

Naopak, plati-li uwvedeny vztah, jsou primky AA', BB', CC’ bud navzdjem rovnobézné
nebo se protinaji v jediném bode.

14. Zobrazeni f euklidovské roviny do euklidovského trojrozmérného prostoru je
vzhledem k zvolenym kartézskym soustavam souradnic dano rovnicemi: =’ = 2x +
ay — 1,y =x +by+ 2, 2 =y + 1. Urcete koeficienty a, b tak, aby bylo zobrazeni f
podobné. Jaky je koeficient tohoto podobného zobrazeni f7?

15. Urcete p, ¢, r tak, aby byla rovnicemi 2’ = 2 —2y+22+4, ¢/ = pr+2y+2—-2, 2/ =
qr + ry + 2z — 2 dana vzhledem ke kartézské soustavé souradnic podobnost. Urcete
jeji samodruzny bod a samodruzné smeéry.
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11 Stejnolehlost

Patri mezi tzv. homotetie, tj. afinni zobrazeni, ktera maji vSechny sméry samodru-
Zné.
Definice 26. Budiz ddn bod S a redlné cislo k (rizné od 0 a 1). Stejnolehlost

H(S; k) se stiedem S a koeficientem k je zobrazeni, které kazdému bodu X roviny

priradi bod X' tak, Ze R
SX' = 557.

Obrazek 29: Stejnolehlost H(S, k = —1.5)

Poznamka. Stejnolehlost mtizeme definovat i vice popisné: Budiz dan bod S a redlné
¢islo k (rizn€ od 0 a 1). Stejnolehlost H(S; k) se stredem S a koeficientem k je
zobrazent, které kaZdému bodu X roviny pFitadi bod X' timto zpiusobem.:

1. Pro X=Sje X' =X,
2. Pro X £ 5 je | X'S| = |r| - | XS],
pro k > 0 lezi X' lezi na polopFimce 57 a
pro k < 0 lezi X' lezi na polopFimce opacné k 54)(>

1
Poznamka. Zobrazen{ inverzni k stejnolehlosti H(S; ) je stejnolehlost H™1 (S : —) :
K

Zakladni vlastnosti stejnolehlosti H (S, x):
1. Obrazem primky je primka s ni rovnobézna.

2. Obrazem usecky AB je usecka A'B’; |A'B'| = |k| - |AB|.
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3. Obrazem polopfimky je polopfimka s ni souhlasné (k > 0) nebo nesouhlasné
(k < 0) rovnobézna .

4. Obrazem thlu ZAV B je thel ZA'V'B'; |£ZAV'B'| = |£AV B|.
PRIKLAD 11.1. Jsou ddny dva rizné body A, B a redlné ¢islo A # 0, 1. Najdéte
na primce AB bod C' tak, aby platilo (ABC) = \.

11.1 Analytické vyjadreni stejnolehlosti

Rovnice stejnolehlosti H(S;k): H : X' = kX + (1 — k)S.

PRIKLAD 11.2. Napiste rovnice stejnolehlosti afinni roviny Ao, kterd zobrazuje
bod B = [2,0,—1] na bod C = [0,1,3] a md koeficient kK = —2. Najdéte souradnice
gegtho stredu.

Reseni v programu wxMazima:
(%i1) B:[2,0,-1]1% C:[0,1,3]1$ S:[s1,s2,s83]%$

(%i4) H:C-S=-2x%(B-S);
(%04) [_81, - 82’ 3 a 83] - [_2 (2 - 51) ) 2 32? —2 (_83 - 1)]

(%15) res:solve(lhs(H)-rhs(H), [s1,s2,83])[1];

4 1 1
(%05) [s1 = 3 §2 = 3 $3 = g]
(%i6) S:ev(S,res);
411
(%06) [57555]

11.2 Skladani stejnolehlosti
Véta 46 (O skladani stejnolehlosti a translace). Zobrazeni slozZen€ ze stejnolehlosti

— 1 —
H(S; k) a translace X' = X +t je stejnolehlost H(Q; k), kde Q = S + 1715.
— K
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Véta 47 (O skladani stejnolehlosti). SloZenim dvou stejnolehlosti Hi(S1, k1), Ha(S9, k2)
vznikne

1. IDENTITA, jestlize kiko =1 a S7 = 5o,
2. POSUNUTI, jestlize kiko =1 a S; # S,

3. STEJNOLEHLOST H(S, k) s koeficientem k = Kiko, jestlize kiko # 1. Pritom,
pro S1 = Sy je take S = S1 = Sy, pro S1 # Sy lezi bod S na primce S1.55.

11.3 Stejnolehlost kruznic

Pro dvé kruznice k1(S1;71), k2(S2;72) s riznymi poloméry existuji pravé dvé stej-
nolehlosti, které prevadéji kruznici ky do kruznice ko: Hi(E,ro/7r1) a Ho(1, —1ry/1r1)
(Bod E se nékdy oznacuje jako ,,vnéjsi sted stejnolehlosti“, bod I potom jako ,vni-
tini stfed stejnolehlosti“.). Jestlize se kruznice dotykaji v bodé T, je T' = I v pripadé
vnéjsiho dotyku a T' = E v pripadé vnitfniho dotyku kruznic.

Obrazek 30: Stejnolehlost kruznic

Véta 48 (Mongeova véta). Jsou-li ky, ko, k3 t7i kruznice, které maji rizné poloméry
a jejichz stredy nelezi v primce, plati pro vnéjsi a vnitrni stredy stegnolehlosti kazdych
dvou z nich nasledujict vztahy:

i) Vsechny tri vnéjsi stiedy stejnolehlosti Eyo, Er3, Fa3 leZi v pFimce.
it) Kazdé dva vnitini stredy stejnolehlosti a jeden vnéjsi lezi v primece.

iit) Tri vnitini stredy stejnolehlosti Irs, I13, Is3 nelezi v pFimece.
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PRIKLAD 11.3. Je ddna krusnice k, piimka p, kterd je vnéjsi primkou kruznice
k, a bod A € p. Sestrojte vsechny kruznice, ktere se dotykaji primky p v bodé A a
kruznice k.

PRIKLAD 11.4. Jsou ddny dvé riznobésky a,b a bod M, ktery lezi uvniti jed-
noho jejich uhlu. Sestrojte vsechny kruznice, které prochdzeji bodem M a dotykaji
se primek a, b.

PRIKLAD 11.5. Jsou ddny dvé riznobézky m,n a kruznice k leZici woniti jednoho
jegich uhlu. Sestrojte vsechny kruznice, které se dotykaji primek m,n 1 kruznice k.

PRIKLAD 11.6. (Eulerova pi¥imka) V trojihelniku ABC oznacme T téziste, V
prisecik vysek a S stred kruznice trojuhelniku opsané. Mame dokdzat, Ze bud vsechny
tri body splynou v jeding, nebo jsou navzdjem rizné a lezi na jedné primce (Eulerova
primka) tak, Ze plati (S,V;T) = —%.

PRIKLAD 11.7. (KruZnice deviti bodi, té% Feuerbachova ¢ Eulerova
kruznice) V trojihelniku ABC' oznacme V prisecik vysek, S stied kruznice opsané,
C1, Ay, By stredy stran AB, BC, C'A. Necht ky je kruznice prochazejici body Ay, By, Cy.
Dokazte:

1) Na kruznici ko lezi téz paty Ay, By, Cy vysek vg, vy, ve a stredy usecek AV, BV, CV.
2) Stred kruznice ko je stiedem tsecky SV, pokud S # V; pokud je S =V splyne
stred ky s bodem S.

3) Polomeér kruznice ky je roven poloviné poloméru kruznice trojuhelniku opsané.

PRIKLAD 11.8. Plati tato véta: Jsou-li ddny dvé rovnobézné isecky riznych délek,
existugi prave dvée stejnolehlosti, které zobrazi pruni usecku na druhou. DokadZete je
vZdy najit?

11.4 Cviceni — Stejnolehlost

62. Do ptlkruhu s primérem AB vepiste ¢tverec K LM N tak, aby strana K L lezela
na usecce AB a dalsi dva vrcholy M, N na dané pilkruznici.

63. Je dana primka p, kruznice k a bod A. Sestrojte vsechny usecky XY tak, aby
platilo: X € p, Y € k, A € XY, |AY| = 3|AX].

64. Jsou dany dveé riznobézky a, b a kruznice k tak, ze a je secnou a b je vnéjsi prim-
kou kruznice k. Sestrojte vsechny kruznice, které se dotykaji ptimek a, b i kruznice

k.
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65. Sestrojte trojuhelnik ABC)| je-li dano:

a) vy, =bem, a:b:c=2:3:4,

b) a, B, v,

c) o, B3, te,
a

d)a:b=3:5,~v=060°t.= 6cm.

Stejnolehlost — Ulohy na doméci pFipravu

66. Urcete p tak, aby existovala stejnolehlost se stfedem [3, 2], zobrazujici bod [1, 4]
na bod [2, p|]. Napiste rovnice této stejnolehlosti. [2]

67. Je dana kruznice £ a bod M uvniti této kruznice. Sestrojte vsechny tétivy
kruznice, které jsou bodem M rozdéleny na ¢asti v poméru 2 : 3. [1]

68. Narysujte libovolny trojihelnik ABC. Uvnitt strany AC' sestrojte bod X a
uvniti strany BC' bod Y tak, aby platilo |AX| = | XY | a XY || AB. [2]
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12 Mocnost bodu ke kruznici

Definice 27. Mocnosti bodu M ke kruznici k(S;r) rozumime redlné c¢islo m, pro
ktere plati:

(1) |MX|-|MY| = |m|, kde X,Y jsou priseciky kruznice k s jeji libovolnou secnou
prochazejict bodem M.

(2) Je-li M wvnéjsim bodem kruznice k, je m > 0.
(8) Je-li M wvnitinim bodem kruznice k, je m < 0.

(4) Je-li M € k, jem = 0.

Obréazek 31: Mocnost bodu M ke kruznici k

Véta 49. Je dana kruznice k(S;r) a bod M, ktery na ni nelezi. Potom pro libo-
volne dvée secny kruznice k, ktere prochazeji bodem M, jejichZ priseciky s kruznict
k oznacime X1, Y1 a Xo, Ys, plati

[MXy| - |[MY)| = |[MXs| - [MYs].

Véta 50. Necht je dana kruznice k(S;r) a bod M. Potom pro mocnost m bodu M

ke kruznict k plati

m=d* —r?,

kde d = |MS)| je vzddalenost bodu M od stredu kruznice k.
Véta 51. Necht M je vnéjsi bod kruznice k(S;r), m jeho mocnost ke kruznici k.
Jestlize T je dotykovy bod tecny vedené z bodu M ke kruznici k, tak plati [MT|* = m.
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12.1 Chordala a potenc¢ni stied

Véta 52 (Chordala dvojice kruznic). Necht jsou ki(S1;71), ko(S2;r2) dvé nesou-
stredne kruznice. Mnozina bodu X, které maji k obéma kruznicim stejnou mocnost,
je primka h L S1Ss. Jestlize kruznice ky, ko maji spolecny bod M, potom primka h
prochazi timto bodem.

Poznamka. Primka h, kterd je mnozinou bodi X, majicich stejnou mocnost k
nesoustiednym kruznicim ki, ks se nazyva chordala (téz potenc¢ni primka) kruznic

k1, ko.

Poznamka. Bod, ktery méa ke tfem vzajemné riznym kruznicim stejnou mocnost
se nazyva potenéni bod (téz potencni stied).

h1

Obrazek 32: Chordéla h kruznic kq, ko, potencni bod P kruznic kq, ko, [
Analytické vyjadreni chordaly

Chordalu kruznic k1(S1[my, n1],71), ko(Sa[ma, ns],m9) s rovnicemi k1 : (x —mq)* +
2 p

(y—m1)?=rfaky: (x—my)?+ (y —n2)? = r3 mizeme analyticky vyjadfit rovnici:

(z—m)® + (y —n1)” —ri = (x —my)* + (y — n2)® — 13 (85)

PRIKLAD 12.1. Sestrojte chorddlu dvou nesoustiednych kruznic ki, ko, které ne-
maji spolecny bod.
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PRIKLAD 12.2. Urcete analyticky mnoZinu viech bodi roviny, které maji ke
dvema danym kruznicim stejnou mocnost.

PRIKLAD 12.3. Sestrojte kruznici k, kterd prochdzi danymi body A # B a dotykd
se dané€ primky t.

12.2 Cvic¢eni — Mocnost bodu ke kruznici

69. Je dan thel ZAV B a uvnitf ného bod M. Sestrojte kruznici, kterd prochazi
bodem M a dotyké se primek AV, BV.

70. Obdélnik ma velikosti stran a,b. Mame sestrojit
a) libovolny obdélnik stejného obsahu,

b) obdélnik stejného obsahu, jehoz jedna strana ma danou velikost c.

71. Jsou dany dvé nesoustredné kruznice kq, ks a primka p. Na této primce urcete
bod P tak, aby tecny z ného vedené ke kruznicim ki, ks meély stejnou délku.

72. Sestrojte kruznici, ktera se dotyka dané kruznice k(S;r) a prochézi dvéma riz-
nymi body A, B, které lezi vné dané kruznice k.

73. Je dan lichobéznik ABC D se zakladnami AB, C'D, |AB| > |CD|. Uvnitt tsecky
AD sestrojte bod P a uvnitt usecky BC bod @ tak, aby platilo zaroven PQ||AB a
PC||AQ.

74. Sestrojte lichobéznik ABCD, jsou-li dany délky jeho ramen |BC| = 4.5¢m,
|IDA| = 3em a velikost 75° thlu, ktery sviraji pfimky BC a AD, plati-li navic
|AB||CD]| = |AC|%.
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13 Vybrané véty z planimetrie

13.1 Cevova véta a jeji uziti

stanovuje podminku, kdy maji t¥i primky prochazejici vrcholy trojihelniku spolecny
bod.

Véta 53 (Cevova véta). V trojihelniku ABC se primky AX, BY a CZ, kde body
X,Y, Z lezi na strandch protilehlych odpovidajicim vrcholim, protinaji v jednom
bode prave tehdy, kdyz plati:

|AZ| |BX| |CY|

=1
|ZB| |XC| |YA]

Diikaz: Pomeéry usecek, které figuruji v Cevové véte, prevedeme na pomeéry obsahti
trojuhelniki, které maji tyto tisecky jako zakladny a pritom maji stejné vysky, viz

Obr.33l

Obrazek 33: Cevova véta

|AZ|  Sazc  Sazp _ Sazc — Sazp _ Sace

|ZB‘ B SBZC’ B SBZP B SBZC - SBZP B SBPO’

| BX| _ SBxa _ Spxp _ Spxa—SBxp _ Spra
| XC|  Scxa Scxp  Scxa— Sexp  Scpa’

ICY|  Scyp  Scvp  Scys— Scve  Sces

YAl Sayp  Savp  Sayp— Savp  Sarp
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Potom

|AZ] |BX| |CY| _Sacp Sppa Scep _

= 1.
ZB| |XC| |YA| Sepc Scpa Saprs

Q.E.D.

Klasicky, ale i pocitacovy dikaz Cevovy véty, spolu s jejim zobecnénim, najde za-
jemce také v online dostupné publikaci [6].

PRIKLAD 13.1. Uzitim Cevouvy véty dokate, Ze se téZnice v trojihelniku protinaji
v jednom bode.

Reseni: Body X, Y, Z jsou stfedy stran trojuhelniku. Potom

Az| |BX| foy| 111

PRIKLAD 13.2. Uzitim Cevovy véty dokaste, Ze se vysky v trojihelniku protinaji
v jednom bodé (tj. ceviany kolmé na protilehlé strany trojihelniku maji jeden spolecny

bod).

Reseni: Viz Obr.34

Obrazek 34: Cevova véta pro vysky

|AZ| |BX| |CY| bcosa ccosfB acosy
|ZB| |XC| |YA| acosfB bcosy ccosa

PRIKLAD 13.3. Uzitim Cevovy véty dokazte, Ze osy vnitinich dhli trojuhelniku
se protinaji v jednom bode.

1.

Veéta 54. Osa vnitiniho uhlu trojuhelniku rozdéluje protilehlou stranu na dve casti,
jegichz delky jsou ve stegnem pomeru jako jim prilehle strany trojuhelniku.
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CvicCeni — Cevova véta

75. Necht X, Y, Z jsou body dotyku stran trojihelniku s jemu vepsanou kruznici.
Dokazte, ze jim odpovidajici ceviany se protinaji v jednom bodé.

76. Necht ABC, A’B'C’ jsou dva ruzné trojuhelniky, které maji rovnobézné sobé
odpovidajici strany. Potom maji ptimky AA’, BB’ a C'C" spole¢ny bod. Dokazte.
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13.2 Menelaova véta

Menelaus z Alexandrie byl fecky matematik zijici na prelomu 1. a 2. stoleti n. 1.
Menelaova veta se zabyva vztahem trojuhelniku a primky, ktera neprochazi zadnym
z jeho vrcholti a neni rovnobézna s zadnou z jeho stran. Tak, jako Cevova véta
poskytuje kritérium pro existenci spolecného bodu tri primek, tak Menelaova veéta
poskytuje kritérium kolinearnosti tii bodi.

Véta 55 (Menelaova véta). Body Ay, By, Cy lezict na strandch trojiuhelniku ABC
nebo na jejich prodlouzenich jsou kolinearni prave tehdy, kdyz plati:

[BAI| |CBy| [AGY] L (86)

[AC| [BiA][GiB]

Obrazek 35: Menelaova véta

Diikaz. K dikazu véty vyuzijeme podobnosti trojihelniki. Vyjdeme z Obr. 36, ktery
dostaneme z Obr. doplnénim usecky C'D rovnobézné se stranou AB, bod D
pritom lezi na ptrimce A;C4. Vidime v ném dvé dvojice podobnych trojuhelniki:

;
A p
/

B c A4
Obréazek 36: Diikaz Menelaovy véty uzitim podobnosti trojihelnikt

ANC1B1A ~ ADB;C a ABA,C; ~ ACAD. Pritom z podobnosti prvni uvedené
dvojice trojihelnikt vyplyva vztah
|ACH| _ |C'D|
|ABy| |CBy|’

(87)
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z podobnosti druhé dvojice trojihelniki pak vyplyva

BA| _ |AC|
CiB| ~ 1CD]

(88)

Po vydéleni rovnosti (87) rovnosti (88) a nasledné Gpravé dostaneme dokazovany
vztah

[BAi| |CBy| |ACY| _ 1
AC| [BA] |GiBl

[l

Vztah (BO) uvedeny v Menelaové vété lze formulovat také pomoci délictho pomeéru
(viz str. [[3). Pripomenme si, Ze zlomky ze vztahu (86) 1ze psat takto:
| BA| OB [ACH|

Protoze je ziejmé, ze primka A;C7 nemuze protnout vSechny tfi strany trojihelniku
ABC v jejich vnitinich bodech, bude soucin uvedenych délicich pomeéri vzdy kladny.
Vztah (86) tak mitzeme piepsat do podoby

(ABCY) - (BCA,) - (CABy) = 1. (89)

Klasicky i pocitacovy diikaz této véty, spolu s jejim zobecnénim, najde zajemece také
v online dostupné publikaci [6].
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13.3 KruzZnice deviti bodu

V trojuhelniku ABC ozna¢me O prisecik vysek, S, stred kruznice opsané, C, A, By
stredy stran AB, BC' a C'A. Jestlize k4 je kruznice prochazejici body Ay, By a C1, po-
tom na ni lezi také paty Ay, By, Cy vysek v, vp, v, a stfedy tsecek AO, BO,CO. Tato
kruznice se nazyva kruznice deviti bodi (téz Feuerbachova ¢i Eulerova kruznice), viz

Obr. 37

Stired kruznice ky je stiedem tsecky S,0, jeji polomér je roven poloviné poloméru
kruznice trojuhelniku ABC' opsané.

Obrazek 37: Kruznice deviti bodu

Konstrukce kruznice deviti bodt a jeji souvislost s Eulerovou pfimkou (viz str. [105))
je zndzornéna v apletu |, Fulerova primka. Kruznice devitis bodu.
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13.4 Eulerova primka

V trojahelniku ABC ozna¢me T tézisté, O prusecik vysek a S, stfed kruznice troj-
uhelniku opsané. Potom bud vSechny tyto tii body splyvaji v jediny, nebo jsou
navzajem ruzné a lezi na spolec¢né piimce tak, ze plati (S,0T) = —5 Tuto primku

nazyvame [Fulerova primka, viz Obr. 38

/
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Obrazek 38: Eulerova ptimka

1
K dtkazu vyse uvedeného tvrzeni vyuzijeme stejnolehlost H (T, —5) Z Obr. 39 je
patrné, ze v této stejnolehlosti se AABC zobrazi na AA; B1Cy. Protoze vyskami (vy-

1
Obrazek 39: H(T, —5) : AABC — AAlBlC’l
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sky ted chdpeme jako primky) AA; B1C} jsou osy stran ptivodniho AABC', mizeme
1

fici, ze vysky trojuhelniku ABC se ve stejnolehlosti H (T, —5) zobrazi na osy jeho

stran. Potom se ale prisecik vysek O zobrazi na prisecik os stran (tj. stfed kruznice

opsané AABC) S,. Z vlastnosti stejnolehlosti plyne, ze pfislusné tii body O, S,, T

lezi v pfimce a plati pro né (S,0T) = —3

Konstrukce Eulerovy pfimky a jeji souvislost s kruznici deviti bodi (viz str. [104) je
znazornéna v apletu |, Fulerova primka. Kruznice deviti bodu.
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13.5 Simsonova primka

Robert Simson (1687-1768) byl skotsky matematik. I kdyz se pfimka zmifnovand
v této kapitole vétsinou spojuje s jeho jménem, uvedenou vlastnost zifejmé objevil
az v roce 1797 jiny skotsky matematik, [William Wallace (1768-1843).

Uvazujme libovolny bod P roviny trojihelniku ABC| jehoz kolmé pruméty na (dle
potieby prodlouzené) strany BC,C A a AB tohoto trojuhelniku oznac¢ime po radé
F,, Fy, a F.. Potom body F,, F, a F, lezi na pfimce (jsou kolinearni) pravé tehdy,
kdyz bod P lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC. Takovato primka potom
existuje ke kazdému bodu P opsané kruznice a nazyva se Stmsonova primka bodu
P.

Obréazek 40: Simsonova ptimka

Tvrzeni o Simsonové primce je znamo téz jako Wallace—-Simsonova véta. Klasicky
i pocitacovy dikaz této véty, spolu s jejim zobecnénim, najde zdjemce v online
dostupné publikaci [6]. Dikaz tvrzeni lze najit také v [4], str. 82.
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13.6 Morleyova véta

Morleyova veta predstavuje jednu z nejprekvapivejSich vlastnosti elementarni geo-
metrie, kterou v roce 1899 objevil a dokazal anglo-americky matematik | Frank Morley
(1860-1937).

Véta 56 (Morleyova véta). Poloprimky, které déli vnitini dhly libovolného trojihel-
niku na tretiny, se protinagji ve vrcholech rovnostranného trojihelniku (viz Obr. [{1)).

C

Obrazek 41: Morleyova véta: Pro libovolny AABC' je AXY Z rovnostranny

Dikaz viz [4], str. 86.
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13.7 Napoleonova véta

Stejné jako Morleyova veta, tak i nasledujici véta, pojmenovana podle Nepoleona
Bonaparta (1769-1821), popisuje vlastnost, kterd obecnému trojuhelniku ptirazuje
trojuhelnik rovnostranny.

Véta 57 (Napoleonova véta). Jestlize jsou nad stranami libovolného trojihelniku
sestrojeny rovnostranné trojuhelniky, potom jejich stedy (tj. napt. tézisté) tvori rov-
nostranny trojuhelnik.

Obrazek 42: Napoleonova véta: Pro libovolny AABC' je AK LM rovnostranny

Poznamka. Stejna vlastnost plati i pro stfedy rovnostrannych trojihelnik sestro-
jenych nad stranami libovolného trojuhelniku ve sméru dovnitt, viz Obr. [43]

Obrazek 43: ,Vnitini Napoleoniiv trojuhelnik®
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14 Axiomaticka vystavba geometrie

, Dikladnost matematiky spociva na definicich, axiomech, dikazech.

Immanuel Kant

Zaklady axiomatické vystavby geometrie i celé matematiky polozil Eukleides| (kolem
r. 300 pt.n.l.) ve svych Zakladech (viz [3] Fukleidovy zaklady (Elementa), preklad F.
Servit, 1907, nebo [2] Zdklady. Knihy I-1V, V-VI, VII-IX, X, XI-XI., koment.
Petrem Vopénkou, 2008-2012.)

Eukleides pojal vyklad geometrie v Zakladech axiomaticky. Celou geometrii odvodil
ze 14 axiomii!, z nichz 5 nazval postulaty? (postuldty miizeme chépat jako formulace

zékladnich tloh, které lze v roviné konstruovat; Servit je nazyval ,, Ukoly prvotné“),

7], 9.

Eukleidovy postulaty:
1. Dva dané (ruzné) body spojit tseckou.
2. Danou tsecku na jedné i druhé strané libovolné prodlouzit.

3. Vytvorit kruznici s danym stfedem a prochéazejici danym bodem (rtznym od
stredu).

4. Vsechny pravé thly jsou shodné.

5. Dvé primky v roviné, které protinaji jinou primku této roviny a tvofi s ni po
jedné strané vnitini thly, jejichz soucet je mensi dvou pravych, se vzdy protinaji
a to po té strane, kde je soucet mensi.

Poznamka. Konstrukce uskuteciované podle prvnich tri Eukleidovych postulatii
jsou znamé jako eukleidovske konstrukce, téz konstrukce kruzitkem a pravitkem
(bez méritka) (anglicky Compass and straightedge constructions). Ne kazdou geo-
metrickou ulohu Ize TeSit pomoci téchto konstrukci, viz naprt. kvadratura kruhu,
zdvojeni krychle a trisekce whlu. Nemoznost vyreSit tyto tfi tlohy pouze uzitim
kruzitka a pravitka byla dokazana az v 19. stoleti, po vytvoreni nalezitého ma-
tematického aparatu. Nemoznost eukleidovské konstrukce zdvojeni krychle a tri-
sekce uhlu dokazal |Pierre Wantzel v roce 1837. Nemoznost eukleidovské konstrukce
kvadratury kruhu pak vyplynula z dikazu transcendentnosti ¢isla 7, ktery podal
Ferdinand von Lindemann v roce 1882.

Laziom — zdkladni véta, poucka, zésada, kterd se pfijimd a bez diikazu povazuje za pravdivou: log., mat. tvrzeni
deduktivni teorie piijaté bez diukazu; Akademicky slovnik cizich slov, Academia, Praha, 2001

Zpostuldt — princip, pozadavek nebo tvrzeni uréité védecké teorie pfijaté bez ditkazt a tvorici jeji vychodisko: log.
axiom; Akademicky slovnik cizich slov, Academia, Praha, 2001
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Nékteré preklady Zakladt uvadeéji jenom 4 postulaty. Postulat o rovnobézkach pak
radi mezi axiomy, jako XI. nebo XII. Soustava axiomii eukleidovské geometrie tak
neni jednoznacné urcena. Téchto soustav miize byt vice a mohou se lisit podobou
axiomu i jejich poctem. Co je v jedné soustavé axiomem, mize byt v jiné soustave
vétou deduktivné odvozenou. Béhem historie interpretace Eukleidovych Zakladt
tak vznikla naptriklad celd rada vét ekvivalentnich s postuldtem o rovnobézkach, viz
str. 120

Soustava axiomu eukleidovské geometrie predstavend v Zakladech neni vytvorena
prilis disledné a trpi nekterymi logickymi nedostatky. Napravu ucinil az David Hil-
bert (1862 - 1943) na prelomu 19. a 20. stoleti. Svou predstavu, ze v logicky dokonale
vystavéném systému axiomu v podstaté ztraci smysl ptivodni vyznam jednotlivych
pouzitych pojmi, vyjadril znAmym vyrokem:

,VZdy musime byt schopni misto body, primky a roviny rikat stoly, Zidle a
pullitry. “

Tim se otevira cesta k riznym modelim abstrakini geometrie. Zanedlouho si uvedeme
naptriklad |Poincareho model nebo | Beltramiho—Kleinuv model.

Pozadavky na soustavu axiomii:

1. Bezespornost — z danych axiomi nelze odvodit zaroven V i =V.

2. Nezauvislost — zadny z axiomu soustavy by nemél byt logickym diisledkem ostat-
nich (soustava by tedy neméla obsahovat zadny zbytecny axiom).

3. Uplnost — véechny modely odvozené ze soustavy axiomil jsou vzajemné izo-
morfni, tj. plati v nich stejné véty.
14.1 Hilbertova soustava axiomu eukleidovské geometrie

Axiomy této soustavy lze rozdélit do nasledujicich péti skupin (v zavorce je vzdy
uveden symbol, nebo vice symbolii, pro pfislusnou skupinu axiomi):

e axiomy incidence (I),

a. usporadani (U),

a. shodnosti (S),

a. spojitosti (A, C, D),
e axiom rovnobéznosti (R).
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I. Axiomy incidence I

I1: Dva rizné body maji spole¢nou jednu piimku.

I2: Primka obsahuje aspon dva rizné body.

I13: Existuje aspon jedna trojice raznych bodu, které nepatri téze
primce.

I4: Jestlize tri body nepatii jedné primce, potom patii jediné
roviné.

I5: Jestlize dva ruzné body primky p lezi v roviné p, potom
vSechny body primky p lezi v p.

16: Jestlize prinik dvou rovin neni prazdny, obsahuje aspon dva
navzajem ruzné body.

I7: Existuje aspoil jedna ¢tverice bodu, které nelezi v téZe roviné.
I8: Rovina obsahuje aspon jeden bod.

Definice 28. T7: body, které lezi na teZe primce, nazyvame kolinearni.
PRIKLAD 14.1. Uitim aziomd I dokazte nasledujici véty:

Veéta 58. Prunitkem dvou riznych rovin, které maji spolecny aspon jeden bod, je
primka.

Dukaz. 16 — I1 — I5 ]

Veéta 59. 17 nekolinearni body jsou navzajem rizneé.

Dikaz. A =B = C nebo A = B # C vede ke sporu []

MODELY GEOMETRIE [I]

Tj. modely geometrie zalozené pouze na axiomech incidence.

e M1: Minimalni model

— Ctyti body,
4

— Sest primek (protoze existuje (2

> = 6 neusporadanych dvojic ze Ctyr
prvki),
S : L[4 o .. e
— Ctyfi roviny (protoze existuje 3 = 4 neusporadanych trojic ze Ctyr
prvki).
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e M2: Poincarého model

Je tvoren vnitfnimi body poloprostoru omezeného rovinou w. Rozlisujeme zde
primky a roviny prvého a druhého druhu (viz Obr. d4)). P¥imka prvého druhu je
tvorena vnitinimi body polopfimky kolmé na rovinu w, primka druhého druhu
je tvorena vnitfnimi body polokruznice kolmé k roviné w a se stredem v roviné
w. Rovina prvého druhu je tvorena vnitinimi body poloroviny kolmé na w a
rovina druhého druhu potom odpovida vnitinim bodam polokoule se stredem
v w. Incidence je eukleidovska.

Ptimka 1. druhu

Rovina 1. druhu

Bod

Rovina 2. druhu
Piimka 2. druhu

Obréazek 44: Poincarého model

e M3: Beltramiho—Kleinuv model

Tvoren vnitinimi body koule. Primku reprezentuji vnitini body tétivy koule a
rovinu vnitini body jejiho ,rovinného“ fezu (viz Obr. A5]). Incidence je euklei-
dovska.

Ptimka

Obrazek 45: Beltramiho-Kleinuv model
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Oba uvedené modely M2 a M3 maji i své rovinné varianty, viz Obr. 46|, 47, Ro-
vinny pripad Beltramiho—Kleinova modelu se casto uvadi jenom pod nazvem Kleiniv
model, pripadné Kleiniv diskovy model.

Poznamka. Modely M2, M3 nejsou modely eukleidovské geometrie, nesplnuji axiom
rovnobéznosti (viz Obr. @@, @T). Vidime, ze v obou ptipadech existuje vice nez jedna
rovnobézka s p, tj. primka, kterd prochazi bodem A a nema s danou ptrimkou p
zadny spolecny bod. Primky a, b jsou hrani¢ni primky.

a

O O O O

Obréazek 46: M2: Axiom rovnobéznosti

Obrézek 47: M3: Axiom rovnobdéznosti

e M4: Aritmeticky celociselny model planimetrie

— bod = usporadana dvojice celych ¢isel [x,y] € Z,

— primka = body splnujici rovnici ax + by +c =0, a,b,c € Z.

Poznamka. Stejné mizeme definovat model racionélni (tj. [x,y] € @, a,b,c €
Q) ¢iredlny (tj. [z,y] € R, a,b,c € R).
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II. Axiomy usporadani U

Tyto axiomy se tykaji vlastnosti ,bod lezi mezi jinymi dvéma‘.

Ul: Jestlize bod B lezi mezi body A, C, jsou A, B, C' tfi rtizné body
na piimce a plati téz, Zze B lezi mezi body C, A.

U2: Jestlize A, B jsou dva navzajem ruzné body, potom existuje
na primce AB aspon jeden bod C takovy, Ze bod B lezi mezi body
A, C.

U3: Ze tri riznych boda A, B, C lezicich na té samé primce lezi
nejvysSe jeden mezi ostatnimi dvéma.

U4: (Paschtv axiom) Jsou-li A, B,C tii nekolinearni body a
primka p, ktera témito body neprochazi, obsahuje jisty bod mezi
body A,C, potom primka p obsahuje bod mezi A, B nebo mezi
B,C.

PRIKLAD 14.2. Uzitim aziomd I, U dokazte ndsledugici véty.

Véta 60. Mezi dvema riznyma body lezi aspon jeden bod.

Dukaz. I3 — U2 — U2 — U4

Véta 61. Na kazdé primce existuje nekonecné mnoho bodi.

Geometrie [IU] se nazyva téz geometrie polohy

Modely s konecnym poctem prvkid nemohou splnovat axiomy usporadani. Proc?

(Reeni: Podle I3, I'1 existuje v takové geometrii vzdy aspon jedna piimka, tj. podle

U2 nekonecné mnoho bodu)

MODELY GEOMETRIE [IU]:

e Poincarého model

Usporadani plati ve smyslu eukleidovském.

e Beltramiho - Kleiniiv model

Usporadani plati ve smyslu eukleidovském.
e Aritmeticky racionalni model planimetrie

OTAZKA: Pro¢ jiZ nestaci aritmeticky celociselny model?
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III. Axiomy shodnosti S

Tyto axiomy se tykaji metrickych vlastnosti. Formuluji zakladni vlastnosti shodnosti
usecek.

S1: Je-li AB = CD, potom A # B,C # D. Pro kazdé dva ruzné
body A,B plati AB = BA. (Shodnost se tykd pouze dvojic riznych
bodii.)

S2: Necht AB je tsecka, C'D polopiimka. Potom existuje jediny
bod E polopfimky CD, pro ktery plati AB = CE. (Nandseni usecky
na poloprimku.)

S3: Jestlize AB =CD a CD = EF, potom AB = EF. (Tranzitivnost
shodnosti.)

S4: Jestlize bod C lezi mezi body A, B, bod ¢’ mezi body A', B’
a jestlize plati AC = A'C', BC = B'C’, potom plati AB = A'B’.
(Graficky soucet dvou tusecek.)

S5: Necht jsou ABC, A’B'K dvé trojice nekolinearnich bodut a ne-
cht AB = A'B’. Potom existuje jediny bod C’ poloroviny A'B'K,
pro ktery plati AC = A'C’, BC = B'C".(Preneseni trojuhelnika k dané
usecce do dané poloroviny.)

S6: Necht jsou ABC, A'B'C’ dvé trojice nekolinearnich bodu, pro
které plati AB = A'B', BC = B'C',CA = C'A’'. Necht dale lezi bod
P mezi body A, B a bod P’ mezi body A, B’ tak, ze AP = A'P’.
Potom CP =C'P'.

PRIKLAD 14.3. Uzitim aziomd S dokazte, Ze shodnost se tykd neusporddanich
dvojic bodii.

Dikaz. S1: AB=CD,CD = DC, S3: AB = DC ]
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IV. Axiomy pohybu 5*

Axiomy zalozené na aziomatickém pojmu shodné zobrazeni (premistént).

S*1: Lezi-li bod C' mezi body A, B a jsou-li A', B’,C’ obrazy bodu
v premisténi, lezi bod ¢’ mezi body A', B’

S*2: Jestlize je poloprimka v premisténi samodruzna, je kazdy
jeji bod v tomto premisténi samodruzny.

S*3: Necht jsou ABC, A’ KL dvé trojice nekolinearnich bodu. Exis-
tuje jediné premisténi v roviné, které prevadi bod A do bodu A4,
polopfimku AB do polopfimky A’K’ a polorovinu ABC do polo-
roviny A'K L.

S*4: JestliZze jsou A, B dva rizné body, potom existuje aspon jedno
premisténi, které prevadi bod A do bodu B a bod B do bodu A.
S*5: Jestlize je Z/BAC duty thel, potom existuje aspon jedno prie-
misténi, které prevadi poloprimku AB do polopiimky AC a polo-
primku AC do poloprimky AB.

S*6: Slozenim dvou premisténi vznikne premisténi.

S*7: Identita je premisténi.

S*8: Inverzni zobrazeni k premisténi je premisténi.

S*6,5*7,5*8 - vsechna premisteni tvori grupu

Véta 62. Abstrakini geometrie [IUS], [IUS*] jsou totozné, tj. skupiny aziomu S, S*
jsou ekvivalentni.

MODELY GEOMETRII [TUS], [TUS"]:

e Model planimetrie - zobrazeni inverzni ke stereografické projekci.

o Aritmeticky model redlny OTAZKA: Pro¢ jiz nestaci aritmeticky raciondlni
model?

e Beltramiho—Kleinuv model

Zavedeni neeukleidovske vzdalenosts v Beltramiho—Kleinove modelu:

Vzdéalenost bodu B od bodu A (viz Obr. [48)) definujeme vyrazem |In (UV BA)|,
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kde U,V jsou krajni body tétivy, na které lezi body A, B, a (UV BA) je dvoj-
pomér bodu U,V, B, A. Je zirejmé, ze pokud se bod B blizi hranici kruhu,
jeho vzdalenost od A se blizi nekonec¢nu. Pouzitim logaritmu dvojpoméru misto
pouhého dvojpomeéru je zajiSténa moznost sc¢itani vzdalenosti. Uvazujme body
A, C, B dle Obr.[8. Potom pro pfislusné dvojpomeéry plati (UVCA)-(UVBC) =
(UV BA), zatimco pro jejich logaritmy plati

In(UVCA) + In(UVBC) = In(UVBA),

coz koersponduje s nasi predstavou o moznosti s¢itani vzdalenosti. Absolutni
hodnota zase zaruci nezavislost vzdalenosti dvou bodt na jejich poradi, protoze,

kdyz (UVAB) = (UVBA)™! = (VUAB)™! = (VUBA), potom
|In(UVAB)| =|In(UVBA)| = |In(VUAB)| = |In (VUBA)|.

Pro takto definovanou vzdalenost bodi, je potom délka tsecky UV vlastné
nekonecna. Dobre tak hraje roli primky.

Obrazek 48: Vzdélenost bodi v Kleinové (Beltramiho—Kleinové) modelu

V. Axiomy spojitosti A, C, D

Souviseji s hledanim odpoveédi na otazky: Lze zmeérit kaZdou usecku? Existuje ke
kazdéemu cislu odpovidajict usecka?

Archiméduv axiom

A: Jsou dany utsecky AB,CD. Na polopiimku AB postupné na-
nasime useCcku C'D a dostaneme body P, P, ..., P,, P,,1. Potom
existuje takové n € N, Ze bod F,,; nelezi uvniti AB.
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Cantortiv axiom (axiom uplnosti)

C: Prinik posloupnosti tsecek do sebe zarazenych je neprazdny.

Véta 63. Jestlize prunik posloupnosti usecek do sebe zarazenych neobsahuje Zadnou
usecku, je tento prinik mnozinou s jednim bodem.

Diikaz. Dokazeme sporem []

Véta 64. V geometrii [[USAC] je kazdé kladné cislo velikosti néjaké usecky.

Axiomy A, C lze nahradit jedinym axiomem D:

Dedekinduv axiom

D: Kazdy omezeny konvexni atvar na primce, ktery obsahuje aspon

dva razné body, je tGsecka (pripadné s vynechdnim jednoho nebo obou
krajnich bodu).

ABSOLUTNI GEOMETRIE [IUSAC], [ITUSD]:

Jednd se o spolecny zaklad eukleidovske i neeukleidovské geometrie.

V1. Axiom rovnobezZnosti R

Obrazek 49: Rovnobézky v Kleinové modelu

Rovnobézkami budeme rozumét dvé primky v téze roviné, které nemaji spolecny
bod. Jak bylo uvedeno na str. 114}, existuji geometrie, v nichz bodem nelezicim na
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primce prochéazi vice rovnobézek s touto primkou. Potom mtizeme tyto rovnobézky
rozlisit na tzv. soubezky a rozbézky. Soubézkami nazyvame ,mezni“ primky ze svazku
rovnobézek prochazejicich bodem A. Napriklad v Kleinové modelu na Obr. 49 jsou
soubézkami primky a a b, ostatni rovnobézky jsou rozbézkams (tj. vyplauji vrcholové
thly, jejichz rameny jsou soubézky).

Neéktere vety absolutni geometrie:

Véta 65 (Legendrova). Jsou-li ¢isla «, 3,7 velikosti vnitrnich dhli trojihelniku
ABC, plati o + f + v < .

Véta 66. Jestlize je p libovolna primka, A bod, ktery na ni nelezi, potom bodem A
prochazi aspon jedna rovnobézka s primkou p.

Axiom rovnobézZnosti

R: Necht p je libovolna primka, A libovolny bod, ktery na ni nelezi.
Potom bodem A prochazi nejvysSe jedna rovnobézka s primkou p.

Tento axiom je ekvivalentni s Eukleidovym patym postulatem uvedenym na str. [L10].
Ten se jevi tak samoziejmy, ze byl dlouho povazovan za pouhy disledek predchozich
Ctyr postulati. Snahy o jeho odvozeni z téchto postulatd vsak vedly vzdy jenom k
jeho novym formulacim (nékteré viz nize). Diikazem toho, Ze axiom rovnobéznosti je
skutecnym axiomem a nikoliv disledkem jinych axiomt, bylo az objeveni existence
geometrie [[USDnonR] (Lobacevskij), ktera se ukazala jako logicky bezesporna. R a
zaroven nonR nemuze byt totiz disledkem axiomi IUSD, jsou tedy na nich nezavislé.

[IUSDR| = eukleidovska geometrie
[IUSDnonR] = hyperbolickd (Lobacevského) geometrie

Neékteré véty ekvivalentni s R

e Existuje aspon jeden eukleidovsky trojihelnik.

e Existuje duty thel takovy, ze kazdy jeho vnitini bod nalezi isecce, jejiz krajni
body lezi na ramenech tohoto uhlu.

e Pythagorova véta.

e Kazdé dvé kolmice ke dvéma riznobézkam jsou rtiznobézné.
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e Soucet vnitinich thli ve ctyrthelniku je 2.
e Kazdému trojuhelniku lze opsat kruznici.

e Eukleidiv paty postulat (viz str. I10).

Poznamka. Jak bylo uvedeno vyse, objeveni ekvivalence uvedenych vét s axiomem
R je vysledkem snah o odvozeni R z ostatnich axiomi. Vice o historii téchto pokust
najde zajemce napriklad v [7] a [9].
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15 Neeukleidovské geometrie

15.1 Problém rovnobézek

Eukleidtv paty postulat se vétsinou nazyva postulat o rovnobézkach. Od ostatnich
postulatt a axiomi se lisi tim, Ze ho nelze experimentalné ovérit. Tyka se totiz
nekonecnych piimek a existence/neexistence jejich pruseciku lezictho kdesi mimo
pozorovatelovo zorné pole. Vyvstava tak otazka, zda tento postulat nelze odvodit
z ostatnich. Cela staleti se matematici pokouseli tuto moznost odvozeni 5. postulatu
dokazat. Netspésnost téchto snah dala vzniknout problému rovnobézek. Nebylo jasné,
zda pokusy selhdvaji proto, ze diikaz neni mozny, nebo proto, ze sice mozny je, ale
pro jeho provedeni je treba néjakého dosud neznamého obratu.

Snahy o dokazani 5. postulatu pomoci ostatnich axiomt a postulati vedly ke vzniku
tzv. neeukleidovskych geometrii. Zaslouzili se o to [Carl Friedrich Gauss/ (1777-1855),
Janos Bolyai (1802-1860) a Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevsky (1793-1856), pozdé&ji pak
Bernhard Riemannl (1826-1866).

15.2 Lobacevského geometrie [[TUSDnonR|]

Téz hyperbolicka geometrie.

Lobacevsky (stejné jako Bolyai a zfejmé i Gauss, ktery z nich byl prvni, ale své
objevy nezvefejnil) pouzil pro dikaz 5. postulatu metodu nepiimého dikazu (tj.
uplatnéni [principu o vylouceném tretim). Vzal vSechny véty, které se daji dokazat
bez 5. postulatu (tj. véty tvorici absolutni geometrii, viz str. [19) a k nim pridal
negaci . postulatu: Ezistuje alespon jedna dvojice neprotinajicich se primek v ro-
vine, ktere protinaji tutez primku a tvori s ni po jedne jeji strané vnitrni uhly, jejichz
soucet je mensi dvou pravych. Pritom doufal, Ze dojde ke sporu, coz se ale nestalo.
Jeho systém tvrzeni byl bezesporny, vytvoril tak novou, neeukleidovskou geometrii,
Lobacevskeho neeukleidovskou geometrii. Poprvé ji verejné predstavil pri prednasce
v roce 1826, formou publikace pak v roce 1829, [7]. Bolyai objevil tuto geometrii
nezavisle na Lobacevském a publikoval ji v roce 1832 (literarni formou je historie
vzniku neeukleidovské geometrie pékné popsana v [9]).

Pro dalsi pouziti vyuzijeme nésledujici formulaci negace 5. postulatu:

L: Existuji primka p a bod D, ktery na ni nelezi, takové, ze alespoii
dvé razné primky jdouci bodem D neprotinaji primku p.
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Vybrané vlastnosti Lobacevského geometrie
e Soucet vnitinich thld v trojuhelniku je mensi nez 7 :
a+B+y<m.
e Shoduji-li se dva trojtihelniky v thlech, jsou shodné.
e Cim je mensi soucet thld trojahelnika, tim je vétsi jeho obsah.

e Cim mensi je obsah trojthelnika, tim je soucet thlé blizsi k .

Lobacevského formule
pro vztah a = II(z) mezi thlem soubéZnosti a a vzdalenosti .

Obréazek 50: Vztah mezi tthlem soubéznosti a a délkou = tsecky AB

Uvazujme soubézku b s primkou a jdouci bodem A, ktery je ve vzdalenosti x od a,
viz Obr. (0. Potom plati formule

tg(%r[(g;)) —ef

kde a = II(z) vyjadiuje zavislost ihlu soubéznosti o na x a k je libovolné konstanta.
Potom je zrejmé, ze plati
7
lim (11 = —.
lim (11(2)) = 5
Z toho vyplyva, ze v dostatecné malé casti Lobacevského roviny lze uzivat euklidov-
ské geometrie, aniz se dopustime podstatnych chyb, [5].

Model Lobac¢evského (hyperbolické) geometrie

Vedle vytvoreni logicky konzistentniho systému geometrickych vét je dilezité vy-
tvorit také model takovéto geometrie. Nejjednodussim je Kleiniv model (Kleiniv dis-
kovy model, rovinné varianta obecnéjsiho | Beltramiho—Kleinova modelu), viz Obr. 511
Modelem roviny je kruh, primkou je jeho tétiva. Z Obr. B1l je ziejmé, ze bodem lezi-
cim mimo danou primku mutze byt vedeno nekonecné mnoho primek, které s ni
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Obrazek 51: Kleintiv model Lobacevského (hyperbolické) geometrie

nemaji nic spolecného. Uz timto jednoduchym modelem je potvrzeno, ze 5. postulat
nelze odvodit z ostatnich. Kdyby tomu tak bylo, musel by v Kleinové modelu platit.

Dalsim moznym modelem Lobacevského (hyperbolické) geometrie je plocha parabo-
lického hyperboloidu (svym tvarem pripominajici sedlo), viz Obr. 52l Nejkratsi spoj-
nici dvou bodt na plose je tzv. geodetickd ¢dra (viz téz|“Geodesics on an ellipsoid”),
ktera se u ploch riznych od roviny lisi od tsecky. V dusledku toho méa trojthelnik
tvoreny tremi body na parabolickém hyperboloidu soucet vnitinich hli mensi nez
180°. Naproti tomu u trojuhelniku na kulové plose (ptredstavte si napf. rovnora-

Obrazek 52: Hyperbolicky paraboloid

menny trojuhelnik se zdkladnou na rovniku a s hlavnim vrcholem v severnim poélu)
je soucet uhlad vetsi nez 180°. Kulova plocha je tak modelem dalsi neeukleidovské
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geometrie, tzv. Riemannovy (eliptické) geometrie.

15.3 Riemannova geometrie

Téz elipticka geometrie.

Bernhard Riemann (1826-1866) formuloval v roce 1854 teorii obecné metrické geo-
metrie, kterd zahrnovala kromeé eukleidovske geometrie a neddvno objevené hyperbo-
lické (Bolyai-Lobacevského) geometrie jesté novou eliptickou geometrii, pozdéji téz
nazyvanou Riemannova geometrie.

Typickou vlastnosti této geometrie je skutecnost, ze soucet vnitinich thld v troja-

helniku je vétsi nez 7 :
a+B+y>T

Modelem Riemannovy geometrie je pak povrch koule (sféry).

Obrazek 53: Povrch koule jako model Riemannovy eliptické geometrie
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