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1 Pøipomenutí vybraný
h pojmù

1.1 Grupa

De�ni
e 1 ((Komutativní) grupa). Grupou (M, ∗) rozumíme mno¾inu M spolu s

opera
í ∗ na M , která má tyto vlastnosti:

i) ∀x, y ∈M ; x ∗ y ∈M,
Opera
e ∗ je neomezenì de�novaná na M .

(Mno¾ina M je uzavøená vzhledem k opera
i ∗.)
ii) ∀x, y, z ∈M ; x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z,

Opera
e (struktura) je aso
iativní.

iii) ∃ e ∈M, ∀x ∈M ; x ∗ e = e ∗ x = x,
Existuje neutrální prvek vzhledem k ∗.
(Jedná se o strukturu s neutrálním prvkem.)

iv) ∀x ∈M, ∃y ∈M ; x ∗ y = y ∗ x = e.
Ke ka¾dému prvku existuje prvek inverzní vzhledem k ∗.
(Jedná se o strukturu s inverzními prvky.)

Je-li struktura (M, ∗) naví
 komutativní, nazývá se komutativní grupa nebo té¾ Abe-

lova grupa.

Pøíklady grup

1. (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+),

2. (Q− {0}, ·), (R − {0}, ·), (C − {0}, ·),
3. Mno¾ina povelù {stt, vlevo vbok, vpravo vbok, elem vzad} spolu s opera
í sklá-

dání.

◦ pozor vlevo v bok vpravo v bok èelem vzad

pozor pozor vlevo v bok vpravo v bok èelem vzad

vlevo v bok vlevo v bok èelem vzad pozor vpravo v bok

vpravo v bok vpravo v bok pozor èelem vzad vlevo v bok

èelem vzad èelem vzad vpravo v bok vlevo v bok pozor

4. Uva¾ujme rovnostranný trojúhelníkABC v rovinì ρ. Grupou je potommno¾ina

v¹e
h transforma
í roviny, v ni
h¾ se trojúhelník zobrazí sám na sebe, spolu

s opera
í skládání transforma
í (hovoøíme o tzv. dihedrální grupì, viz té¾ grupy symetrií

).
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1.2 Tìleso

Tìlesem jako algebrai
kou strukturou rozumíme strukturu její¾ vlastnosti jsou zo-

be
nìním vlastností mno¾iny reálný
h èísel spolu s opera
emi sèítání a násobení, tj.

struktury (R,+, ·).

De�ni
e 2. Struktura (T,+, ·) se nazývá tìleso, právì kdy¾ je (+, ·)-distributivní,
kdy¾ struktura (T,+) je komutativní grupa (tzv. aditivní grupa tìlesa) a kdy¾ struk-

tura (T − {0}, ·), kde 0 je nulový prvek grupy (T,+), je grupa (tzv. multiplikativní

grupa tìlesa T). Je-li naví
 grupa (T −{0}, ·) komutativní, nazývá se T komutativní

tìleso.

Pøíklady tìles

1. (Q,+, ·),
2. (R,+, ·),
3. (C,+, ·).

1.3 Vektorový prostor

De�ni
e 3 (Vektorový prostor). Ne
h» T je komutativní tìleso. Mno¾inu V nazveme

vektorovým prostorem nad tìlesem T, právì kdy¾ jsou na V de�novány dvì opera
e:

(i) sèítání: libovolné dvoji
i ~u ∈ V, ~v ∈ V je jednoznaènì pøiøazen prvek ~u + ~v ∈
V, (ii) násobení prvkem z tìlesa T (skalárem): výsledkem násobení vektoru ~u ∈ V
skalárem a ∈ T je vektor a~u ∈ V, které splòují následují
í vlastnosti:

a) Struktura (V,+) je komutativní grupa.

b) Distributivnost: (a+ b)~u = a~u + b~u, a(~u+ ~v) = a~u+ a~v.


) Existen
e jednotkového prvku skalárního násobení: 1 · ~u = ~u.

Pøíklady vektorový
h prostorù

1. Mno¾inaR2
v¹e
h uspoøádaný
h dvoji
 reálný
h èísel s opera
emi sèítání uspoøá-

daný
h dvoji
 a násobení reálným èíslem de�novanými následují
ím zpùsobem:

(a1, a2) + (b1, b2) = (a1 + b1, a2 + b2), k · (a1, a2) = (ka1, ka2) (jedná se o tzv.

aritmeti
ký vektorový prostor R2
nad tìlesem reálný
h èísel).

2. Mno¾ina geometri
ký
h vektorù v rovinì (orientovaný
h úseèek) spolu s opera
í

skládání vektorù a násobení vektoru reálným èíslem, jak jsou známy ze ¹kolské

matematiky.
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1.4 A�nní bodový prostor

De�ni
e 4 (A�nní bodový prostor). Neprázdnou mno¾inu An (její prvky jsou tzv.

body) nazveme a�nním bodovým prostorem dimenze n, jestli¾e je dán vektorový pro-

stor Vn dimenze n a zobrazení

g : An × An → Vn

tì
hto vlastností:

1. Pro ka¾dý bod A ∈ An a pro ka¾dý vektor ~x ∈ Vn existuje jediný bod B ∈ An tak,

¾e

g(A,B) = ~x t.j. B = A+ ~x.

2. Pro ka¾dé tøi body A,B, C ∈ An platí, ¾e

g(A,C) = g(A,B) + g(B,C).

Vektorový prostor Vn nazýváme vektorovým zamìøením a�nního prostoru An.

Pøíklady a�nního bodového prostoru

1. Jednoprvková mno¾ina se zamìøením V0 = {~o} je a�nní bodový prostor dimenze 0.

2. Eukleidovské prostory E1 (pøímka), E2 (rovina), E3 ((trojrozmìrný) prostor).

3. Samotný vektorový prostor Vn splòuje de�ni
i a�nního bodového prostoru (nao-

pak to samozøejmì neplatí, nelze øí
i, ¾e a�nní bodový prostor je zároveò vektorovým

prostorem). Platí

g(~u,~v) = ~v − ~u.
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1.5 A�nní souøadni
e bodù

De�ni
e 5 (A�nní soustava souøadni
 - repér). Ne
h» P je libovolný bod z a�nního

prostoru An, n > 0. Ne
h» (~e1, ~e2, ..., ~en) je báze vektorového zamìøení Vn prostoru

An. Potom uspoøádanou (n+ 1)-ti
i

ϕ = (P,~e1, ~e2, ..., ~en)

nazýváme a�nní soustavou souøadni
 ϕ (té¾ repérem ϕ) v prostoru An.

Souøadni
emi bodu X ∈ An v soustavì souøadni
 ϕ budeme rozumìt souøadni
e

vektoru X − P v bázi (~e1, ~e2, ..., ~en).

De�ni
e 6 (Kartézská soustava souøadni
). Kartézskou soustavou souøadni
 rozu-

míme a�nní soustavu souøadni
 (P ;~e1, ~e2, ..., ~en), kde (~e1, ~e2, ..., ~en) je ortonormální

báze.

1.6 Eukleidovský bodový prostor

De�ni
e 7 (Eukleidovský bodový prostor). Eukleidovským bodovým prostorem En

rozumíme a�nní bodový prostor, na jeho¾ zamìøení je de�nován skalární souèin.

De�ni
e 8 (Skalární souèin). Skalárním souèinem rozumíme opera
i, která ka¾dé

dvoji
i vektorù ~u,~v ∈ V pøiøazuje reálné èíslo (skalár) ~u · ~v ∈ R tak, ¾e platí:

1. ~u · ~v = ~v · ~u, (SYMETRIE)

2. ~u · (~v + ~w) = ~u · ~v + ~u · ~w, (BILINEARITA, vlastnosti 2 a 3)

3. (k~u) · ~v = k(~u · ~v),
4. ~u · ~u ≥ 0 ∧ [~u · ~u = 0⇔ ~u = ~o] . (POZITIVITA)
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1.7 Zobrazení

De�ni
e 9 (Geometri
ké zobrazení). Zobrazením (geometri
kým zobrazením) rozu-

míme pøedpis, kterým je libovolnému bodu X (který je prvkem dané mno¾iny, napø.

roviny) jako jeho obraz jednoznaènì pøiøazen bod X ′ = f(X).

De�ni
e 10 (Vzájemnì jednoznaèné zobrazení). Vzájemnì jednoznaèným zobraze-

ním rozumíme zobrazení, které je prosté a zároveò je zobrazením na mno¾inu (tj. ¾e

dvìma rùzným bodùm (vzorùm) jsou pøiøazeny dva rùzné obrazy a zároveò platí, ¾e

ka¾dý bod mno¾iny, do ní¾ zobrazujeme, je obrazem nìjakého bodu z mno¾iny vzorù).

Pøíklady geometri
ký
h zobrazení

1. Pøíkladem vzájemnì jednoznaèného geometri
kého zobrazení je støedová sou-

mìrnost (stejnì jako v¹e
hna ostatní shodná zobrazení i stejnolehlost).

Obrázek 1: Støedová soumìrnost se støedem S

2. Pøíkladem geometri
kého zobrazení v rovinì, které není prosté, je rovnobì¾né

promítání do pøímky, které je dáno smìrem ~s a pøímkou p, viz Obr. 2. Z obrázku

Obrázek 2: Rovnobì¾né promítání ve smìru ~s z roviny do pøímky p

je patrné, ¾e v¹e
hny body pøímky rovnobì¾né se smìrem ~s se zobrazují do

jednoho bodu. Napøíklad body pøímek k,m, q se v uvedeném poøadí zobrazují

do bodù K ′,M ′, Q′.
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Dal¹í pøíklady geometri
ký
h zobrazení:

3. Stejnolehlost.

Obrázek 3: Stejnolehlost se støedem S a s koe�
ientem κ = −2

4. Osová a�nita.

Obrázek 4: Osová a�nita daná osou o a dvoji
í bodù A, A′
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5. Støedová kolinea
e.

Obrázek 5: Støedová kolinea
e daná støedem S, osou o a dvoji
í bodù A, A′

6. Kruhová inverze.

Obrázek 6: Kruhová inverze daná kru¾ni
í ω

11



7. Støedové promítání.

Obrázek 7: Støedové promítání z trojrozmìrného prostoru do roviny

PØÍKLAD 1.1. Pomo
í programu GeoGebra vyzkoumejte, zda se v následují
í
h

zobrazení
h zobrazí støed úseèky zase na støed úseèky: stejnolehlost, osová a�nita,

støedová kolinea
e, kruhová inverze.

12



2 Dìli
í pomìr

Dìli
ím pomìrem zde rozumíme èíslo, které jednoznaènì udává polohu bodu na

pøím
e vzhledem ke dvìma pevnì daným bodùm této pøímky.

A C B

Obrázek 8: Tøi kolineární body

De�ni
e 11 (Dìli
í pomìr). Ne
h» A,B, C; A 6= B, C 6= B, jsou tøi body le¾í
í

na pøím
e (tj. tøi kolineární body). Dìli
ím pomìrem bodu C vzhledem k bodùm A,
B rozumíme reálné èíslo λ, které zapisujeme (ABC), a pro jeho¾ absolutní hodnotu

platí

|(ABC)| = |AC||BC| , (1)

pøitom pro bod C le¾í
í vnì úseèky AB je (ABC) > 0 a pro bod C le¾í
í uvnitø AB

je (ABC) < 0. Pro C = A je zøejmì (ABC) = 0.

Poznámka. Uvedená de�ni
e zavádí dìli
í pomìr pomo
í podílu vzdáleností bodu

C od daný
h bodù A, B. Proto¾e vzdálenosti jsou kladné, nepøiná¹í jeji
h podíl

¾ádnou informa
i o znaménku dìli
ího pomìru, kterému pak musí být vìnována

zvlá¹tní èást de�ni
e. Tomu se vyhneme, pokud pou¾ijeme k zavedení pojmu dìli
í

pomìr odpovídají
í vektory de�nované pøíslu¹nou troji
í bodù, viz Obr.9.

A C B

Obrázek 9: Dìli
í pomìr bodu C vzhledem k bodùm A, B

De�ni
e 12 (Dìli
í pomìr 2). Ne
h» A,B, C; A 6= B, C 6= B, jsou tøi body le¾í
í

na pøím
e (tj. tøi kolineární body). Potom èíslo λ de�nované rovni
í

C − A = λ(C −B) (2)

znaèíme (ABC) a nazýváme dìli
ím pomìrem bodu C vzhledem k bodùm A,B.

Poznámka. Ve vztahu (2) je obsa¾ena kompletní informa
e o èísle λ, tj. o jeho

absolutní hodnotì i o znaménku. Pro snaz¹í zapamatování si mù¾eme (2) pøepsat

do tvaru

λ =
C −A

C − B
,

který si
e není formálnì správnì, ale jasnì koresponduje se vztahem (1). Smysl získá

a¾ dosazením souøadni
 bodù A = [a1; a2], B = [b1; b2], C = [c1; c2] :

λ =
c1 − a1
c1 − b1

=
c2 − a2
c2 − b2

.
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PØÍKLAD 2.1. Urèete dìli
í pomìr (ABS) støedu S úseèky AB vzhledem k jejím

krajním bodùm A, B.

PØÍKLAD 2.2. Pro body A,B, C platí (ABC) = λ. Zapi¹te pomo
í λ dìli
í po-

mìry (BAC), (CBA), (ACB), (CAB) a (BCA).

Øe¹ení: Vztah (2) pro (ABC) = λ pøepí¹eme do tvaru A = λB + (1− λ)C. Odtud

po vydìlení λ dostaneme B =
1

λ
A + (1 − 1

λ
)C. Odtud je zøejmé, ¾e (BAC) =

1

λ
.

Poznamenejme je¹tì, ¾e ke stejnému výsledku vede také toto odvození: (BAC) =
C − B

C −A
=

1
C−A
C−B

=
1

λ
.

Analogi
ky odvodíme vyjádøení dal¹í
h dìli
í
h pomìrù v rám
i dané troji
e bodù:

(CBA) =
λ

λ− 1
, (ACB) = 1− λ, (CAB) =

1

1− λ
a (BCA) = 1− 1

λ
.

PØÍKLAD 2.3. V rovinì jsou dány dva pevné body A, B. Urèete mno¾inu v¹e
h

bodù X této roviny, pro které platí

|AX|
|BX| = k,

kde k je reálná konstanta.

Øe¹ení: Hledanou mno¾inou je kru¾ni
e, které je známá jako þApolloniova kru¾ni
eÿ.

Nalezení její rovni
e si usnadníme vhodným umístìním bodù A, B vzhledem k sou-

øadni
ovým osám. Konkrétnì je umístíme na osu x tak, ¾e A = [−a, 0] a B = [a, 0],
kde a ∈ R. Potom má vy¹etøovaná mno¾ina bodù X = [x, y] rovni
i

(

x− a(k2 + 1)

k2 − 1

)2

+ y2 =
4a2k2

(k2 − 1)2
,

která skuteènì odpovídá kru¾ni
i.

2.1 Bary
entri
ké souøadni
e

Vý¹e uvedené skuteènosti nás mohou pøivést k mo¾nosti vyjádøení polohy bodu

nezávisle na volbì soustavy souøadni
. Bod C mù¾eme, pøi zvolený
h bode
h A, B,

zapsat takto:

C =
1

1− λ
A− λ

1− λ
B.
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Jedná se o pøíklad tzv. bary
entri
ký
h

1

souøadni
.

Bary
entri
ké souøadni
e vzhledem ke dvìma bodùm

Bod X le¾í na pøím
e AB právì tehdy, kdy¾ existují dvì èísla α, β ∈ R taková, ¾e

platí

X = αA+ βB, α + β = 1.

Tato èísla nazýváme bary
entri
kými souøadni
emi bodu X vzhledem k bodùm

A, B. Rovni
e X = αA+ βB, kde α+ β = 1 se nazývá bodová rovni
e pøímky.

Poznámka. Analogi
ky mù¾eme zavést bary
entri
ké souøadni
e bodu X vzhledem

ke tøem, ètyøem, obe
nì pak k bodùm. Proveïte pro k = 3, 4.

PØÍKLAD 2.4. Napi¹te bary
entri
ké souøadni
e støedu úseèky AB vzhledem k

jejím krajním bodùm.

PØÍKLAD 2.5. Napi¹te bary
entri
ké souøadni
e tì¾i¹tì trojúhelníku ABC vzhle-

dem k jeho vr
holùm.

Vìta 1. V prostoru Ek zvolme k + 1 bodù Ai, k + 1 èísel αi a k + 1 èísel βi, kde
i ∈ {1, 2, ..., k+ 1}. Potom platí:

a) Bod X de�novaný vztahem

X = α1A1 + α2A2 + ...+ αk+1Ak+1

je de�nován nezávisle na volbì soustavy souøadni
 právì tehdy, kdy¾

α1 + α2 + ...+ αk+1 = 1.

b) Vektor ~u de�novaný vztahem

~u = β1A1 + β2A2 + ...+ βk+1Ak+1

je de�nován nezávisle na volbì soustavy souøadni
 právì tehdy, kdy¾

β1 + β2 + ...+ βk+1 = 0.
1

Barus znamená øe
ky tì¾ký. Slovem bary
entrum se oznaèuje hmotný støed soustavy tìles, vìt¹inou kosmi
ký
h.

Pou¾ití bary
entri
ký
h souøadni
 má analogii ve výpoètu polohy tì¾i¹tì soustavy tìles. Uva¾ujme napøíklad dvì

bodová tìlesa o hmotnoste
h m1 a m2, která jsou umístìna v daném poøadí v bode
h X a Y . Potom pro souøadni
e

tì¾i¹tì T této soustvy dvou tìles platí: T =
m1X +m2Y

m1 +m2

=
m1

m1 +m2

X +
m2

m1 +m2

Y, kde
m1

m1 +m2

+
m2

m1 +m2

= 1.
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3 A�nní zobrazení

A�nní zobrazení (viz ní¾e uvedená Def. 13) se obe
nì uskuteèòuje mezi dvìma a�n-

ními bodovými prostory, jeji
h¾ dimenze nemusejí být stejné. Pøíkladem a�nního

zobrazení z prostoru A3 do prostoru A2 je støedové promítání (z trojrozmìrného

prostoru do roviny) na Obr. 10.

Èastìji se budeme setkávat s a�nním zobrazením, které se uskuteèòuje v rám
i

jednoho a�nního bodového prostoru (vìt¹inou se bude jednat o rovinu, konkrétnì

o eukleidovský prostor E2 nebo trojrozmìrný prostor, konkrétnì o eukleidovský pro-

stor E3). Je-li takové a�nní zobrazení a�nního bodového prostoru na sebe vzájemnì

jednoznaèné, nazýváme ho a�nní transforma
e daného bodového prostoru, zkrá
enì

a�nita.

Mezi a�nity patøí napø. shodnosti v rovinì nebo stejnolehlost, které se vyuèují v ma-

temati
e na základní
h a støední
h ¹kolá
h.

Obrázek 10: Støedové promítání z trojrozmìrného prostoru do roviny
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De�ni
e 13 (A�nní zobrazení). Zobrazení f a�nního prostoru A do a�nního pro-

storu A′ se nazývá a�nní, jestli¾e má tuto vlastnost: Le¾í-li navzájem rùzné body

B,C,D z prostoru A na pøím
e, pak jeji
h obrazy f(B), f(C), f(D) buï splývají,

nebo jsou navzájem rùzné, le¾í na jedné pøím
e a jeji
h dìlí
í pomìr se rovná dìlí-


ímu pomìru jeji
h vzorù, tj.:

(f(B), f(C); f(D)) = (B,C;D).

De�ni
e 14 (Aso
iovaný homomor�smus

1

zobrazení f). Uva¾ujme a�nní zobrazení

f prostoru A do prostoru A′, napø. f : E2 → E2. Potom aso
iovaným (tj. jed-

noznaènì pøiøazeným) homomor�smem a�nního zobrazení f rozumíme lineární

zobrazení ϕ, které zobrazuje zamìøení V prostoru A do zamìøení V ′ prostoru A′

takto:

~u = Y −X ⇒ ϕ(~u) = f(Y )− f(X), (3)

kde X, Y jsou body z A, ~u ∈ V ; f(X), f(Y ) body z A′, ϕ(~u) ∈ V ′.

Role aso
iovaného homomor�smu ϕ a�nního zobrazení f je patrná z Obr. 11. A�nní

zobrazení f se uskuteèòuje mezi body, tj. zobrazuje body X, Y po øadì na body

f(X), f(Y ). Homomor�smus ϕ aso
iovaný s f potom þoperujeÿ na vektore
h pøíslu-

¹ejí
í
h dvoji
ím tì
hto bodù, tj. vektor ~u = Y − X zobrazuje na vektor ϕ(~u) =
f(Y )− f(X).

Obrázek 11: Aso
iovaný homomor�smus ϕ a�nního zobrazení f

1

Zobrazení ϕ vektorového prostoru V do vektorového prostoru V ′
se nazývá homomor�smus (té¾ þlineární zobra-

zeníÿ), jestli¾e pro v¹e
hna ~u,~v ∈ V, k ∈ T (místo obe
ného tìlesa T mù¾eme uva¾ovat R) platí:

(1) ϕ(~u+ ~v) = ϕ(~u) + ϕ(~v),

(2) ϕ(k~u) = kϕ(~u).
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3.1 Rovni
e a�nního zobrazení z An do Am

Ne
h» a�nní bodový prostor An je urèen poèátkem P a bází ~e1, ..., ~en, tzn. An =
{P ;~e1, ..., ~en}. Podobnì ne
h» A′m = {Q; ~d1, ~d2, ..., ~dm}. Ne
h» f je a�nní zobrazení

An do A′m a ϕ aso
iované zobrazení k f tak, ¾e

ϕ(~ej) =
m
∑

i=1

aij ~di ; j = 1, ..., n, (4)

tzn. koe�
ienty aij jsou souøadni
e vektorù ϕ(~ej) v bázi zamìøení prostoru Am,

f(P ) = Q+
m
∑

i=1

bi~di , (5)

tzn. poèátek P ∈ Am se zobrazuje do bodu f(P ) ∈ A′m, který má pøi poèátku Q
souøadni
e bi.

S ohledem na vý¹e uvedené úmluvy nyní urèíme vztah mezi souøadni
emi libovolného

bodu X ∈ An a jeho obrazu f(X) ∈ A′m. Vyjádøeme souøadni
e X, f(X) :

X = P +
n
∑

j=1

xj~ej , (6)

f(X) = Q+

m
∑

i=1

x′i~di . (7)

Zobrazíme-li bod X v a�nitì f, mù¾eme dle uvedený
h vlastností zobrazení f a ϕ

psát:

f(X) = f(P ) +

n
∑

j=1

xjϕ(~ej).

Po dosazení z (4) a (5) dostáváme

f(X) = Q+
m
∑

i=1

bi~di +
n
∑

j=1

xj

m
∑

i=1

aij ~di,

po úpravì

f(X) = Q+

m
∑

i=1

(

n
∑

j=1

aijxj + bi

)

~di. (8)

Porovnáme-li koe�
ienty pøi

~di ve vyjádøení
h (7) a (8), dostáváme hledané rovni
e
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x′i =
n
∑

j=1

aijxj + bi, i = 1, 2, ..., m (9)

Jinou formou zápisu (9) je soustava rovni


x′1 = a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn + b1

x′2 = a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn + b2
.

.

.

x′n = an1x1 + an2x2 + ...+ annxn + bn,

mati
ový zápis soustavy











x′1
x′2
.

.

.

x′m











=











a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

am1 am2 · · · amn











·











x1

x2
.

.

.

xn











+











b1
b2
.

.

.

bn











, (10)

pøípadnì mati
ová rovni
e

X
′ = A ·X+ B. (11)

3.2 Rovni
e homomor�smu aso
iovaného s a�nním zobrazením

Nyní je¹tì urèíme rovni
e aso
iovaného zobrazení ϕ. Ne
h» vektor ~u ∈ Vn se zobrazí

do vektoru ϕ(~u) ∈ V ′m. Pro souøadni
e vzoru ~u a obrazu ϕ(~u) platí

~u =

n
∑

j=1

uj~ej ; (12)

ϕ(~u) =
m
∑

i=1

u′i~di (13)

Na (12) aplikujeme zobrazení ϕ a upravíme dle (4). Dostaneme

ϕ(~u) =
n
∑

j=1

ujϕ(~ej) =
n
∑

j=1

uj

m
∑

i=1

aij ~di.
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Po úpravì

ϕ(~u) =
m
∑

i=1

(

n
∑

j=1

aijuj

)

~di. (14)

Srovnáním (14) s (13) dostaneme hledané rovni
e aso
iovaného zobrazení:

u′i =
n
∑

j

aijuj, i = 1, ..., m. (15)

3.3 Vìta o urèenosti a�nního zobrazení

Vìta 2 (O urèenosti a�nního zobrazení). Mìjme dva a�nní bodové prostory An, A
′
m.

Ne
h»M0,M1,M2, ...,Mn je n+1 lineárnì nezávislý
h bodù v An, M
′
0,M

′
1, ...,M

′
n n+1

libovolnì zvolený
h bodù v A′m. Pak existuje právì jedno a�nní zobrazení f prostoru

An do A′m, které pøiøazuje bodùm Mj body M ′
j tak, ¾e

M ′
j = f(Mj); j = 0, 1, ..., n.

Dùkaz. Ze Def. 14 aso
iovaného homomor�smu ϕ plyne, ¾e jeho vztah k a�nnímu

zobrazení f lze vyjádøit vztahem ϕ(X − P ) = f(X)− f(P ), který mù¾eme psát ve

tvaru

f(X) = f(P ) + ϕ(X − P ). (16)

Odtud je zøejmé, ¾e a�nní zobrazení f lze urèit (zadat) jednou dvoji
í bodù ve

vztahu þvzor → obrazÿ, v pøípadì (16) je to dvoji
e P → f(P ), a aso
iovaným

homomor�smem ϕ. Z toho plyne dùkaz vìty 2: A�nní zobrazení je urèeno dvoji
í

bodù þvzor → obrazÿ M0 → M ′
0 a aso
iovaným homomor�smem ϕ jednoznaènì

urèeným n nezávislými vektory M1 − M0,M2 − M0, . . . ,Mn −M0 a jeji
h obrazy

(které mohou být závislé) M ′
1 −M ′

0,M
′
2 −M ′

0, . . . ,M
′
n −M ′

0.

PØÍKLAD 3.1. Zjistìte, zda existuje a�nní zobrazení f : A2 → A3, pøi kterém se

body B[1, 0], C[0, 1], D[2, p] zobrazí po øadì na body B′[2, 1,−1], C ′[3, 2, 0], D′[1, 0, 2].

Øe¹ení v programu wxMaxima:

(%i1)

r1:a11+b1=2; r2:a21+b2=1; r3:a31+b3=-1; r4:a12+b1=3; r5:a22+b2=2;

r6:a32+b3=0; r7:2*a11+p*a12+b1=1; r8:2*a21+p*a22+b2=0;

r9:2*a31+p*a32+b3=2;

(%o1) b1 + a11 = 2
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(%o2) b2 + a21 = 1

(%o3) b3 + a31 = −1
(%o4) b1 + a12 = 3

(%o5) b2 + a22 = 2

(%o6) b3 + a32 = 0

(%o7) a12 p+ b1 + 2 a11 = 1

(%o8) a22 p+ b2 + 2 a21 = 0

(%o9) a32 p+ b3 + 2 a31 = 2

(%i10) res:solve([r1,r2,r3,r4,r5,r6,r7,r8,r9℄,

[a11,a12,a21,a22,a31,a32,b1,b2,b3℄)[1℄;

(%o10) [a11 = −1, a12 = 0, a21 = −1, a22 = 0, a31 = −p− 3

p+ 1
, a32 =

4

p+ 1
, b1 =

3, b2 = 2, b3 = − 4

p+ 1
]

(%i11) ev([x1=a11*x+a12*y+b1,y1=a21*x+a22*y+b2,z1=a31*x+a32*y+b3℄,res);

(%o11) [x1 = 3− x, y1 = 2− x, z1 =
4 y

p + 1
− (p− 3) x

p+ 1
− 4

p+ 1
]

PØÍKLAD 3.2. Urèete rovni
i a�nního zobrazení f : A2 → A1, pøi kterém se body

[2, 1], [3, 2], [0, 1] zobrazí po øadì na body [2], [0], [8].

PØÍKLAD 3.3. Urèete rovni
e rovnobì¾ného promítání prostoru A3 do prùmìtny

π ⊂ A3, vzhledem k pevné lineární soustavì souøadni
 prostoru A3, je-li dána

prùmìtna π rovni
í 2x1 + x2 − x3 + 2 = 0 a smìr promítání je urèen vektorem

~s = (2; 1; 3).

PØÍKLAD 3.4. Urèete rovni
e a�nního zobrazení f : A3 → A2, které bodùm

A = [1, 2, 3], B = [0, 1, 1], C = [1,−1, 2], D = [3, 0, 1] pøiøazuje v daném poøadí body

A′ = [−1, 3], B = [0, 2], C = [0, 0], D = [3, 1].

3.4 Cvièení { A�nní zobrazení

1. Urèete rovni
i a�nního zobrazení f : A2 → A1, pøi kterém se body [2, 1], [3, 2],
[0, 1] zobrazí po øadì na body [2], [4], [10].

2. Pro jaké hodnoty parametrù p, q existuje a�nní zobrazení f : A2 → A′2, pøi
kterém se body [2, 1], [−2, 3], [4, 0] zobrazí po øadì na body [p, 3], [0, q], [1, 1].
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4 A�nita

A�nita je struèný název pro a�nní transforma
i prostoru, tj. vzájemnì jednoznaèné

a�nní zobrazení bodového prostoru An na sebe.

Poznámka. þVzájemnì jednoznaèným zobrazenímÿ rozumíme zobrazení, které je

zároveò þprostéÿ a þna mno¾inuÿ.

A�nita má stejné analyti
ké vyjádøení jako obe
né a�nní zobrazení, viz (9), (10)

nebo (11). Vzhledem k tomu, ¾e se jedná o vzájemnì jednoznaèné zobrazení, je

akorát mati
e a�nity ètver
ová a regulární. A�nitu tak lze zapsat mati
ovou rovni
í

X
′ = A ·X+ B, (17)

kde A je regulární ètver
ová mati
e n−tého øádu a X,B a X ′ jsou mati
e typu

(n, 1). Jako pøíklady si uveïme a�nity prostorù A2 a A3.

Ka¾dé a�nní zobrazení f a�nní roviny A2 do sebe je vzhledem k libovolnì zvolené

lineární soustavì souøadni
 dáno rovni
emi:

f : x′ = a11x + a12y + b1
y′ = a21x + a22y + b2

, (18)

které mù¾eme zapsat jednou mati
ovou rovni
í ve tvaru

f :

[

x′

y′

]

=

[

a11 a12
a21 a22

]

·
[

x
y

]

+

[

b1
b2

]

. (19)

Ka¾dé a�nní zobrazení f v prostoru A3 mù¾eme zapsat soustavou rovni


g : x′1 = a11x1 + a12x2 + a13x3 + b1
x′2 = a21x1 + a22x2 + a23x3 + b2
x′3 = a31x1 + a32x2 + a33x3 + b3

, (20)

nebo jednou mati
ovou rovni
í

g :





x′1
x′2
x′3



 =





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



 ·





x1

x2

x3



+





b1
b2
b3



 . (21)

PØÍKLAD 4.1. Zdùvodnìte, proè ze skuteènosti, ¾e a�nita je vzájemnì jednozna-

èným zobrazením, vyplývá, ¾e její mati
e je regulární.
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4.1 A�nita v rovinì

Budeme uva¾ovat spe
iální pøípad a�nního zobrazení, kdy prostory An a A′m sply-

nou. Pùjde nám tak o vzájemnì jednoznaèné zobrazení prostoruAn (v na¹em pøípadì

E2) na sebe.

De�ni
e 15. Vzájemnì jednoznaèné a�nní zobrazení a�nního prostoru E2 na sebe

nazýváme þa�nitouÿ prostoru E2 nebo þa�nní transforma
í prostoru E2.ÿ

Poznámka. Mno¾ina a�nit v rovinì spolu s opera
í skládání geometri
ký
h zobra-

zení tvoøí grupu, tzv. þa�nní grupu rovinyÿ. Obe
né formula
i této skuteènosti je

vìnována vìta 9 na str. 32.

4.2 Rovni
e a�nity v rovinì

Ka¾dé a�nní zobrazení f v rovinì E2, které bodu X = [x, y] pøiøazuje obraz X ′ =
[x′, y′], je mo¾né zapsat rovni
emi

f : x′ = a11x + a12y + b1
y′ = a21x + a22y + b2

(22)

a naopak, ka¾dé zobrazení v rovinì, které je dáno soustavou rovni
 (22), je a�nitou

v rovinì. Soustavu (22) mù¾eme zapsat také pomo
í mati


[

x′1
x′2

]

=

[

a11 a12
a21 a22

]

·
[

x1

x2

]

+

[

b1
b2

]

. (23)

Potom øekneme, ¾e a�nitou je ka¾dé zobrazení, které lze zapsat mati
ovou rovni
í

X
′ = A ·X+ B,

kde X ′ =

[

x′1
x′2

]

, X =

[

x1

x2

]

, A =

[

a11 a12
a21 a22

]

a B =

[

b1
b2

]

.

Odvodíme si vý¹e uvedené analyti
ké vyjádøení (22) a�nního zobrazení f roviny na

sebe (zkrá
enì þa�nityÿ v rovinì). Základní my¹lenka tohoto odvození je ilustrována

Obr. 12. V rovinì A2 máme dvì a�nní soustavy souøadni
 (repéry), þsoustavu vzorùÿ

α = {P ;~e1, ~e2} (je urèena poèátkem P a bází {~e1, ~e2} vektorového zamìøení prostoru

A2) a þsoustavu obrazùÿ ω = {Q; ~d1, ~d2} (urèena poèátkem Q a bází {~d1, ~d2} vek-
torového zamìøení prostoru A2). Pøitom repér {P ;~e1, ~e2} se pùsobením uva¾ované
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a�nity f zobrazí na repér {f(P );ϕ(~e1), ϕ(~e2)}, kde ϕ homomor�smus (lineární zob-

razení) aso
iovaný k f. Obrazem bodu X = [x1, x2] je bod f(X) = X ′ = [x′1, x
′
2].

Vztah mezi souøadni
emi f(X) a X najdeme tak, ¾e bod f(X) vyjádøíme vzhledem

k obìma repérùm {Q; ~d1, ~d2} a {f(P );ϕ(~e1), ϕ(~e2)} (viz Obr. 12) a tato vyjádøení

porovnáme.

Obrázek 12: Zobrazení bodu X v a�nitì f v rovinì

Ne
h» f je a�nní zobrazení prostoru A2 na sebe a ϕ je homomor�smus aso
iovaný

k f. Potom obrazy ϕ(~e1), ϕ(~e2) vektorù báze {~e1, ~e2} mù¾eme vyjádøit rovni
emi

ϕ(~e1) = a11~d1 + a21~d2, (24)

ϕ(~e2) = a12~d1 + a22~d2, (25)

kde koe�
ienty aij jsou souøadni
e vektorù ϕ(~e1), ϕ(~e2) vzhledem k bázi {~d1, ~d2} a
pro obraz f(P ) poèátku P repéru α mù¾eme psát

f(P ) = Q+ b1~d1 + b2~d2, (26)

kde [b1, b2] jsou jeho souøadni
e vzhledem k repéru ω.

Nyní urèíme vztah mezi souøadni
emi libovolného bodu X ∈ A2 a jeho obrazu

X ′ = f(X) ∈ A2. Nejprve ka¾dý z tì
hto bodù zapí¹eme v pøíslu¹ném repéru, bod

X v repéru α, bod f(X) pak v repéru ω,

X = P + x1~e1 + x2~e2, (27)

f(X) = Q+ x′1~d1 + x′2~d2. (28)

Potom, s vyu¾itím vlastností zobrazení f a ϕ, zapí¹eme obraz bodu X ve tvaru

f(X) = f(P + x1~e1 + x2~e2) = f(P ) + ϕ(x1~e1 + x2~e2) = f(P ) + x1ϕ(~e1) + x2ϕ(~e2).
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Po dosazení z (24), (25) a (26) dostáváme

f(X) = Q+ b1~d1 + b2~d2 + x1(a11~d1 + a21~d2) + x2(a12~d1 + a22~d2).

Po úpravì a porovnání koe�
ientù pøi

~di s vyjádøením (28) dostáváme hledané rov-

ni
e a�nity f v rovinì

f : x′1 = a11x1 + a12x2 + b1,

x′2 = a21x1 + a22x2 + b2. (29)

Nyní je¹tì urèíme rovni
e aso
iovaného zobrazení ϕ. Ne
h» vektor ~u ∈ V2 se zobrazí

do vektoru ϕ(~u) ∈ V2. Pro souøadni
e vzoru ~u a obrazu ϕ(~u) platí

~u = u1~e1 + u2~e2, (30)

ϕ(~u) = u′1~d1 + u′2~d2. (31)

Na (30) aplikujeme zobrazení ϕ a upravíme dle (24) a (25). Dostaneme

ϕ(~u) = u1ϕ(~e1) + u2ϕ(~e2) = u1(a11~d1 + a21~d2) + u2(a12~d1 + a22~d2).

Po úpravì a srovnání s (31) dostaneme hledané rovni
e aso
iovaného zobrazení ϕ:

ϕ : u′1 = a11u1 + a12u2,

u′2 = a21u1 + a22u2. (32)

Soustavu rovni
 a�nity v rovinì (29) mù¾eme zapsat také pomo
í mati
, takto

[

x′1
x′2

]

=

[

a11 a12
a21 a22

]

·
[

x1

x2

]

+

[

b1
b2

]

,

struènìji pak ve tvaru

X
′ = A ·X+ B.

4.3 Vìta o urèenosti a�nity v rovinì

Vìta 3 (O urèenosti a�nity v rovinì). Ne
h» K,L,M a K ′, L′,M ′
jsou dvì skupiny

nekolineární
h bodù v rovinì. Pak existuje jediná a�nita f této roviny, která body

K,L,M zobrazuje v daném poøadí na body K ′, L′,M ′.

Dùkaz. Vyu¾ijeme (22). A�nita f musí být dána takovýmito rovni
emi. Uká¾eme,

¾e za podmínek uvedený
h ve vìtì je tato a�nita urèena jednoznaènì, tj. existuje

jediná ¹esti
e a11, a12, a21, a22, b1, b2, která tuto a�nitu spe
i�kuje.
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Pro jednotlivé dvoji
e bodù þvzor → obrazÿ dostaneme následují
í rovni
e:

K[k1, k2]→ K ′[k′1, k
′
2]:

a11k1 + a12k2 + b1 = k′1, (33)

a21k1 + a22k2 + b2 = k′2. (34)

L[l1, l2]→ L′[l′1, l
′
2]:

a11l1 + a12l2 + b1 = l′1, (35)

a21l1 + a22l2 + b2 = l′2. (36)

M [m1, m2]→M ′[m′1, m
′
2]:

a11m1 + a12m2 + b1 = m′1, (37)

a21m1 + a22m2 + b2 = m′2. (38)

Pro známé souøadni
e bodù K,L,M,K ′, L′,M ′
tak máme soustavu 6 rovni
 o 6

neznámý
h a11, a12, a21, a22, b1, b2. Zajímá nás, za jaký
h podmínek má jediné øe¹ení.

Tyto podmínky by se mìly shodovat s obsahem vìty 3. Po detailním prozkoumání

rovni
 (33){(38) je patrné, ¾e jeji
h soustava se dá rozdìlit na dvì vzájemnì nezávislé

soustavy 3 rovni
 o 3 neznámý
h: soustavu rovni
 (33), (35) a (37) o neznámý
h

a11, a12, b1 a soustavu rovni
 (34), (36) a (38) o neznámý
h a21, a22, b2. Pøitom první

z tì
hto soustav má roz¹íøenou mati
i





k1 k2 1 k′1
l1 l2 1 l′1
m1 m2 1 m′1



 , (39)

druhá má potom roz¹íøenou mati
i





k1 k2 1 k′2
l1 l2 1 l′2
m1 m2 1 m′2



 . (40)

Soustavy se tedy shodují v mati
i soustavy (li¹í se pouze vektory pravý
h stran).

Aby mìly obì soustavy jediné øe¹ení, musí být determinant této mati
e rùzný od

nuly, tj.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

k1 k2 1
l1 l2 1

m1 m2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0. (41)
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Determinant v (41) snadno spoèítáme elimina
í jednièek na pozi
í
h (2, 3) a (3, 3)

postupným odeètením prvního øádku od druhého a tøetího øádku a následným rozvo-

jem takto upraveného determinantu podle tøetího sloup
e. Dostaneme tak podmínku

∣

∣

∣

∣

l1 − k1 l2 − k2
m1 − k1 m2 − k2

∣

∣

∣

∣

6= 0, (42)

která je splnìna právì tehdy, kdy¾ jsou vektory L−K a M −K nezávislé, tj. body

K,L,M nele¾í v pøím
e.

Teï zbývá dokázat, ¾e kdy¾ body K,L,M nele¾í v pøím
e, ani body K ′, L′,M ′

nemohou le¾et v pøím
e. Tentokrát vyu¾ijeme mati
ovou rovni
i a�nity X ′ = A ·
X + B. Pro uvedené dvoji
e bodù platí:

K ′ = A ·K +B, (43)

L′ = A · L+ B, (44)

M ′ = A ·M + B. (45)

Dùkaz provedeme sporem. Pøedpokládáme, ¾e K,L,M nele¾í v pøím
e a zároveò

body K ′, L′,M ′
le¾í v pøím
e. Potom existuje j ∈ R takové, ¾e L′−K ′ = j(M ′−K ′).

Po dosazení z (43){(45) a vynásobení obou stran rovni
e zleva mati
í inverzní k A
dostaneme L − K = j(M − K), 
o¾ je spor s pøedpokladem nekolineárnosti bodù

K,L,M . Body K ′, L′,M ′
tedy také nemohou le¾et v pøím
e.

4.4 A�nita prostoru An

De�ni
e 16. Vzájemnì jednoznaèné a�nní zobrazení a�nního prostoru An na sebe

nazýváme þa�nitouÿ prostoru An nebo þa�nní transforma
í prostoru Anÿ.

Vìta 4 (O urèenosti). Ne
h» M0,M1,M2, ...,Mn a M ′
0,M

′
1,M

′
2, ...,M

′
n jsou dvì sku-

piny (n + 1) lineárnì nezávislý
h bodù a�nního prostoru An. Pak existuje jediná

a�nita f prostoru An, pro kterou

f(Mi) = M ′
i , i = 0, 1, ..., n.

Jestli¾e v uvedené vìtì urèíme pomo
í dvou jmenovaný
h skupin lineárnì nezávis-

lý
h bodù dvì a�nní souøadni
ové soustavy prostoru A, pak tyto soustavy urèují

pøíslu¹nou a�nitu f uva¾ovaného prostoru.
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Vìta 5. Ne
h» v a�nním bodovém prostoru An jsou dány dvì a�nní souøadni
ové

soustavy An = {P ;~e1, ~e2, ..., ~en}; An = {Q; ~d1, ~d2, ..., ~dn}. Pak existuje jediná a�nita

prostoru An, pro kterou

f(P ) = Q

a aso
iované zobrazení ϕ

ϕ(~ei) = ~di, i = 1, 2, ..., n.

4.5 Rovni
e a�nity prostoru An

A�nitu prostoru An 
hápeme jako spe
iální pøípad a�nního zobrazení z An do A′m,
kde m = n. Potom je tato a�nita urèena rovni
emi

x′i =
n
∑

j

aijxj + bi, i = 1, ..., n (46)

zobrazují
ími bod X = (x1, ..., xn) do bodu X ′ = (x′1, ..., x
′
n). Zobrazení aso
iované

u′i =
n
∑

j

aijuj, i = 1, ..., n (47)

zobrazuje vektor ~u(u1, ..., un) do ~u′(u′1, ..., u
′
n).

PØÍKLAD 4.2. Urèete a�nitu v rovinì A2, ve které pøi dané soustavì souøadné se

bod B = [0, 0] zobrazuje do bodu B′ = [1, 0], bod C = [1, 0] do bodu C ′ = [0, 1] a bod

D = [0, 1] do bodu D′ = [0, 0].

4.6 Modul a�nity

Proto¾e a�nita prostoru An je zobrazení vzájemnì jednoznaèné, pro determinant

a�nity dané rovni
emi (46) platí

δ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
. . . .
. . . .
. . . .

an1 an2 ... ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0.

Tento determinant se nazývá modulem a�nity. Dá se ukázat, ¾e modul a�nity

nezávisí na volbì báze uva¾ovaného prostoru.
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Nyní se budeme zabývat vlastností modulu a�nity, která je metri
ká, tj. závislá

na existen
i skalárního souèinu. Proto se v dal¹ím omezíme ve svý
h úvahá
h na

eukleidovské prostory, pøesnìji na E3 a E2.

PØÍKLAD 4.3. Urèete a�nitu v A2, je-li obrazem bodu B = [6;−2] bod B′ = [1; 1],
obrazem vektoru ~u = (2; 1) vektor ~u′ = (4; 2) a vektoru ~v = (−1; 2) vektor ~v′ =
(−3; 6). Porovnejte obsahy trojúhelníkù BCD a B′C ′D′, kde C = B+ ~u, D = B+~v
a C ′ = B′ + ~u′, D′ = B′ + ~v′.

Vìta 6. Ne
h» f je a�nita v prostoru E3 (resp. E2), která má modul δ. Ne
h» U je

mìøitelný útvar v E3 (resp. E2), který má objem V (resp. obsah V ). Ne
h» obrazem

útvaru U v a�nitì f je útvar U ′, který má objem V ′ (resp. obsah V ′). Potom platí

V ′ = |δ| · V. (48)

Dùkaz. Míra mìøitelný
h útvarù v E3 (resp. E2) je de�nována pomo
í rovnobì¾-

nostìnù (resp. rovnobì¾níkù). Proto se v dùkazu omezíme na a�nní zobrazení rov-

nobì¾nostìnù v E3 a rovnobì¾níkù v E2. Ne
h» v E3 je rovnobì¾nostìn urèen troji
í

nezávislý
h vektorù ~u,~v, ~w, které mají ve zvolené bázi souøadni
e ~u = (u1, u2, u3),

~v = (v1, v2, v3), ~w = (w1, w2, w3). Obrazy tì
hto vektorù v zobrazení ϕ aso
iova-

ném k a�nitì f oznaème ~u′ = ϕ(~v), ~v′ = ϕ(~v), ~w′ = ϕ(~w) a jeji
h souøadni
e

~u′ = (u′1, u
′
2, u
′
3), ~v

′ = (v′1, v
′
2, v
′
3), ~w′ = (w′1, w

′
2, w

′
3). V a�nitì f a zobrazení ϕ platí

dle vztahu (47)

u′i =
3
∑

j=1

aijuj, v′i =
3
∑

j=1

aijvj, w′i =
3
∑

j=1

aijwj; i = 1, 2, 3. (49)

Objem V ′ zobrazeného rovnobì¾nostìnu U ′ urèíme známým vztahem smí¹eného

souèinu, stejnì tak objem V rovnobì¾nostìnu U :

V ′ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u′1 u′2 u′3
v′1 v′2 v′3
w′1 w′2 w′3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, V =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u1 u2 u3

v1 v2 v3
w1 w2 w3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (50)

Dosazením (49) dostaneme

V ′ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3
∑

j=1

a1juj,
3
∑

j=1

a2juj,
3
∑

j=1

a3juj

3
∑

j=1

a1jvj,
3
∑

j=1

a2jvj,
3
∑

j=1

a3jvj

3
∑

j=1

a1jwj,
3
∑

j=1

a2jwj,
3
∑

j=1

a3jwj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, (51)

29




o¾ lze zapsat souèinem

V ′ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u1 u2 u3

v1 v2 v3
w1 w2 w3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(52)

a tedy

V ′ = δ · V. (53)

Pokud je δ < 0, pak lze znaménko minus vytknout, tj. V ′ = −δ · (−V ). Ve druhém

determinantu pak zamìníme poøadí sousední
h øádkù, napø. prvního a druhého.

Pro obsahy vzoru a obrazu mìøitelného útvaru v E2 zøejmì staèí, uvá¾íme-li obsah

V libovolnì zvoleného rovnobì¾níka urèeného lineárnì nezávislými body M,N, P a

jeho obrazu v dané a�nitì urèeného body M ′, N ′, P ′.

4.7 A�nita pøímá a nepøímá, ekvia�nita

De�ni
e 17. Je-li modul a�nity kladný, nazývá se þa�nita pøímáÿ. A�nita se zá-

porným modulem se nazývá þnepøímáÿ. A�nita, její¾ modul se rovná v absolutní

hodnotì jedné, se nazývá ekvia�nní a�nita, struènì þekvia�nitaÿ.

PØÍKLAD 4.4. Urèete rovni
e a modul a�nity f : E3 → E3, v ní¾ se body

K[0, 0, 0], L[1, 4, 0], M [−1, 0, 6], N [4, 5, 8] zobrazí na body K ′[1, 1, 1], L′[−2, 9, 6],
M ′[0,−5, 12], N ′[0, 3, 26]. Rozhodnìte, zda se jedná o a�nitu pøímou èi nepøímou a

zda je to ekvia�nita.

Øe¹ení v programu wxMaxima:

(%i25)

r1:b1=1; r2:b2=1; r3:b3=1; r4:a11+4*a12+b1=-2; r5:a21+4*a22+b2=9;

r6:a31+4*a32+b3=6; r7:-a11+6*a13+b1=0; r8:-a21+6*a23+b2=-5;

r9:-a31+6*a33+b3=12; r10:4*a11+5*a12+8*a13+b1=0;

r11:4*a21+5*a22+8*a23+b2=3; r12:4*a31+5*a32+8*a33+b3=26;

(%o25) b1 = 1

(%o26) b2 = 1

(%o27) b3 = 1

(%o28) b1 + 4 a12 + a11 = −2
(%o29) b2 + 4 a22 + a21 = 9

(%o30) b3 + 4 a32 + a31 = 6

(%o31) b1 + 6 a13− a11 = 0
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(%o32) b2 + 6 a23− a21 = −5
(%o33) b3 + 6 a33− a31 = 12

(%o34) b1 + 8 a13 + 5 a12 + 4 a11 = 0

(%o35) b2 + 8 a23 + 5 a22 + 4 a21 = 3

(%o36) b3 + 8 a33 + 5 a32 + 4 a31 = 26

(%i37) res:solve([r1,r2,r3,r4,r5,r6,r7,r8,r9,r10,r11,r12℄,

[a11,a12,a13,a21,a22,a23,a31,a32,a33,b1,b2,b3℄)[1℄;

(%o37) [a11 = 1, a12 = −1, a13 = 0, a21 = 0, a22 = 2, a23 = −1, a31 = 1, a32 =
1, a33 = 2, b1 = 1, b2 = 1, b3 = 1]

(%i38) ev([x1=a11*x+a12*y+a13*z+b1,y1=a21*x+a22*y+a23*z+b2,

z1=a31*x+a32*y+a33*z+b3℄,res);

(%o38) [x1 = −y + x+ 1, y1 = −z + 2 y + 1, z1 = 2 z + y + x+ 1]

(%i40) A:ev(matrix([a11,a12,a13℄,[a21,a22,a23℄,[a31,a32,a33℄),res);

(%o40)





1 −1 0
0 2 −1
1 1 2





(%i42) determinant(A);

(%o42) 6

4.8 Cvièení { A�nita

3. Uveïte mati
ové zápisy následují
í
h transforma
í:

a) støedová soumìrnost se støedem v poèátku,

b) støedová soumìrnost se støedem v bodì [5, 10],


) osová soumìrnost podle souøadni
ové osy x,
d) stejnolehlost se støedem v poèátku soustavy souøadni
 a s koe�
ientem κ = 2,

e) stejnolehlost se støedem v poèátku soustavy souøadni
 a s koe�
ientem κ =
−1
2
.

Vyu¾ijte applet na GeoGebraTube: tube.geogebra.org/student/mU
qvE9uT
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5 Skládání a�nní
h zobrazení

Ne
h» f1 je a�nní zobrazení prostoru A do A′, f2 a�nní zobrazení prostoru A′ do A′′.
Jestli¾e ka¾dému boduX ∈ A je v f1 pøiøazen bod f1(X) ∈ A′ a bodu f1(X) pøiøazen

bod f2[f1(X)] ∈ A′′, øíkáme, ¾e zobrazení f pøiøazují
í bodu X bod f2[f1(X)] vzniklo
slo¾ením zobrazení f1 a f2. Zapisujeme f = f2 · f1, f = f2f1 nebo f = f2(f1(X)).

Vìta 7. Slo¾ením dvou a�nní
h zobrazení f1, f2 vznikne a�nní zobrazení f. Zob-
razení ϕ aso
iované k f vznikne slo¾ením zobrazení ϕ1, ϕ2 aso
iovaný
h po øadì

k f1, f2.

PØÍKLAD 5.1. V prostoru E2 jsou dány dvì støedové soumìrnosti S a O. Urèete
zobrazení Z1 = SO a Z2 = OS.

PØÍKLAD 5.2. V prostoru En je dáno posunutí T a støedová soumìrnost S. Urèete
zobrazení Z1 = TS a Z2 = ST.

5.1 A�nní grupa v An

Vìta 8 (Inverzní zobrazení). Uva¾ujme a�nní zobrazení f a�nního prostoru An

na a�nní prostor A′m. Ne
h» je toto zobrazení naví
 prosté (prostory An, A
′
m mají

stejnou dimenzi, tj. m = n). Pak k zobrazení f existuje zobrazení inverzní f−1, které
je rovnì¾ a�nním zobrazením.

Dùkaz. Jsou-li B′, C ′, D′ tøi kolineární body v prostoru A′n a platí (B′, C ′, D′) = λ,
uva¾ujme vzory B,C bodù B′, C ′ pøi zobrazení f a na jimi urèené pøím
e BC

zvolme bod D tak, ¾e dìlí
í pomìr (B,C,D) = λ. Pak bod f(D) le¾í na pøím
e

B′C ′ = f(B)f(C) a platí (B′, C ′, f(D)) = λ. Proto¾e také (B′, C ′, D′) = λ, je
f(D) = D′ a dìlí
í pomìr (B′, C ′, D′) = (B,C,D).

Jak víme, pojmem þa�nitaÿ se rozumí þvzájemnì jednoznaèné zobrazení prostoru

An na sebeÿ, tj. spe
iální pøípad a�nního zobrazení, kdy prostory An a A′m splynou.

Vìta 9. V¹e
hny a�nity prostoru An tvoøí pøi obvyklém skládání grupu, tzv. þa�nní

grupu prostoru Anÿ.

Dùkaz. Slo¾ením dvou a�nit prostoru An vznikne opìt a�nita prostoru An. K a�nitì

f existuje inverzní a�nita f−1 (viz Vìta 8). Neutrálním prvkem je potom identita.
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5.2 Souvislost mezi skládáním a�nní
h zobrazení a násobením mati


Pro zjednodu¹ení budme uva¾ovat pouze lineární zobrazení. To jsou a�nní transfor-

ma
e s nulovým vektorem posunutí, tj. v rovni
í
h (23) mají b1 = b2 = 0.

PØÍKLAD 5.3. Jsou dána lineární zobrazení f, g :

f :

[

x′

y′

]

=

[

a b

c d

]

·
[

x

y

]

, g :

[

x′

y′

]

=

[

A B

C D

]

·
[

x

y

]

.

Urèete mati
i M slo¾eného zobrazení

g · f :

[

x′

y′

]

= M ·
[

x

y

]

.

Øe¹ení: Uva¾ujme situa
i znázornìnou na Obr. 13. BodX[x, y] je a�nitou f zobrazen

Obrázek 13: Skládání a�nit f a g v rovinì

na bod X1[x1, y1], ten je pak a�nitou g zobrazen na bod X ′[x′, y′]. Tuto skuteènost

mù¾eme zapsat rovni
emi

X
f−→ X1 :

[

x1

y1

]

=

[

a b
c d

]

·
[

x
y

]

; X1
g−→ X ′ :

[

x′

y′

]

=

[

A B
C D

]

·
[

x1

y1

]

,

odkud po dosazení za

[

x1

y1

]

z první rovni
e do druhé dostáváme

X
g·f−→ X ′ :

[

x′

y′

]

=

[

A B

C D

]

·
[

a b

c d

]

·
[

x

y

]

. (54)

Skládání a�nit znázornìné Obr. 13 ale mù¾eme zapsat i pomo
í rovni
. Platí

X
f−→ X1 :

x1 = ax + by

y1 = cx + dy
; X1

g−→ X ′ :
x′ = Ax1 + By1
y′ = Cx1 + Dy1

.

Potom po dosazení za x1 a y1 z první soustavy rovni
 do druhé dostaneme

X
g·f−→ X ′ :

x′ = A(ax+ by) + B(cx+ dy) = (Aa+ Bc)x + (Ab+Bd)y
y′ = C(ax+ by) + D(cx+ dy) = (Ca+Dc)x + (Cb+Dd)y

,
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po pøepsání do mati
ového tvaru

X
g·f−→ X ′ :

[

x′

y′

]

=

[

Aa+ Bc Ab+Bd

Ca+Dc Cb+Dd

]

·
[

x

y

]

. (55)

Z porovnání (54) a (55) je zøejmé, ¾e pro mati
i M slo¾ené a�nity g · f platí:

M =

[

A B

C D

]

·
[

a b

c d

]

=

[

Aa+ Bc Ab+Bd

Ca+Dc Cb+Dd

]

. (56)

Rovnost (56) tak pøiná¹í známý algoritmus pro násobení dvou mati
.

PØÍKLAD 5.4. Øe¹ení pøíkladu 5.3 vyu¾ijte ke zdùvodnìní skuteènosti, ¾e skládání

a�nit v rovinì není komutativní. Zobe
nìte na En.
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6 Samodru¾né body a smìry a�nity

Samodru¾nými body a smìry zobrazení rozumíme body a smìry, které se v zobrazují

samy na sebe. Napøíklad otoèení R(S) má jediný samodru¾ný bod, støed S, a nemá

¾ádný samodru¾ný smìr. Osová soumìrnost O(o) má 
elou pøímku samodru¾ný
h

bodù, osu o, a dva samodru¾né smìry, jeden rovnobì¾ný s osou o, druhý kolmý

na o (pøímky tì
hto smìrù se zobrazí na pøímky s nimi rovnobì¾né nebo toto¾né,

tj. zobrazí se na pøímky se stejnými smìrovými vektory). Stejnolehlost H(S, κ) má

jediný samodru¾ný bod, støed S, ale má v¹e
hny smìry samodru¾né (tj. ka¾dá pøímka

se zobrazí na pøímku s ní rovnobì¾nou).

Samodru¾né prvky má smysl uva¾ovat jenom v pøípadì, ¾e se uva¾ovaný bodový

prostor (v pøípadì smìrù pak jemu pøíslu¹ejí
í vektorový prostor, tj. zamìøení) zob-

razuje þdo sebeÿ. Nadále se omezíme pouze na a�nity (ty jsou dokon
e zobrazeními

uva¾ovaného prostoru þna sebeÿ) .

6.1 Samodru¾né body

Samodru¾ným bodem (a�nity) zobrazení rozumíme bod, který se zobrazí sám na

sebe, tj. pro jeho souøadni
e platí X ′ = X. Po dosazení do mati
ové rovni
e a�nity

X
′ = A ·X +B tak dostaneme

X = A ·X + B,

po úpravì

(I −A) ·X = B, (57)

kde I je jednotková mati
e stejného øádu jako A. Za rovni
í (57) se skrývá neho-

mogenní soustava n rovni
 o n neznámý
h x1, x2, . . . , xn, souøadni
í
h hledaný
h

samodru¾ný
h bodù. Z teorie øe¹itelnosti soustav lineární
h rovni
 víme, ¾e øe¹ením

mù¾e být jedna, ¾ádná nebo nekoneènì mnoho uspoøádaný
h n−ti
 [x1, x2, . . . , xn],
tj. jeden, ¾ádný nebo nekoneènì mnoho samodru¾ný
h bodù. Mno¾ina øe¹ení, tj.

mno¾ina samodru¾ný
h bodù uva¾ované a�nity, má pøitom 
harakter a�nního bo-

dového podprostoru (bod, pøímka, rovina, . . .).

Výpoèet souøadni
 samodru¾ného bodu si ilustrujeme na pøíkladu a�nity v rovinì.

Pokud do rovni
 (22) dosadíme x′ = x a y′ = y je zøejmé, ¾e souøadni
e samodru¾-

ný
h bodù pøíslu¹né a�nity jsou øe¹ením soustavy rovni


(1− a11)x1 − a12x2 = b1
−a21x1 + (1− a22)x2 = b2.

(58)
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PØÍKLAD 6.1. Urèete samodru¾né body a�nity dané rovni
emi

x′ = −x + 4,

y′ = −y − 6.

Øe¹ení: Dosazením x′ za x a y′ za y do daný
h rovni
 dostaneme soustavu

2x = 4,

2y = −6,

která má jediné øe¹ení [x, y] = [2,−3]. Daná a�nita má tedy jediný samodru¾ný bod

S = [2,−3].

Poznámka. Proto¾e AT · A = I, kde I je jednotková mati
e, jedná se o shodnost.

V úvahu tak pøipadá otoèení nebo støedová soumìrnost. O tom, které z ni
h to je,

rozhodnou samodru¾né smìry.

PØÍKLAD 6.2. Urèete samodru¾né body a�nity dané rovni
emi

x′ = x,

y′ = −y.

Øe¹ení: Dosazením x′ za x a y′ za y do daný
h rovni
 dostaneme soustavu

0x = 0,

2y = 0,

která má tentokrát nekoneènì mnoho øe¹ení. Jsou jimi v¹e
hny uspoøádané dvoji
e

ve tvaru [x, 0]; x ∈ R. Jedná se tedy o a�nitu její¾ v¹e
hny samodru¾né body le¾í v

pøím
e o rovni
i y = 0.

Poznámka. Proto¾e opìt platí AT · A = I, je to shodnost. V úvahu teï pøipadá

jediná mo¾nost, osová soumìrnost s osou v souøadni
ové ose x.

6.2 Samodru¾né smìry

Samodru¾ným smìrem rozumíme smìr, který se v (a�nním) zobrazení zobrazí sám

na sebe. Pro vyjádøení smìru pou¾íváme vektor, napø. ~u, øíkáme mu þreprezentantÿ

tohoto smìru (takovým reprezentantem pak mù¾e být ka¾dý jeho násobek). Má-li

být smìr urèený vektorem ~u samodru¾ný, musí pro vektor ~u′, který je obrazem ~u,

platit ~u′ = λ~u, kde λ ∈ R.
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Poznámka. þSmìremÿ rozumíme mno¾inu v¹e
h vektorù k~u; k ∈ R vektoru ~u 6=
~o, tj. jednorozmìrný vektorový prostor [~u]. Vektor ~u nazýváme þreprezentantemÿ

tohoto smìru. Pokud 
h
eme zohlednit orienta
i, pou¾ijeme þorientovaný smìrÿ, tj.

mno¾inu v¹e
h vektorù k~u, kde ale k ∈ 〈0,∞).

Víme, ¾e zobrazení mezi vektory z vektorového prostoru, který je zamìøením a�nního

bodového prostoru, v nìm¾ operuje uva¾ovaná a�nita (obe
nì v¹ak toto zobrazení

probíhá mezi rùznými zamìøeními rùzný
h bodový
h prostorù), zaji¹»uje tzv. þaso-


iovaný homomor�smusÿ (té¾ þlineární zobrazeníÿ), viz de�ni
e 14 na str. 14

1

.

Po dosazení do mati
ové rovni
e aso
iovaného homomor�smu ~u′ = A · ~u tak dosta-

neme

λ~u = A · ~u,
po úpravì

(λI − A) · ~u = ~o, (60)

kde I je jednotková mati
e stejného øádu jako A a vektor ~u je sloup
ový (aby bylo

de�nováno násobení A · ~u).

Charakteristi
ká rovni
e, vlastní èíslo, vlastní vektor

Za rovni
í (60) se skrývá homogenní soustava n rovni
 o n neznámý
h u1, u2, . . . , un,

souøadni
í
h reprezentanta hledaného samodru¾ného smìru. Z teorie øe¹itelnosti ho-

mogenní
h soustav lineární
h rovni
 víme, ¾e øe¹ením mù¾e být buï jenom nulový

vektor ~o, hovoøíme o þtriviálním øe¹eníÿ, nebo je øe¹ením nekoneènì mnoho vektorù,

které tvoøí vektorový podprostor. Nenulové vektory z tohoto prostoru øe¹ení nazý-

váme þnetriviální øe¹eníÿ. Proto¾e nulový vektor neurèuje ¾ádný smìr, zajímají nás

pøi vy¹etøování samodru¾ný
h smìrù pouze netriviální øe¹ení homogenní soustavy

(60). Homogenní soustava lineární
h rovni
 má i netriviální øe¹ení (triviální má v¾-

dy
ky) právì tehdy, kdy¾ je mati
e soustavy singulární, tj. její determinant je roven

nule. A�nita X ′ = A ·X +B má proto samodru¾né body právì tehdy, kdy¾

|λI − A| = 0. (61)

1

Zobrazení ϕ vektorového prostoru V do vektorového prostoru V ′
se nazývá homomor�smus (lineární zobrazení),

jestli¾e pro v¹e
hna ~u,~v ∈ V, k ∈ T (místo obe
ného tìlesa T mù¾eme uva¾ovat R) platí:

(1) ϕ(~u + ~v) = ϕ(~u) + ϕ(~v),

(2) ϕ(k~u) = kϕ(~u).

Uva¾ujme a�nitu f prostoru En. Potom þaso
iovaným (tj. jednoznaènì pøiøazeným) homomor�smemÿ a�nity f

rozumíme lineární zobrazení ϕ, které zobrazuje zamìøení Vn prostoru En do sebe takto:

~u = Y −X ⇒ ϕ(~u) = f(Y )− f(X), (59)

kde X,Y a f(X), f(Y ) jsou body z E2, ~u, ϕ(~u) ∈ V2.
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Rovni
i (61) øíkáme þ
harakteristi
ká rovni
eÿ pøíslu¹ného homomor�smu ϕ. Jedná

se o algebrai
kou rovni
i n−tého stupnì pro neznámou λ. Ka¾dé èíslo λ, které je

øe¹ením této 
harakteristi
ké rovni
e, pak nazýváme þvlastní èísloÿ homomor�smu

ϕ. Ka¾dý vektor ~u, pro který platí ~u′ = ϕ(~u) = λ~u, nazýváme þvlastním vektoremÿ

homomor�smu ϕ (pøíslu¹nou hodnotu λ pak nazýváme þvlastní èíslo homomor�smu

ϕ, odpovídají
í vektoru ~uÿ). Místo vlastní vektor a vlastní èíslo se také pou¾ívají

termíny þ
harakteristi
ký vektorÿ a þ
harakteristi
ké èísloÿ.

Výpoèet samodru¾ný
h smìrù si ilustrujeme na pøíkladu a�nity v rovinì. Aso
iovaný

homomor�smus ϕ a�nity f je v tomto pøípadì dán soustavou

ϕ : u′1 = a11u1 + a12u2

u′2 = a21u1 + a22u2,

mati
ovì pak

ϕ :

[

u′1
u′2

]

=

[

a11 a12
a21 a22

]

·
[

u1

u2

]

,


o¾ lze zapsat ve tvaru

ϕ : ~u′ = A · ~u. (62)

Samodru¾ný smìr a�nity (tj. vektory tì
hto smìrù, pro které platí ~u′ = λ~u) jsou

potom þnetriviálnímÿ øe¹ením homogenní soustavy rovni


(λ− a11)u1 − a12u2 = 0
−a21u1 + (λ− a22)u2 = 0.

(63)

Homogenní soustava n lineární
h rovni
 o n neznámý
h má netriviální øe¹ení právì

tehdy, kdy¾ je determinant soustavy roven nule. Soustava (62) má tedy nekoneènì

mnoho øe¹ení právì tehdy, kdy¾ platí rovnost

∣

∣

∣

∣

λ− a11 −a12
−a21 λ− a22

∣

∣

∣

∣

= 0. (64)

Postup urèení samodru¾ný
h smìrù a�nity v rovinì si nyní budeme ilustrovat na

zobrazení
h pou¾itý
h v pøíklade
h 6.1 a 6.2.

PØÍKLAD 6.3. Urèete samodru¾né smìry a�nity dané rovni
emi

x′ = −x + 4,

y′ = −y − 6.
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Øe¹ení: Øe¹íme homogenní soustavu

(λ+ 1)u1 = 0,

(λ+ 1)u2 = 0,

které pøíslu¹í 
harakteristi
ká rovni
e

∣

∣

∣

∣

(λ+ 1) 0

0 (λ+ 1)

∣

∣

∣

∣

= 0,

po úpravì ve tvaru

(λ+ 1)2 = 0.

Jejím jediným øe¹ením je vlastní èíslo λ = −1, které dosadíme do pøíslu¹né homo-

genní soustavy, aby
hom dostali soustavu rovni


0u1 = 0,

0u2 = 0,

jejím¾ øe¹ením je ka¾dý vektor ~v = (u1, u2) ∈ R ×R.

Vy¹etøovaná a�nita má tedy v¹e
hny smìry samodru¾né.

Poznámka. Vzhledem k tomu, ¾e z øe¹ení pøíkladu 6.1 víme, ¾e daná a�nita je

shodností a má jediný samodru¾ný bod S = [2,−3], po zji¹tìní, ¾e má v¹e
hny

smìry samodru¾né, je mo¾no uèinit závìr, ¾e se jedná o støedovou soumìrnost se

støedem S.

PØÍKLAD 6.4. Urèete samodru¾né smìry a�nity dané rovni
emi

x′ = x,

y′ = −y.

Øe¹ení: Øe¹íme homogenní soustavu

(λ− 1)u1 = 0,

(λ+ 1)u2 = 0,

které pøíslu¹í 
harakteristi
ká rovni
e

∣

∣

∣

∣

(λ− 1) 0
0 (λ+ 1)

∣

∣

∣

∣

= 0,

po úpravì ve tvaru

(λ− 1)(λ+ 1) = 0.
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Charakteristi
ká rovni
e má dva koøeny (vlastní èísla) λ1 = 1, λ2 = −1, které po-

stupnì dosadíme do pøíslu¹né homogenní soustavy a vypoèítáme souøadni
e pøíslu-

¹ný
h vlastní
h vektorù daného zobrazení.

Pro λ1 = 1 dostáváme soustavu

0u1 = 0,

2u2 = 0,

jejím¾ øe¹ením je ka¾dý vektor ~v1 = (u1, 0) ∈ R2. Samodru¾ný smìr urèený tìmito

vektory je rovnobì¾ný s osou x (tj. s osou soumìrnosti).

Pro λ2 = −1 dostáváme soustavu

−2u1 = 0,

0u2 = 0,

jejím¾ øe¹ením je ka¾dý vektor ~v2 = (0, u2) ∈ R2. Samodru¾ný smìr urèený tìmito

vektory je kolmý k ose x (tj. k ose soumìrnosti).

Daná a�nita má tedy dva na sebe kolmé samodru¾né smìry.

Poznámka. Zji¹tìní, ¾e daná a�nita má dva na sebe kolmé samodru¾né smìry, pøi-

tom jeden rovnobì¾ný s pøímkou samodru¾ný
h bodù a druhý na ni kolmý, je v

souladu s poznatkem z øe¹ení pøíkladu 6.2, ¾e uva¾ovaná a�nita je osovou soumìr-

ností.

PØÍKLAD 6.5. Zjistìte, zda existuje shodnost E2, pøi které se bod K = [10; 0]
zobrazí na poèátek K ′ = [0; 0] a bod L = [25; 20] na bod L′ = [0; 25]. V kladném

pøípadì napi¹te rovni
e tohoto zobrazení a najdìte jeho samodru¾né body a smìry.

Øe¹ení: Zaèneme tím, ¾e si ovìøíme, zda zadané body splòují de�ni
i shodného

zobrazení, tj. zda |K ′L′| = |KL|. V pøípadì této úlohy zvládneme ovìøení provést

zpamìti. Výsledkem je, ¾e zadání vyhovuje de�ni
i shodnosti.

Dal¹í postup øe¹ení úlohy si ilustrujeme pomo
í zápisu v programu wxMaxima (viz

http://andrejv.github.io/wxmaxima/)

(%i1) A:matrix([a11,a12℄,[a21,a22℄); B:matrix([b1℄,[b2℄);

(%o1)

(

a11 a12

a21 a22

)

(%o2)

(

b1
b2

)
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Rovni
iX ′ = A·X+B vyjádøíme ve tvaru A·X+B−X ′ = O a dosadíme souøadni
e

daný
h dvoji
 bodù K, K ′ a L, L′. Potom zapí¹eme podmínku (75) pro to, aby bylo

a�nní zobrazení shodností ve tvaruAT ·A−I = O. (V programuwxMaxima zapí¹eme

jenom levé strany uvedený
h rovni
. Jednotkovou mati
i I druhého stupnì zadáme

ve wxMaximì pøíkazem ident(2).)

(%i3) s1:A.[10,0℄+B-[0,0℄; s2:A.[25,20℄+B-[0,25℄;

s3:transpose(A).A-ident(2);

(%o3)

(

b1 + 10 a11

b2 + 10 a21

)

(%o4)

(

b1 + 20 a12 + 25 a11

b2 + 20 a22 + 25 a21− 25

)

(%o5)

(

a212 + a112 − 1 a21 a22 + a11 a12

a21 a22 + a11 a12 a222 + a122 − 1

)

V¹e
hny prvky vý¹e uvedený
h mati
 musí být rovny nule (Proè?). Dostaneme tak

soustavu sedmi rovni
 pro ¹est neznámý
h a11, a12, a21, a22, b1, b2.

(%i6) rov:[s1[1,1℄,s1[2,1℄,s2[1,1℄,s2[2,1℄,s3[1,1℄,s3[1,2℄,s3[2,2℄℄;

(%o6) [b1+10 a11, b2+10 a21, b1+20 a12+25 a11, b2+20 a22+25 a21−25, a212+
a112 − 1, a21 a22 + a11 a12, a222 + a122 − 1]

Tato soustava má následují
í dvì øe¹ení (nejedná se o soustavu lineární
h rovni
,

proto mù¾e mít dvì øe¹ení):

(%i7) res:solve(rov,[a11,a12,a21,a22,b1,b2℄);

(%o7) [[a11 =
4

5
, a12 = −3

5
, a21 =

3

5
, a22 =

4

5
, b1 = −8, b2 = −6],

[a11 = −4
5
, a12 =

3

5
, a21 =

3

5
, a22 =

4

5
, b1 = 8, b2 = −6]]

Dvìma øe¹ením odpovídají dvì rùzné shodnosti. Zjistili jsme tedy, ¾e existují dvì

shodnosti, které pøevádìjí body K,L na body K ′, L′ (Co¾ se, vzhledem ke vìtì

o urèenosti shodného (a�nního) zobrazení dalo èekat. Proè?). Pokraèujeme v øe¹ení

úlohy pro ka¾dou z tì
hto shodností zvlá¹». Pro zápis rovni
 uva¾ovaný
h shodností

si nejprve pøipravíme mati
i RovTr, jejími¾ øádky jsou rovni
e a�nity v obe
ném

tvaru (tato mati
e není nutnou souèástí postupu øe¹ení, jedná se jenom o usnadnìní

vizuální prezenta
e rovni
 v programu).
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(%i8) RovTr:matrix([x1=a11*x+a12*y+b1℄,[y1=a21*x+a22*y+b2℄);

(%o8)

(

x1 = a12 y + a11 x+ b1
y1 = a22 y + a21 x+ b2

)

Øe¹ení è. 1:

(%i9) A1:ev(A,res[1℄); B1:ev(B,res[1℄);

(%o9)

(

4
5 −3

5
3
5

4
5

)

(%o10)

(

−8
−6

)

Pøíslu¹ná shodnost má rovni
e

(%i11) R1:ev(RovTr,res[1℄);

(%o11)

(

x1 = −3 y
5 + 4 x

5 − 8

y1 = 4 y
5 + 3 x

5 − 6

)

Samodru¾ný bod je bod, pro který platí X ′ = X. Pro výpoèet souøadni
 samodru¾-

ný
h bodù daného zobrazení tak do rovni
e X ′ = A ·X +B (pro snaz¹í zpra
ování

programem pøepsané do tvaru A · X + B − X = 0) za X ′ dosadíme X a øe¹íme

odpovídají
í soustavu dvou rovni
 s neznámými x, y.

(%i12) RovSB1:A1.[x,y℄+B1-[x,y℄; solve([RovSB1[1,1℄,RovSB1[2,1℄℄,[x,y℄);

(%o12)

(

−3 y
5 − x

5 − 8
−y

5 +
3 x
5 − 6

)

(%o13) [[x = 5, y = −15]]

Proto¾e tato soustava má jediné øe¹ení, má daná shodnost jediný samodru¾ný bod

S = [5,−15].

Pro vy¹etøení samodru¾ný
h smìrù daného zobrazení øe¹íme 
harakteristi
kou rov-

ni
i (64)

(%i14) CharM1:A1-%lambda*ident(2);

CharR1:expand(determinant(CharM1))=0;

solve(CharR1,%lambda);
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(%o14)

(

4
5 − λ −3

5
3
5

4
5 − λ

)

(%o15) λ2 − 8 λ

5
+ 1 = 0

(%o16) [λ = −3 i− 4

5
, λ =

3 i+ 4

5
]

Charakteristi
ká rovni
e nemá øe¹ení v oboru reálný
h èísel. Daná shodnost tak

nemá ¾ádný samodru¾ný smìr.

Proto¾e uva¾ované zobrazení má právì jeden samodru¾ný bod a nemá ¾ádný samod-

ru¾ný smìr, jedná se o otoèení se støedem S = [5,−15].

Poznámka. K úplné identi�ka
i daného zobrazení nám zbývá urèit úhel otoèení α.
Jak to udìláme?

Øe¹ení è. 2:

Postupujeme analogi
ky s øe¹ením è. 1.

(%i17) A2:ev(A,res[2℄); B2:ev(B,res[2℄);

(%o17)

(

−4
5

3
5

3
5

4
5

)

(%o18)

(

8
−6

)

Rovni
e zobrazení

(%i19) R2:ev(RovTr,res[2℄);

(%o19)

(

x1 = 3 y
5 − 4 x

5 + 8

y1 = 4 y
5 + 3 x

5 − 6

)

Samodru¾né body:

(%i20) RovSB2:A2.[x,y℄+B2-[x,y℄; solve([RovSB2[1,1℄,RovSB2[2,1℄℄,[x,y℄);

(%o20)

(

3 y
5 − 9 x

5 + 8
−y

5 +
3 x
5 − 6

)

(%o21) []

Toto zobrazení tedy nemá ¾ádný samodru¾ný bod.
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Samodru¾né smìry:

(%i22) CharM2:A2-%lambda*ident(2);

CharR2:expand(determinant(CharM2))=0;

solve(CharR2,%lambda);

(%o22)

(

−λ− 4
5

3
5

3
5

4
5
− λ

)

(%o23) λ2 − 1 = 0

(%o24) [λ = −1, λ = 1]

(%i25) RovSS2:A2.[u,v℄-[%lambda*u,%lambda*v℄;

(%o25)

(

3 v
5 − λu− 4 u

5

−λ v + 4 v
5 + 3 u

5

)

(%i26) RovSS21:ev(RovSS2,%lambda=-1);

solve([RovSS21[1,1℄,RovSS21[2,1℄℄,[u,v℄);

(%o26)

(

3 v
5 + u

5
9 v
5
+ 3 u

5

)

solve : dependentequationseliminated : (2)

(%o27) [[u = −3%r1, v = %r1]]

(%i28) RovSS22:ev(RovSS2,%lambda=1);

solve([RovSS22[1,1℄,RovSS22[2,1℄℄,[u,v℄);

(%o28)

(

3 v
5 − 9 u

5
3 u
5 − v

5

)

solve : dependentequationseliminated : (2)

(%o29) [[u =
%r2

3
, v = %r2]]

Zobrazení má dva na sebe kolmé samodru¾né smìry ~u = (−3, 1), ~u = (1, 3).

Jedná se o þposunuté zr
adleníÿ, viz str. 62.

Poznámka. K úplné identi�ka
i výsledného zobrazení nám zbývá urèit osu o a

vektor posunutí

~t. Jak to udìláme?
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6.3 Homotetie, grupa homotetií

De�ni
e 18 (Homotetie). Ka¾dé a�nní zobrazení, které má v¹e
hny smìry samod-

ru¾né, se nazývá þhomoteti
ké zobrazeníÿ, té¾ þhomotetieÿ.

Poznámka. Pro homotetie se pou¾ívá také oznaèení þdilata
eÿ.

Ka¾dá homotetie je stejnolehlost, posunutí nebo identita (tj. posunutí o nulový

vektor). V kapitole 11 vìnované stejnolehlosti se dozvíme, ¾e mno¾ina tì
hto tøí

shodností spolu s opera
í skládání tvoøí grupu, tzv. þgrupu homotetiíÿ.

Poznámka. Z vý¹e uvedené existen
e þgrupy homotetiíÿ vyplývá, ¾e slo¾ením dvou

zobrazení z mno¾iny homotetií, tj. z mno¾iny {stejnolehlost, posunut, identita}, vznikne
opìt jedno z tì
hto zobrazení.
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7 Osová a�nita

Urèení osové a�nity. Charakteristika a rovni
e osové a�nity. Ela
e. Základní a�nity.

Involu
e.

7.1 Základní a�nity

þZákladními a�nitamiÿ nazýváme a�nity, jeji
h¾ v¹e
hny samodru¾né body tvoøí

nadrovinu prostoru An. Pøíklady základní
h a�nit jsou þosová a�nita v A2ÿ, þosová

soumìrnost v E2ÿ nebo þrovinová soumìrnost v E3ÿ.

Základní a�nita taková, ¾e pøímka spojují
í vzor a obraz je rovnobì¾ná s nadrovinou

samodru¾ný
h bodù, se nazývá þela
eÿ.

Obrázek 14: Osová a�nita v rovinì, její¾ smìr je rovnobì¾ný s její osou, jako pøíklad ela
e

7.2 Osová a�nita v rovinì

Osová a�nita je urèena osou o, smìrem s a 
harakteristikou κ. Smìr a 
harakteristika

jsou vìt¹inou zadány dvoji
í sobì odpovídají
í
h bodù A,A′.

PØÍKLAD 7.1. V osové a�nitì urèené osou o a dvoji
í sobì odpovídají
í
h bodù

A,A′ zobrazte bod X a pøímku p.

Øe¹ení: Viz Obr. 15. Pøi urèení obrazu bodu a pøímky vyu¾ijeme

Vlastnosti osové a�nity

(1) Pøímka spojují
í sobì odpovídají
í body je rovnobì¾ná se smìrem a�nity.

(2) Sobì odpovídají
í pøímky se protínají na ose a�nity.
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(3) In
iden
e se za
hovává.

(4) Osa a�nity a pøímky rovnobì¾né se smìrem a�nity jsou samodru¾nými pøím-

kami.

Obrázek 15: Osová a�nita v rovinì,øe¹ení pøíkladu 7.1

Postupujeme tak, ¾e sestrojíme pøímku p =
←→
AX a urèíme její prùseèík I s osou a�nity

o. Z vlastnosti (2) vyplývá, ¾e pøímka p′, která je obrazem pøímky p, také pro
hází
bodem I. Z vlastnosti (3) pak plyne, ¾e p′ pro
hází rovnì¾ bodem A′. Sestrojíme

tedy pøímku p′ =
←→
A′I. Obraz bodu X, bod X ′, pak urèíme podle vlastnosti (1) jako

prùseèík p′ s pøímkou jdou
í bodem X rovnobì¾nì s

←→
AA′.

Charakteristika osové a�nity

Charakteristikou osové a�nity κ rozumíme dìli
í pomìr

(A′AA1) = κ,

kde body A,A′ jsou ve vztahu þvzor a obrazÿ a bod A1 je prùseèík pøímky AA′

s osou a�nity o, viz Obr. 15. Charakteristika osové a�nity je rovna jejímu modulu,

proto se κ nazývá také modul osové a�nity.

Poznámka. þOsová soumìrnost v rovinìÿ je zvlá¹tním pøípadem osové a�nity, její¾

smìr ~s je kolmý na osu o (~s⊥o) a její¾ 
harakteristika κ je rovna −1 (κ = −1).

PØÍKLAD 7.2. Je dána pøímka o, trojúhelník ABC a dvoji
e bodù X,X ′. Sestrojte
obraz trojúhelníka ABC v osové a�nitì s osou o, v ní¾ je obrazem bodu X bod X ′.

Vìta 10. Rovnobì¾né pøímky a‖b se v osové a�nitì zobrazí opìt na rovnobì¾né

pøímky a′‖b′.
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Dùkaz. Dùkaz provedeme sporem. Pøedpokládáme, ¾e obrazy rovnobì¾ný
h pøímek

jsou rùznobì¾ky. Dostaneme se do sporu s de�ni
í 
harakteristiky a�nity.

Vìta 11. Dìlí
í pomìr se v osové a�nitì za
hovává, tj. (ABC) = (A′B′C ′).

Dùsledky vìty 11:

1) Støed úseèky se zobrazí zase na støed úseèky.

2) Za
hovává se uspoøádání bodù na pøím
e.

PØÍKLAD 7.3. Je dána pøímka o a trojúhelník ABC. Sestrojte obraz A′B′C ′ troj-
úhelníka ABC v takové osové a�nitì s osou o, aby byl trojúhelník A′B′C ′ rovno-
stranný.

(Postup konstruk
e viz http: // tube. geogebra. org/ student/ mni2IYH1
 )

Vìta 12. Ne
h» P je obsah trojúhelníka ABC a P ′ obsah jeho obrazu A′B′C ′ v osové
a�nitì s 
harakteristikou κ. Potom P ′ = |κ| · P.

Z vý¹e uvedený
h vìt 10, 11, 12 plyne, ¾e osová a�nita má následují
í invarianty.

Invarianty osové a�nity

(1) Rovnobì¾nost pøímek.

(2) Dìlí
í pomìr.

(3) Pomìr obsahu obraz
ù.

Charakteristika základní a�nity

Charakteristiku pøiøazujeme ka¾dé základní a�nitì, která není ela
í. Platí

κ = (X ′XX1),

kde X1 je prùseèík
←−→
XX ′ s nadrovinou samodru¾ný
h bodù uva¾ované základní a�-

nity.

Základní a�nita jako involu
e

þInvolutorní zobrazeníÿ, té¾ þinvolu
eÿ, je ka¾dé zobrazení a�nního bodového pro-

storu na sebe, které není identitou, ale slo¾eno samo se sebou je identitì rovno.

Základní a�nita je involu
í tehdy, kdy¾ není ela
í a její 
harakteristika je rovna −1.
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7.3 Cvièení { Osová a�nita

1. Pomo
í výsledku Pøíkladu 7.3 doka¾te tvrzení: Tì¾ni
e trojúhelníka se protínají

v jednom bodì, který je dìlí v pomìru 1 : 2.

2. Doka¾te Vìtu 12.
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8 Shodnosti v rovinì

V této kapitole je podán podrobný pøehled ¹esti shodností v rovinì (osová soumìr-

nost, otoèení, støedová soumìrnost, posunutí, posunuté zr
adlení, identita) spolu s

øadou úloh na jeji
h vlastnosti i aplika
e. V následují
í kapitole 9 je potom pojed-

náno o tom, jak mno¾ina tì
hto shodností i nìkteré její podmno¾iny tvoøí spolu s

opera
í skládání geometri
ký
h zobrazení grupy.

8.1 Osová soumìrnost

De�ni
e 19. Ne
h» je dána pøímka o, kterou nazýváme osa soumìrnosti. Potom

pro obraz M ′
libovolného bodu M této pøímky o platí M ′ ≡ M. Ke ka¾dému bodu

X, který nele¾í na pøím
e o, sestrojíme obraz X ′ následují
ím zpùsobem: Bodem

X vedeme kolmi
i k na pøímku o a její patu oznaèíme X0. Na polopøím
e opaèné

k polopøím
e X0X sestrojíme bod X ′ tak, ¾e |X ′X0| = |XX0|. Takto de�nované

zobrazení nazýváme osová soumìrnost s osou o a znaèíme ho O(o).

Obrázek 16: De�ni
e osové soumìrnosti

Poznámky:

1. O bode
h X, X ′ øíkáme, ¾e je to dvoji
e bodù soumìrnì sdru¾ený
h podle osy o.

2. Osová soumìrnost je pøíkladem involutorního zobrazení (involu
e).

PØÍKLAD 8.1. Je dána pøímka p a body A,B v té¾e polorovinì s hranièní pøím-

kou p. Najdìte v¹e
hny body X ∈ p takové, ¾e souèet vzdáleností |AX| + |BX| je
minimální.

Vìta 13. Osová soumìrnost je shodné zobrazení.
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Obrázek 17: Vyu¾ití osové soumìrnosti ke geometri
kému øe¹ení pøíkladu 17

Samodru¾né body a smìry osové soumìrnosti

Ka¾dá shodnost je unikátní svou kombina
í samodru¾ný
h bodù a smìrù. Pozdìji

tuto skuteènost vyu¾ijeme ke klasi�ka
i shodností.

Vìta 14 (Alternativní de�ni
e osové soumìrnosti). Shodné zobrazení, jeho¾ v¹e
hny

samodru¾né body vyplní pøímku o, je soumìrnost podle osy o.

Vìta 15. Jestli¾e existují na pøím
e dva rùzné samodru¾né body, pak ka¾dý bod této

pøímky je samodru¾ný.

Vìta 16. Má-li shodnost aspoò tøi nekolineární samodru¾né body, je to identita.

Vìta 17. Má-li shodnost dva rùzné samodru¾né body a není identitou, pak je osovou

soumìrností.

Vìta 18. Samodru¾né pøímky osové soumìrnosti jsou pøímky kolmé na osu soumìr-

nosti.

Analyti
ké vyjádøení osové soumìrnosti O(o) v rovinì

PØÍKLAD 8.2. Napi¹te analyti
ké vyjádøení osové soumìrnosti s osou v souøad-

ni
ové ose x (y).

Øe¹ení: Dle obrázku 18 je zøejmé, ¾e uvedené osové soumìrnosti mají ní¾e uvedená

analyti
ká vyjádøení.

Osová soumìrnost s osou x:

x′ = x

y′ = −y

Osová soumìrnost s osou y:

x′ = −x
y′ = y

Ne v¾dy je ale mo¾né osu soumìrnosti takto výhodnì umístit do souøadni
ové osy.

Proto si odvodíme rovni
e osové soumìrnosti s obe
nì umístìnou osou.
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Obrázek 18: Odvození rovni
 osové soumìrnosti s osou v souøadni
ové ose x (y)

Obrázek 19: Odvození rovni
 osové soumìrnosti O(o)

Osová soumìrnost podle osy o dané rovni
í o : ax + by + c = 0

Dle obrázku 19 platí

X ′ −X = 2(X0 −X),

X0 −X = k(a, b).

Z druhé rovnosti vyjádøíme x0 = x + ka, y0 = y + kb a dosadíme je do obe
né

rovni
e osy o: a(x + ka) + b(y + kb) + c = 0. Odsud potom vyjádøíme parametr

k = −ax+ by + c

a2 + b2
, který dosadíme do rovni
e

X ′ −X = 2k(a, b).

Po úpravì a rozepsání po slo¾ká
h dostáváme rovni
e osové soumìrnosti O(o):

x′ = x− 2a

a2 + b2
(ax + by + c)

y′ = y − 2b

a2 + b2
(ax + by + c)

52



PØÍKLAD 8.3. V eukleidovské rovinì je dána soumìrnost podle pøímky p : 3x−
4y + 1 = 0. Napi¹te rovni
e této soumìrnosti.

Cvièení { Osová soumìrnost

4. Napi¹te rovni
e soumìrnosti podle pøímky o : 2x− 3y + 1 = 0.

5. Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dán obvod o = 12cm a úhly α = 60◦, β = 45◦.

6. Doka¾te Vivianiho vìtu.

Vìta 19 (Vivianiho vìta). V rovnostranném trojúhelníku je hodnota souètu vzdále-

ností libovolného bodu od stran trojúhelníku konstantní, nezávislá na poloze bodu.

7. Jsou dány dvì rùznobì¾ky p, q a bod A mimo nì. Najdìte body B ∈ p, C ∈ q
tak, aby obvod trojúhelníku ABC byl minimální.

8. Øe¹te Fagnanùv problém: þDanému ostroúhlému trojúhelníku vepi¹te trojú-

helník o nejmen¹ím obvodu.ÿ

9. Sestrojte konvexní ètyøúhelník ABCD se stranami dané velikosti, je-li 7→ AC
osou vnitøního úhlu pøi vr
holu A.

10. Sestrojte ètvere
 ABCD, je-li dáno a+ e = 10cm.

11. Sestrojte obdélník ABCD, je-li dáno e = 7cm, a− b = 1cm.

12. Sestrojte li
hobì¾ník ABCD (AB‖CD), je-li dáno b = 3cm, c = 2.5cm, d =
2.6cm, α− β = 20◦.

13. Mas
heroniova konstruk
e. Je dána kru¾ni
e k(S; r); dále je dána dvìma

body A, B (body nele¾í na kru¾ni
i) její seèna p, která nepro
hází støedem S. Se-
strojte prùseèíky pøímky p s kru¾ni
í k, ani¾ pøitom pou¾ijete pravítka.

14. Doka¾te, ¾e body soumìrnì sdru¾ené s prùseèíkem vý¹ek podle stran trojúhel-

níka, le¾í na kru¾ni
i trojúhelníku opsané.

Osová soumìrnost - Úlohy na domá
í pøípravu

15. Doka¾te následují
í vìtu

Vìta 20. V ka¾dém trojúhelníku dìlí osa libovolného vnitøního úhlu protìj¹í stranu

v pomìru stran pøilehlý
h.

16. Napi¹te rovni
e osové soumìrnosti, zobrazují
í poèátek na bod [1, 5].
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17. Je dána pøímka p a dvì kru¾ni
e k1, k2 oddìlené pøímkou p. Sestrojte rovno-

stranný trojúhelník tak, aby na ka¾dé z kru¾ni
 k1, k2 byl jeden vr
hol a jedna z

vý¹ek le¾ela na pøím
e p.

18. Jsou dány tøi rùzné pøímky p1, p2, p3, pro
házejí
í bodem S; na pøím
e p1 je dán
bod A 6= S. Sestrojte trojúhelník ABC, jeho¾ osy vnitøní
h úhlù le¾í v pøímká
h p1,

p2, p3.

19. Jsou dány tøi pøímky o1, o2, o3 pro
házejí
í bodem O. Na o1 dán bod A1. Se-
strojte △ABC tak, aby o1, o2, o3 byly osami jeho stran a bod A1 støedem strany

BC.

20. Jsou dány body X, Y a pøímka p, která je oddìluje. Sestrojte rovnoramenný

trojúhelník ABC, jeho¾ hlavním vr
holem je bod C, osou soumìrnosti pøímka p a

jeho¾ ramena mají danou velikost a. Pøímka AC ne
h» pro
hází bodem X a pøímka

BC bodem Y.

21. Je dána pøímka p a body A, B, le¾í
í ve stejné polorovinì s hranièní pøímkou p.

Sestrojte bod X ∈ p tak, aby |∠AXp| = 2|∠BXp|.

22. Jsou dány body A, B, C a pøímka p kolmá k pøím
e AB tak, ¾e pro
hází bodem

C a body A, B le¾í v té¾e polorovinì urèené pøímkou p. Sestrojte na pøím
e p takový

bod X, aby z nìho byla vidìt úseèka AB pod stejným úhlem jako úseèka BC.

23. Obrazy støedu S kru¾ni
e opsané trojúhelníku ABC v osový
h soumìrnoste
h

podle pøímek BC, AC, AB jsou vr
holy trojúhelníku A1B1C1. Doka¾te, ¾e je tento
trojúhelník shodný s trojúhelníkem ABC.
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8.2 Otoèení

De�ni
e 20. Otoèení neboli rota
e je zobrazení urèené støedem S a orientova-

ným úhlem velikosti ϕ, které bodu S pøiøazuje tý¾ bod S a libovolnému bodu X 6= S

pøiøazuje bod X ′ tak, ¾e |X ′S| = |XS| a orientovaný úhel XSX ′ má velikost ϕ. Zob-
razení znaèíme R(S, ϕ), bod S se nazývá støed otoèení a orientovaný úhel velikosti

ϕ je úhel otoèení.

Obrázek 20: Otoèení R(S, α)

Shodnost, která není ani identitou ani osovou soumìrností, má nejvý¹e jeden samod-

ru¾ný bod

Vìta 21 (Alternativní de�ni
e otoèení). Shodnost s právì jedním samodru¾ným

bodem S je otoèením; bod S je støed otoèení.

PØÍKLAD 8.4. Odvoïte analyti
ké vyjádøení otoèení se støedem v poèátku sou-

øadni
ové soustavy o úhel α. Potom uka¾te, ¾e toto zobrazení má jediný samodru¾ný

bod - støed otoèení.

Øe¹ení: Postupujeme podle obrázku 21.

Obrázek 21: Otoèení R([0, 0], α)
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Rovni
e otoèení o úhel α kolem poèátku jsou

x′ = x cosα− y sinα

y′ = x sinα+ y cosα

Vìta 22. Slo¾ením dvou osový
h soumìrností s rùznobì¾nými osami vznikne otoèení,

jeho¾ støedem je prùseèík tì
hto os.

Vìta 23. Ka¾dé otoèení lze slo¾it ze dvou osový
h soumìrností, jeji
h¾ osy jsou

rùznobì¾ky pro
házejí
í støedem otoèení. Jednu z tì
hto os lze volit libovolnì tak, ¾e

pro
hází støedem otoèení. Druhá je touto volbou urèena jednoznaènì.

Vìta 24. Otoèení se støedem S a úhlem velikosti α pøevádí pøímku p v pøímku p′

rùznobì¾nou s p; pøitom dva vr
holové úhly, které p a p′ tvoøí, mají velikost α.

Analyti
ké vyjádøení otoèení (rota
e) R(S, α) v rovinì

Souøadni
e støedu: S = [s1, s2]

x′ = (x− s1) cosα− (y − s2) sinα + s1

y′ = (x− s1) sinα + (y − s2) cosα + s2

Po úpravì dostaneme:

x′ = x cosα− y sinα + s1 − s1 cosα + s2 sinα

y′ = x sinα + y cosα + s2 − s1 sinα− s2 cosα

PØÍKLAD 8.5. A�nní zobrazení euklidovské roviny na sebe zobrazuje vr
hol A

trojúhelníku ABC na bod B, bod B na bod C a bod C na bod A. Mù¾e to být zobra-

zení shodné? Jestli¾e ano, napi¹te jeho rovni
e vzhledem k vhodnì zvolené kartézské

soustavì souøadni
.

Cvièení { Otoèení

24. Jsou dány dvì shodné úseèky AB, CD. Urèete otoèeení, které zobrazí A na C
a B na D. [2℄

56



25. Je dána kru¾ni
e k(S; r) a bod P 6= S. Bodem P veïte pøímku, na které kru¾ni
e

vytíná úseèku dané velikosti d.

26. Jsou dány rùzné rovnobì¾né pøímky a, b, c a bod A, který le¾í na pøím
e a.

Sestrojte v¹e
hny rovnostranné trojúhelníky ABC, jeji
h¾ vr
holy B,C le¾í po øadì

na pøímká
h b, c.

27. Je dána kru¾ni
e k(S; 3cm) a bod A (|SA| = 1.5cm). Sestrojte v¹e
hny tìtivy

XY kru¾ni
e k o dél
e 5.5cm, které pro
házejí bodem A.

28. Je dána kru¾ni
e k(S; r), bod B a úseèka délky d (d < 2r). Sestrojte tìtivu XY

kru¾ni
e k délky d tak, aby byla vidìt z bodu B pod úhlem 60◦.

Otoèení - Úlohy na domá
í pøípravu

29. Jsou dány dvì rovnobì¾né pøímky a, b a mimo nì bod C. Sestrojte rovnostranný
trojúhelník ABC tak, aby jeho vr
holy A,B le¾ely po øadì na pøímká
h a, b.

30. Jsou dány kru¾ni
e k, pøímka p a bod A le¾í
í vnì k. Sestrojte rovnostranný

trojúhelník s vr
holem v bodì A tak, aby zbývají
í vr
holy le¾ely na k a na p.

31. Pøi odvalování kru¾ni
e po pøím
e se body soustavy spojené s kru¾ni
í pohybují

po trajektorií
h, kterým se øíká 
ykloidy. Rozli¹ujeme tøi typy 
ykloid, v závislosti

na tom, zda bod le¾í vnì, na nebo uvnitø kru¾ni
e. Zobrazte tyto køivky pomo
í

programu GeoGebra.
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8.3 Støedová soumìrnost

De�ni
e 21. Støedová soumìrnost se støedem S je shodné zobrazení, které bodu

S pøiøazuje tý¾ bod S a libovolnému bodu X 6= S pøiøazuje bod X ′ tak, ¾e bod S ′ je
støedem úseèky XX ′. Zobrazení znaèíme S(S).

Obrázek 22: Støedová soumìrnost S(S)

Poznámka. Støedovou soumìrnost mù¾eme 
hápat té¾ jako spe
iální pøípad rota
e

R(S, α) pro α = π, tj. S(S) = R(S, π).

Vlastnosti støedové soumìrnosti:

1) Lze ji rozlo¾it na dvì osové soumìrnosti, jeji
h¾ osy jsou navzájem kolmé a pro-


házejí støedem soumìrnosti S; jedna z os je volitelná.

2) Vznikne slo¾ením libovolný
h dvou osový
h soumìrností, jeji
h¾ osy jsou k sobì

kolmé (støed soumìrnosti S odpovídá prùseèíku tì
hto os).

3) Je jednoznaènì urèena svým støedem

4) Je to involutorní zobrazení (té¾ involu
e).

5) Støedová soumìrnost je pøímá shodnost.

6) Støedová soumìrnost má jediný samodru¾ný bod, støed S, a v¹e
hny smìry sa-

modru¾né.

Vìta 25. V soumìrnosti podle støedu S je obrazem ka¾dé pøímky pøímka s ní rov-

nobì¾ná. Pøímka, která pro
hází støedem S je samodru¾ná.

Analyti
ké vyjádøení støedové soumìrnosti S(S) v rovinì

Souøadni
e støedu: S = [s1, s2]

x′ = −x+ 2s1

y′ = −y + 2s2

Vìta 26. Ka¾dá shodnost v rovinì se dá slo¾it z nejvý¹e tøí osový
h soumìrností.
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Cvièení { Støedová soumìrnost

32. Je dána kru¾ni
e k(O; r) a pøímka p, která má od støedu O vzdálenost v > 0;
dále je dán bod S, který le¾í uvnitø poloroviny pO. Sestrojte úseèku se støedem S,

která má krajní body K, P po øadì na kru¾ni
i k a na pøím
e p.

33. Je dána kru¾ni
e k(S, r). Bodem P, který le¾í vnì kru¾ni
e k, veïte pøímku p,

která protíná kru¾ni
i v bode
h A, B tak, ¾e A je støedem úseèky BP.

34. Je dán úhel AV B a bod S jeho vnitøku. Sestrojte na rameni V A bod X a na

rameni V B bod Y tak, aby bod S byl støedem úseèky XY.

35. Je dána úseèka AA1 (|AA1| = 5cm). Sestrojte v¹e
hny trojúhelníky ABC, pro
které je AA1 tì¾ni
í ta a pro které platí: c = 4cm, b = 7cm.

36. Je dána úseèka AA1 (|AA1| = 5cm). Sestrojte v¹e
hny trojúhelníky ABC, pro
které je AA1 tì¾ni
í ta a pro které platí: γ = 45◦, β = 60◦.

37. Jsou dány dvì kru¾ni
e k1, k2, které se protínají ve dvou bode
h Q a R. Bodem
Q veïte pøímku, která vytíná na obou kru¾ni
í
h tìtivy stejné délky.

Støedová soumìrnost - Úlohy na domá
í pøípravu

38. Je dán trojúhelník ABC a jeho vnitøní bod M. Sestrojte v¹e
hny úseèky XY
se støedem M a s krajními body X, Y na hrani
i trojúhelníku.

39. Vepi¹te danému rovnobì¾níku ABCD ètvere
 XY UV tak, aby na ka¾dé stranì

rovnobì¾níku le¾el jeden vr
hol ètver
e.

40. Je dán úhel AV B a bod S jeho vnitøku. Sestrojte na rameni V A bod X a

na rameni V B bod Y tak, aby XY S byl rovnoramenný pravoúhlý trojúhelník s

pøeponou XY.

41. Je dána úseèka AA1; |AA1| = 4.5cm. Sestrojte v¹e
hny pravoúhlé trojúhelníky

ABC s pravým úhlem pøi vr
holu C, v ni
h¾ AA1 je tì¾ni
í ta a tb = 6cm.
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8.4 Posunutí

De�ni
e 22. Orientovanou úseèkou AB je dán vektor ~p =
−→
AB. Posunutí neboli

transla
e je zobrazení, které ka¾dému bodu X roviny pøiøazuje bod X ′ tak, ¾e platí−−→
XX ′ = ~p, tj. X ′ = X + ~p. Zobrazení znaèíme T (~p).

Obrázek 23: Posunutí T (~p)

Poznámka. Posunutí (transla
i) mù¾eme de�novat té¾ jako shodnost, která vznikne

slo¾ením dvou osový
h soumìrností s rovnobì¾nými a rùznými osami. Smìr posu-

nutí je potom kolmý na smìr tì
hto os a jeho velikost je rovna dvojnásobku jeji
h

vzdálenosti.

Vìta 27. Ka¾dou transla
i lze slo¾it ze dvou osový
h soumìrností s rovnobì¾nými

osami z ni
h¾ jednu lze volit libovolnì, kolmo na smìr transla
e a druhá je touto

volbou urèena jednoznaènì.

Vìta 28. Posunutí (transla
e) nemá ¾ádný samodru¾ný bod a zobrazuje pøímku do

pøímky s ní rovnobì¾né (tj. má v¹e
hny smìry samodru¾né).

Vìta 29. Ne
h» X ′ je obraz libovolného (promìnného) bodu X v dané transla
i

T. Pak v¹e
hny pøímky XX ′ jsou navzájem rovnobì¾né a v¹e
hny úseèky XX ′ jsou
navzájem shodné.

Analyti
ké vyjádøení posunutí T(~p) v rovinì

Rovni
e posunutí T (~p), kde ~p = (p1, p2):

x′ = x+ p1

y′ = y + p2

PØÍKLAD 8.6. Jaké zobrazení mù¾e být výsledkem skládání dvou posunutí?
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Cvièení { Posunutí

42. Jsou dány pøímka p a dvì nesoustøedné kru¾ni
e k1(S1, r1), k2(S2, r2). Veïte
pøímku rovnobì¾nou s pøímkou p tak, aby na ní kru¾ni
e k1, k2 vytínaly shodné

tìtivy.

43. Sestrojte ètyøúhelník ABCD, jeho¾ úhlopøíèky svírají pravý úhel, jsou-li dány

velikosti úhlopøíèek |AC| = e, |BD| = f a velikosti úhlù |∠ABC| = 90◦, |∠ADC| =
δ.

44. Sestrojte li
hobì¾ník, jsou-li dány velikosti jeho stran a, b, c, d.

45. Sestrojte ètyøúhelník ABCD, jsou-li dány velikosti jeho stran |AB| = a, |BC| =
b, |CD| = c, |DA| = d a od
hylka ω pøímek AD, BC.

46. Sestrojte rovnobì¾ník, jsou-li dány délky jeho stran a velikost úhlu jeho úhlo-

pøíèek.

47. Sestrojte li
hobì¾ník ABCD, jsou-li dány délky obou jeho základen a, c a obou
jeho úhlopøíèek e, f.

48. Jsou dány dvì rùznobì¾ky a, b a úseèka délky r. Sestrojte v¹e
hny kru¾ni
e k se

støedem na pøím
e a, polomìrem r, které na pøím
e b vytínají tìtivu délky r.
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8.5 Posunuté zr
adlení

PØÍKLAD 8.7. Je dána pøímka p a dva body A,B v té¾e polorovinì s hranièní

pøímkou p. Na pøím
e p sestrojte úseèku XY délky d tak, aby souèet |AX|+ |XY |+
|Y B| byl 
o nejmen¹í.

Víme, ¾e ka¾dá shodnost v rovinì se dá slo¾it z nejvý¹e tøí osový
h soumìrností.

V pøípade
h jedné a dvou osový
h soumìrností u¾ máme jasno - slo¾ením jedné osové

soumìrnosti mù¾e vzniknout samozøejmì jenom tato soumìrnost, slo¾ením dvou

osový
h soumìrností pak lze vytvoøit otoèení (rùznobì¾né osy), støedovou somìrnost

(kolmé osy), posunutí (rovnobì¾né osy) a identitu (dvì toto¾né osy). Ka¾dé z tì
hto

zobrazení je zároveò unikátní svou skladbou samodru¾ný
h bodù a smìrù

{ osová soumìrnost má pøímku samodru¾ný
h bodù a dva na sebe kolmé samodru¾né

smìry,

{ otoèení má jediný samodru¾ný bod a ¾ádný samodru¾ný smìr,

{ støedová soumìrnost má jediný samodru¾ný bod a v¹e
hny smìry samodru¾né,

{ identita má v¹e
hny body i smìry samodru¾né.

Pokud existuje nìjaké dal¹í shodné zobrazení, nemù¾e mít ¾ádný samodru¾ný bod

(jinak by to bylo otoèení, støedová soumìrnost, osová soumìrnost nebo identita).

Na¹ím úkolem je proto vy¹etøit, zda existuje shodné zobrazení bez samodru-

¾ný
h bodù, které vznikne slo¾ením tøí osový
h soumìrností.

Uká¾e se, ¾e takové zobrazení skuteènì existuje. Nazveme ho posunuté zr
adlení (té¾

posunutá soumìrnost).

De�ni
e 23. Je dána pøímka o. Zobrazení slo¾ené z posunutí ve smìru pøímky o a

osové soumìrnosti podle osy o se nazývá posunuté zr
adlení (té¾ posunutá soumìr-

nost).

Obrázek 24: Posunuté zr
adlení Z : X → X ′
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Vìta 30. Posunuté zr
adlení se dá slo¾it z osové a støedové soumìrnosti, pøièem¾

støed støedové soumìrnosti nele¾í na ose osové soumìrnosti.

Vìta 31. Posunuté zr
adlení nemá samodru¾né body.

PØÍKLAD 8.8. Ne
h» AB, A′B′ jsou rùznobì¾né a shodné úseèky. Doka¾te, ¾e

existuje posunuté zr
adlení nebo osová soumìrnost, které pøevádìjí body A, B po

øadì v body A′, B′.

Øe¹ení:

Obrázek 25: Posunuté zr
adlení Z : AB → A′B′

Analyti
ké vyjádøení posunutého zr
adlení

Obrázek 26: Posunuté zr
adlení Z : X → X ′

Posunuté zr
adlení dané osou soumìrnosti v ose x a vektorem posunutí ~p = (p1, 0)

(viz Obr. 26)

Z : x′ = x+ p1,

y′ = −y.
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Cvièení { Posunuté zr
adlení

49. Jsou dány dvì rùznobì¾ky a, b a na ni
h dva body A 6= B (A na a, B na b).
Urèete bod X na a a bod Y na b tak, aby platilo |AX| = |BY | a dále aby:

a) XY ‖p, kde p je daná pøímka; [1℄

b) XY = d, kde d je pøedem daná úseèka; [1℄


) støed úseèky XY le¾el na dané pøím
e q. [1℄
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9 Grupa shodností eukleidovského prostoru

9.1 Shodné zobrazení v rovinì

De�ni
e 24. Zobrazení v rovinì, které ka¾dým dvìma bodùm X, Y pøiøazuje body

X ′, Y ′ tak, ¾e
|X ′Y ′| = |XY |

se nazývá shodné zobrazení v rovinì (té¾ izometri
ké zobrazení).

Poznámka. Mù¾eme té¾ øí
i, ¾e shodné zobrazení za
hovává vzdálenost bodù, tj.

pro shodné zobrazení f : X −→ f(X) platí:

|f(X)f(Y )| = |XY |.
Vìta 32. Ka¾dé shodné zobrazení je prosté a a�nní.

Dal¹í vlastnosti shodný
h zobrazení:

1. Úseèka se zobrazí na úseèku.

2. Polopøímka se zobrazí na polopøímku.

3. Pøímka se zobrazí na pøímku.

4. Rovnobì¾ky se zobrazí na rovnobì¾ky.

5. Úhel se zobrazí na úhel s ním shodný.

6. Polorovina se zobrazí na polorovinu.

PØÍKLAD 9.1. V euklidovské rovinì E2 je zvolena kartézská soustava souøadni
.

Urèete, pro které hodnoty èísel a, b existuje shodné zobrazení roviny E2 do sebe,

zobrazují
í body [0, 0], [2, 1], [4, a] po øadì na body [1, 2], [3, 1], [5, b]? Je toto shodné

zobrazení urèeno jednoznaènì?

Z øe¹ení pøed
hozího pøíkladu vyplývá poznatek, ¾e pro jednoznaèné urèení shodnosti

v rovinì nesmí být pøíslu¹né troji
e bodù kolineární (tj. nesmí le¾et v pøím
e).

Vìta 33 (O urèenosti shodného zobrazení v rovinì 1). Shodné zobrazení v rovinì je

jednoznaènì urèeno libovolnými tøemi nekolineárními body K,L,M a tøemi nekoli-

neárními body K ′, L′,M ′, které jsou po øadì jeji
h obrazy.

Poznámka. Ji¾ víme, ¾e stejná vìta platí pro v¹e
hna a�nní zobrazení v rovinì (viz

vìta 2 o urèenosti a�nního zobrazení na str. 20 a vìta 3 o urèenosti a�nity v rovinì

na str. 25).
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9.2 Rovni
e shodnosti v rovinì

Ka¾dou a�nitu f v rovinì mù¾eme zapsat soustavou rovni


f : x′ = a11x + a12y + b1
y′ = a21x + a22y + b2,

(65)

kterou pøepí¹eme u¾itím mati
 do tvaru

f :

[

x′

y′

]

=

[

a11 a12
a21 a22

]

·
[

x
y

]

+

[

b1
b2

]

(66)

a struènì vyjádøíme rovni
í

f : X ′ = A ·X + B. (67)

Jak poznáme, ¾e a�nita (65) je shodností?

Je-li tato a�nita shodností, platí pro v¹e
hny dvoji
e bodùX[x1, x2], Y [y1, y2] a jeji
h
obrazy X ′[x′1, x

′
2], Y

′[y′1, y
′
2] vztah |X ′Y ′| = |XY |, z nìho¾ po dosazení souøadni


uvedený
h bodù dostaneme

√

(y′1 − x′1)
2 + (y′2 − x′2)

2 =
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2, (68)

po umo
nìní obou stran na druhou

(y′1 − x′1)
2 + (y′2 − x′2)

2 = (y1 − x1)
2 + (y2 − x2)

2. (69)

Nyní do levé strany (69) dosadíme z (65) (proto¾e se body X[x1, x2], Y [y1, y2] zob-
razují v daném poøadí na body X ′[x′1, x

′
2], Y

′[y′1, y
′
2], dosazujeme takto: x′1 = a11x1+

a12x2 + b1, x′2 = a21x1 + a22x2 + b2; y
′
1 = a11y1 + a12y2 + b1, y′2 = a21y1 + a22y2 + b2).

Dostaneme rovnost

(a11y1 + a12y2 − a11x1 − a12x2)
2 + (a21y1 + a22y2 − a21x1 + a22x2)

2
(70)

= (y1 − x1)
2 + (y2 − x2)

2,

kterou postupnì upravíme na tvar obsahují
í výrazy (y1 − x1) a (y2 − x2). Nejprve
vytkneme spoleèné koe�
ienty

[a11(y1 − x1) + a12(y2 − x2)]
2 + [a21(y1 − x1) + a22(y2 − x2)]

2
(71)

= (y1 − x1)
2 + (y2 − x2)

2,
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potom umo
níme závorky na levé stranì a zjednodu¹íme ji na tvar polynomu s pro-

mìnnými (y1 − x1) a (y2 − x2)

(a211 + a221)(y1 − x1)
2 + 2(a11a12 + a21a22)(y1 − x1)(y2 − x2) + (a212 + a222)(y2 − x2)

2

= (y1 − x1)
2 + (y2 − x2)

2. (72)

Nyní diskutujeme, za jaký
h podmínek je v (72) splnìna rovnost levé strany s pra-

vou stranou (vyu¾ijeme toho, ¾e dva polynomy jsou si rovny pro v¹e
hny hodnoty

z pøíslu¹ného oboru právì tehdy, kdy¾ se rovnají koe�
ienty u sobì odpovídají
í
h

èlenù). Zjistíme tak, ¾e rovnost |X ′Y ′| = |XY | nastává právì tehdy, kdy¾ jsou pro

prvky mati
e A (tj. koe�
ienty soustavy (65)) splnìny vztahy

a211 + a221 = 1,

a212 + a222 = 1, (73)

a11a12 + a21a22 = 0,

které lze struènì vyjádøit rovností

[

a11 a21
a12 a22

]

·
[

a11 a12
a21 a22

]

=

[

1 0
0 1

]

. (74)

Odpovìï na vý¹e uvedenou otázku je tedy taková, ¾e rovni
e (65) je rovni
í

shodnosti, právì kdy¾ platí

AT · A = E, (75)

kde E je jednotková mati
e, jinak øeèeno, kdy¾ je mati
e A ortonormální.

Poznámky.

1. Platí AT · A = E. Potom je ale AT = A−1 a platí tedy i rovnost A · AT = E.

2. Zobrazení, pro která platí | detA| = 1 nazýváme ekvia�nní zobrazení, struènì

ekvia�nity. Je zøejmé, ¾e ka¾dá shodnost je ekvia�nita. Platí toto tvrzení i obrá-


enì? Mù¾eme øí
i, ¾e ka¾dá ekvia�nita je shodností?

3. Je tøeba si uvìdomit, ¾e pøi shodném zobrazení mezi euklidovskými prostory

rùzný
h dimenzí není mati
e A ètver
ová. Potom vý¹e uvedené úvahy o inverzní

mati
i nemají smysl a v platnosti zùstává pouze pùvodní podmínka AT · A = E.
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9.3 Analyti
ká vyjádøení shodný
h zobrazení v E2

Osová soumìrnost

Osová soumìrnost O(o) podle osy o s obe
nou rovni
í o : ax + by + c = 0:

x′ = x− 2a

a2 + b2
(ax + by + c)

y′ = y − 2b

a2 + b2
(ax + by + c)

PØÍKLAD 9.2. V eukleidovské rovinì je dána soumìrnost podle pøímky p : 3x−
4y + 1 = 0. Napi¹te rovni
e této soumìrnosti.

PØÍKLAD 9.3. Napi¹te rovni
e soumìrnosti podle pøímky o : 2x− 3y + 1 = 0.

PØÍKLAD 9.4. Napi¹te rovni
e osové soumìrnosti, zobrazují
í poèátek na bod

[1, 5].

Otoèení

Otoèení (rota
e) R(S, α) se støedem S = [s1, s2]:

x′ = (x− s1) cosα− (y − s2) sinα + s1

y′ = (x− s1) sinα + (y − s2) cosα + s2

Po úpravì:

x′ = x cosα− y sinα + s1 − s1 cosα + s2 sinα

y′ = x sinα + y cosα + s2 − s1 sinα− s2 cosα

PØÍKLAD 9.5. Napi¹te rovni
e otoèení se støedem S[1,−2] o úhel α = 60◦.

Støedová soumìrnost

Støedová soumìrnost S(S) se støedem S = [s1, s2]:

x′ = −x+ 2s1

y′ = −y + 2s2

PØÍKLAD 9.6. Napi¹te rovni
e støedové soumìrnosti S(S) se støedem S[−2, 3].
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Posunutí

Posunutí (transla
e) T(~p) urèené vektorem ~p = [p1, p2]:

x′ = x+ p1

y′ = y + p2

PØÍKLAD 9.7. Napi¹te rovni
e posunutí, které je urèeno vzorem A = [−1, 3]
a jeho obrazem A′ = [4, 2].

Posunuté zr
adlení

Posunuté zr
adlení s osou v souøadni
ové ose x:

x′ = x+ p

y′ = −y

9.4 Analyti
ká vyjádøení vybraný
h shodný
h zobrazení v E3

Posunutí

Posunutí urèené vektorem ~p = (p1, p2, p3):

x′ = x+ p1

y′ = y + p2

z′ = z + p3.

Otoèení

Otoèení o úhel α kolem osy z:

x′ = x cosα− y sinα

y′ = x sinα+ y cosα

z′ = z.

Støedová soumìrnost

Soumìrnost podle poèátku O = (0, 0, 0):

x′ = −x
y′ = −y
z′ = −z.
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Osová soumìrnost

Soumìrnost podle osy z:

x′ = −x
y′ = −y
z′ = z.

Rovinová soumìrnost

Soumìrnost podle roviny (x, y):

x′ = x

y′ = y

z′ = −z.

©roubový pohyb

©roubový pohyb (torze) s parametrem (redukovanou vý¹kou závitu) v0 a s osou v

ose z:

x′ = x cosα− y sinα

y′ = x sinα+ y cosα

z′ = z + v0α.

9.5 Skládání shodný
h zobrazení

(a) Pøímou shodnost lze rozlo¾it v sudý poèet osový
h soumìrností, nepøímou shod-

nost v li
hý poèet osový
h soumìrností.

(b) Slo¾íme-li dvì shodnosti pøímé nebo dvì shodnosti nepøímé, dostaneme shodnost

pøímou; slo¾íme-li shodnost pøímou a nepøímou, vznikne shodnost nepøímá.

9.6 Grupa shodností v rovinì

Poznatky získané øe¹ením vý¹e uvedený
h pøíkladù nasvìdèují tomu, ¾e mno¾ina

shodností v rovinì spolu s opera
í skládání zobrazení tvoøí grupu. Nìkteré podm-

no¾iny mno¾iny shodností naví
 tvoøí spolu s opera
í skládání zobrazení podgrupy.
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PØÍKLAD 9.8. Ovìøte následují
í tvrzení:

(a) V¹e
hny shodnosti v rovinì tvoøí grupu GS.

(b) V¹e
hny pøímé shodnosti tvoøí podgrupu G′S grupy GS.

(
) Mno¾ina v¹e
h transla
í doplnìná identitou, tvoøí grupu, která je podgrupou

grupy pøímý
h shodností.

(d) Mno¾ina v¹e
h transla
í a støedový
h soumìrností, doplnìná identitou, tvoøí pod-

grupu grupy G′S.

PØÍKLAD 9.9. Trojúhelník ABC byl pøeveden otoèením daného smyslu se støe-

dem S a úhlem velikosti ω = 120◦ v trojúhelník A1B1C1, který byl dále pøeveden

posunutím T (A1 → A2) v trojúhelník A2B2C2. Urèete otoèení, které pøevádí pøímo

△ABC v △A2B2C2.

PØÍKLAD 9.10. Je dán rovnostranný trojúhelník ABC. Najdìte v¹e
hny shod-

nosti, které pøevádìjí tento trojúhelník do nìho samého. Zkoumejte vlastnosti mno¾iny

tì
hto shodností spolu s opera
í skládání shodností.
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9.7 Klasi�ka
e shodností roviny

Cílem klasi�ka
e shodností v rovinì (obe
nì a�nní
h zobrazení v prostoru An) je

získat úplný (vyèerpávají
í) pøehled tì
hto zobrazení a jeji
h analyti
ký
h vyjádøení.

Postupujeme od obe
né podoby rovni
e zobrazení. Z té analýzou v¹e
h mo¾ný
h

kon�gura
í samodru¾ný
h bodù a smìrù, které toto zobrazení pøipou¹tí, dostaneme

úplný pøehled v¹e
h jeho variant.

My¹lenka úplné klasi�ka
e shodností: Klasi�ka
e shodností roviny je zalo¾ena

na zkoumání mo¾ný
h samodru¾ný
h bodù a smìrù zobrazení, které je dáno rovni
í

(soustavou lineární
h rovni
)

f : X ′ = A ·X + B. (76)

Tento postup si nejprve ilustrujeme øe¹ením následují
ího pøíkladu, poté provedeme

obe
nou klasi�ka
i shodností roviny E2, viz str. 76, a trojrozmìrného prostoru E3,

viz str. 81.

PØÍKLAD 9.11. Zjistìte, zda existuje shodnost E2, pøi které se bod K = [10; 0]
zobrazí na poèátek K ′ = [0; 0] a bod L = [25; 20] na bod L′ = [0; 25]. V kladném

pøípadì napi¹te rovni
e tohoto zobrazení a najdìte jeho samodru¾né body.

Ne¾ zaèneme aplikovat ní¾e uvedený postup, stojí za to si u takový
hto úloh ovìøit,

zda je vùbe
 splnìna de�ni
e shodného zobrazení, tj. zda |K ′L′| = |KL|.

Øe¹ení v programu wxMaxima:

De�nujeme obe
nou podobu mati
 A, B z rovni
e (76).

(%i30) A:matrix([a11,a12℄,[a21,a22℄); b:matrix([b1℄,[b2℄);

(%o30)

(

a11 a12
a21 a22

)

(%o31)

(

b1

b2

)

Do rovni
e (76) dosadíme dané body a jeji
h obrazy, dostaneme dvoji
e rovni
 s1 a

s2. Tøetí skupinu rovni
 s3 dostaneme z podmínky AT · A− I = 0.

(%i32) s1:A.[10,0℄+b-[0,0℄; s2:A.[25,20℄+b-[0,25℄;

s3:transpose(A).A-ident(2);

(%o32)

(

b1 + 10 a11
b2 + 10 a21

)
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(%o33)

(

b1 + 20 a12 + 25 a11

b2 + 20 a22 + 25 a21− 25

)

(%o34)

(

a212 + a112 − 1 a21 a22 + a11 a12

a21 a22 + a11 a12 a222 + a122 − 1

)

Dohromady tak máme soustavu sedmi rovni
 o ¹esti naznámý
h a11, a12, a21,

a22, b1, b2.

(%i35) rov:[s1[1,1℄,s1[2,1℄,s2[1,1℄,s2[2,1℄,s3[1,1℄,s3[1,2℄,s3[2,2℄℄;

(%o35) [b1+10 a11, b2+10 a21, b1+20 a12+25 a11, b2+20 a22+25 a21−25, a212+

a112 − 1, a21 a22 + a11 a12, a222 + a122 − 1]

Soustavu má dvì øe¹ení (nejedná se o soustavu lineární
h rovni
, proto mù¾e mít

dvì øe¹ení).

(%i36) res:solve(rov,[a11,a12,a21,a22,b1,b2℄);

(%o36) [[a11 =
4

5
, a12 = −3

5
, a21 =

3

5
, a22 =

4

5
, b1 = −8, b2 = −6], [a11 =

−4
5
, a12 =

3

5
, a21 =

3

5
, a22 =

4

5
, b1 = 8, b2 = −6]]

Dvìma øe¹ením odpovídají dvì rùzné shodnosti. Zjistili jsme tedy, ¾e existují dvì

shodnosti, které pøevádìjí body K,L na body K ′, L′ (
o¾ se, vzhledem ke vìtì o

urèenosti shodného (a�nního) zobrazení dalo èekat). Pokraèujeme v øe¹ení úlohy

pro ka¾dou z tì
hto shodností zvlá¹». Nejprve si pøipravíme mati
i RovTr pro zápis

rovni
 uva¾ovaný
h shodností (není nutnou souèástí postupu øe¹ení, jedná se jenom

o usnadnìní vizuální prezenta
e rovni
 v programu).

(%i37) RovTr:matrix([x1=a11*x+a12*y+b1℄,[y1=a21*x+a22*y+b2℄);

(%o37)

(

x1 = a12 y + a11 x+ b1
y1 = a22 y + a21 x+ b2

)

I. Shodnost daná rovni
emi

x1 =
4 x

5
− 3 y

5
− 8

y1 =
3 x

5
+

4 y

5
− 6

De�nujeme mati
e A1, B1 tohoto zobrazení a zapí¹eme jeho rovni
e.
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(%i38) A1:ev(A,res[1℄); B1:ev(b,res[1℄);

(%o38)

(

4
5 −3

5
3
5

4
5

)

(%o39)

(

−8
−6

)

(%i40) R1:ev(RovTr,res[1℄);

(%o40)

(

x1 = −3 y
5
+ 4 x

5
− 8

y1 = 4 y
5 + 3 x

5 − 6

)

Samodru¾né body najdeme øe¹ením rovni
e X = A ·X + B, pro snaz¹í zpra
ování

programem pøepsané do tvaru A ·X +B −X = 0.

(%i41) RovSB1:A1.[x,y℄+B1-[x,y℄; solve([RovSB1[1,1℄,RovSB1[2,1℄℄,[x,y℄);

(%o41)

(

−3 y
5
− x

5
− 8

−y
5 +

3 x
5 − 6

)

(%o42) [[x = 5, y = −15]]
Uva¾ované shodné zobrazení má tedy jediný samodru¾ný bod S = [5,−15].

Pro urèení samodru¾ný
h smìrù øe¹íme 
harakteristi
kou rovni
i (64) homomor�smu

aso
iovaného s daným shodným zobrazením.

(%i43) CharA1:A1-%lambda*ident(2);

CharR1:expand(determinant(CharA1))=0;

solve(CharR1,%lambda);

(%o43)

(

4
5 − λ −3

5
3
5

4
5 − λ

)

(%o44) λ2 − 8 λ

5
+ 1 = 0

(%o45) [λ = −3 i− 4

5
, λ =

3 i+ 4

5
]

Charakteristi
ká rovni
e nemá reálné koøeny. To znamená, ¾e uva¾ované shodné

zobrazení nemá samodru¾né smìry.

Proto¾e uva¾ované zobrazení má právì jeden samodru¾ný bod a nemá ¾ádný samod-

ru¾ný smìr, jedná se o OTOÈENÍ.
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II. Shodnost daná rovni
emi

x1 = −4 x
5

+
3 x

5
+ 8

y1 =
3 x

5
+

4 z

5
− 6

De�nujeme mati
e A2, B2 tohoto zobrazení a zapí¹eme jeho rovni
e.

(%i46) A2:ev(A,res[2℄); B2:ev(b,res[2℄);

(%o46)

(

−4
5

3
5

3
5

4
5

)

(%o47)

(

8

−6

)

(%i48) R2:ev(RovTr,res[2℄);

(%o48)

(

x1 = 3 y
5 − 4 x

5 + 8

y1 = 4 y
5 + 3 x

5 − 6

)

Samodru¾né body najdeme øe¹ením rovni
e X = A ·X + B, pro snaz¹í zpra
ování

programem pøepsané do tvaru A ·X +B −X = 0.

(%i49) RovSB2:A2.[x,y℄+B2-[x,y℄; solve([RovSB2[1,1℄,RovSB2[2,1℄℄,[x,y℄);

(%o49)

( 3 y
5 − 9 x

5 + 8
−y

5 +
3 x
5 − 6

)

(%o50) []

Uva¾ované shodné zobrazení tedy nemá ¾ádný samodru¾ný bod.

Pro urèení samodru¾ný
h smìrù øe¹íme 
harakteristi
kou rovni
i (64) homomor�smu

aso
iovaného s daným shodným zobrazením.

(%i51) CharA2:A2-%lambda*ident(2);

CharR2:expand(determinant(CharA2))=0;

solve(CharR2,%lambda);

(%o51)

(

−λ− 4
5

3
5

3
5

4
5 − λ

)

(%o52) λ2 − 1 = 0

(%o53) [λ = −1, λ = 1]
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Charakteristi
ká rovni
e má dva reálné koøeny (vlastní èísla). Ka¾dému z ni
h od-

povídá jeden vlastní (
harakteristi
ký) vektor urèují
í samodru¾ný smìr. Postupnì

dosadíme získaná vlastní èísla λ do soustavy (její mati
e) (63) a øe¹íme.

(%i54) RovSS2:A2.[u,v℄-[%lambda*u,%lambda*v℄;

(%o54)

(

3 v
5 − λu− 4 u

5

−λ v + 4 v
5
+ 3 u

5

)

(%i55) RovSS21:ev(RovSS2,%lambda=-1);

solve([RovSS21[1,1℄,RovSS21[2,1℄℄,[u,v℄);

(%o55)

(

3 v
5 + u

5
9 v
5 + 3 u

5

)

solve : dependentequationseliminated : (2)

(%o56) [[u = −3%r3, v = %r3]]

První samodru¾ný smìr je urèen vektorem ~u1 = (−3, 1).

(%i57) RovSS22:ev(RovSS2,%lambda=1);

solve([RovSS22[1,1℄,RovSS22[2,1℄℄,[u,v℄);

(%o57)

(

3 v
5 − 9 u

5
3 u
5 − v

5

)

solve : dependentequationseliminated : (2)

(%o58) [[u =
%r4

3
, v = %r4]]

Druhý samodru¾ný smìr je urèen vektorem ~u2 = (1, 3).

Proto¾e uva¾ované zobrazení nemá ¾ádný samodru¾ný bod a má dva (na sebe kolmé)

samodru¾né smìry, jedná se o POSUNUTÉ ZRCADLENÍ.

Klasi�ka
e shodností roviny

Z podmínky AT · A = E plyne, ¾e a�nní zobrazení urèené rovni
emi

x′ = a11x + a12y + b1
y′ = a21x + a22y + b2,

je shodností právì tehdy, kdy¾ platí následují
í rovnosti:

a211 + a221 = a212 + a222 = 1

a11a12 + a21a22 = a12a11 + a22a21 = 0
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Potom je zøejmé, ¾e existuje úhel α ∈ 〈0◦; 360◦) takový, ¾e lze napsat

a11 = cosα,

a21 = sinα,

a12 cosα + a22 sinα = 0,

a22 = ε cosα,

a12 = −ε sinα, kde ε = ±1.

Hodnota ε urèuje, zda se jedná o shodnost pøímou (ε = 1) nebo nepøímou (ε = −1).

I. Pøímé shodnosti

Ka¾dou pøímou shodnost v rovinì mù¾eme vyjádøit rovni
emi ve tvaru

x′1 = x1 cosα − x2 sinα + b1
x′2 = x1 sinα + x2 cosα + b2

.

Samodru¾né body

Samodru¾né body pøímé shodnosti jsou øe¹ením soustavy rovni


x1(1− cosα) + x2 sinα = b1
−x1 sinα+ x2(1− cosα) = b2.

(77)

Nejprve nás bude zajímat pøímá shodnost v rovinì, která má právì jeden samodru-

¾ný bod. Soustava (77) má právì jedno øe¹ení, pokud je regulární, tj. pokud pro její

determinant platí

∣

∣

∣

∣

(1− cosα), sinα
− sinα, (1− cosα)

∣

∣

∣

∣

6= 0.

Po úpravì dostaneme

2(1− cosα) 6= 0,


o¾ vede k podmín
e

cosα 6= 1.

Tak dostáváme
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1) OTOÈENÍ (ROTACI).

Staèí volit poèátek soustavy souøadné v onom jediném samodru¾ném bodì a dosta-

neme známé vyjádøení rota
e kolem poèátku o úhel α:

x′1 = x1 cosα− x2 sinα

x′2 = x1 sinα + x2 cosα

Samodru¾né smìry

Samodru¾né smìry (tj. vektory tì
hto smìrù) pøímé shodnosti jsou netriviálním

øe¹ením soustavy homogenní
h rovni


u1(λ− cosα) + u2 sinα = 0
−u1 sinα + u2(λ− cosα) = 0.

(78)

Ta má netriviální (tj. nekoneènì mnoho) øe¹ení právì tehdy, kdy¾ je splnìna 
ha-

rakteristi
ká rovni
e pøímé shodnosti v rovinì

∣

∣

∣

∣

(λ− cosα), sinα
− sinα, (λ− cosα)

∣

∣

∣

∣

= 0. (79)

Úpravou (79) dostaneme rovni
i

(λ− cosα)2 + sin2 α = 0,

která je splnìna za pøedpokladu, ¾e sinα = 0 a zároveò cosα = 1 = λ nebo cosα =
−1 = λ. Pro cosα = −1 tak dostáváme

2) STØEDOVOU SOUMÌRNOST

s analyti
kým vyjádøením

x′1 = −x1 + b1
x′2 = −x2 + b2.

Za podmínky, ¾e cosα = 1 dostaneme, pro b1 = b2 = 0,

3) IDENTITU

x′1 = x1

x′2 = x2

a pro b1 6= 0 ∨ b2 6= 0 dostáváme

4) POSUNUTÍ

x′1 = x1 + b1
x′2 = x2 + b2.
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II. Nepøímé shodnosti

Ka¾dou nepøímou shodnost v rovinì mù¾eme vyjádøit rovni
emi ve tvaru

x′1 = x1 cosα + x2 sinα + b1
x′2 = x1 sinα − x2 cosα + b2.

Samodru¾né smìry

K vy¹etøení nepøímý
h shodností pou¾ijeme samodru¾né smìry. Øe¹ením 
harakte-

risti
ké rovni
e

∣

∣

∣

∣

(λ− cosα), − sinα

− sinα, (λ+ cosα)

∣

∣

∣

∣

= 0, (80)

dostaneme podmínku

λ = ±1,
která odpovídá tomu, ¾e uva¾ované zobrazení má dva navzájem kolmé samodru¾né

smìry. Jeden, pro λ = 1, se za
hovává, druhý, pro λ = −1, se mìní v opaèný. Volme

soustavu souøadnou tak, aby osa x mìla smìr odpovídají
í λ = 1. Smìr osy y pak

zøejmì odpovídá λ = −1. Potom je nepøímá shodnost popsána rovni
emi

x′1 = x1 + b1
x′2 = −x2 + b2.

Pokud je b1 = 0, má uva¾ované zobrazení pøímku samodru¾ný
h bodù a jedná

se tedy o

5) OSOVOU SOUMÌRNOST

x′1 = x1

x′2 = −x2 + b2.

Pokud je ale b1 6= 0, má pouze samodru¾nou pøímku a jedná se o

6) POSUNUTÉ ZRCADLENÍ.

9.8 Cvièení { Shodnosti v rovinì

50. Urèete parametr s tak, aby existovala shodnost roviny zobrazují
í body [0, 0], [3, 4]

po øadì na body [5, 0], [9, s]. Napi¹te rovni
e tohoto zobrazení a souøadni
e obrazu

bodu [5, 0]. [2℄

51. Urèete a, b, 
 tak, aby rovni
e x′ =
3

4
x+ by+1, y′ = ax+ cy− 1 vyjadøovaly

shodnost. [3℄
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52. Shodné zobrazení euklidovské roviny do euklidovského prostoru je dáno vzhle-

dem ke kartézským soustavám souøadni
 rovni
emi

a) x′ = x+
1

2
y + 1, y′ = ax+

1

2
y − 1, z′ = bx+ cy + 3,

b) x′ = x+ by − 2, y′ =
1

2
y + 1, z′ = ax+ cy − 3.

Urèete koe�
ienty a, b, c.

53. Najdìte souøadni
e obrazu bodu B = [1, 2] v otoèení v E2 kolem støedu S =

[3,−4] o úhel α = 420◦. Napi¹te rovni
e této shodnosti.

54. Urèete p, q tak, aby existovala shodnost zobrazují
í body [3, 0], [1, 2], [−1,−1] po
øadì na body [1, 4], [p, 2], [2, q]. Najdìte samodru¾né body a smìry tohoto zobrazení.

55. Napi¹te rovni
e støedové soumìrnosti v E2 podle støedu S = [−4, 5].

56. Napi¹te rovni
e shodnosti roviny E2, která vznikne slo¾ením tøí osový
h sou-

mìrností s osami o rovni
í
h: x = 0, y = 0, x− 2y = 0.

57. Rota
e kolem bodu S = [2; 1] v E2 zobrazuje bod A = [1; 1] na bod A′. Najdìte
souøadni
e bodu A′, jestli¾e pro úhel rota
e α platí α = 2

3π.

58. Najdìte souøadni
e støedu a úhel rota
e, která je dána rovni
emi: x′ = 3
5x −

4
5y + 1, y′ = 4

5x+ 3
5y − 2.

59. Najdìte rovni
e obrazu pøímky p v rota
i v E2 kolem støedu S = [−2; 1] o úhel

α = π
6 , jestli¾e p : x− y + 1 = 0.
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9.9 Klasi�ka
e shodností prostoru E3

Vìta 34. Ka¾dé shodné zobrazení v prostoru E3 lze slo¾it z nejvý¹e ètyø rovinový
h

soumìrností.

Nìkterá shodná zobrazení v prostoru:

• Otoèení kolem osy

• Posunutí

• Osová soumìrnost

• Støedová soumìrnost

• ©roubový pohyb (torze)

Postup klasi�ka
e shodností v trojrozmìrném prostoru lze neèekanì zjednodu¹it.

Vhodné umístìní soustavy souøadni
 nám dovolí vyu¾ívat poznatky z klasi�ka
e

shodností v rovinì.

Ka¾dé shodné zobrazení f v prostoru mù¾eme zapsat soustavou rovni


f : x′1 = a11x1 + a12x2 + a13x3 + b1
x′2 = a21x1 + a22x2 + a23x3 + b2
x′3 = a31x1 + a32x2 + a33x3 + b3,

kterou lze u¾itím mati
 pøepsat do tvaru

f :





x′1
x′2
x′3



 =





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



 ·





x1

x2

x3



 +





b1
b2
b3





a pak struènì vyjádøit rovni
í

f : X ′ = A ·X + B. (81)

Stejnì jako v rovinì i v prostoru platí, ¾e (81) je shodností právì tehdy, kdy¾ je

AT · A = E, (82)

Dùle¾itou skuteèností je, ¾e 
harakteristi
ká rovni
e tohoto zobrazení, která se dá

struènì zapsat ve tvaru

det (A− λE) = 0, (83)
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kde E je jednotková mati
e, je algebrai
kou rovni
í tøetího stupnì vzhledem k

neznámé λ. Vzhledem k tomu, ¾e imaginární koøeny se vyskytují v¾dy ve dvoji
í
h

(navzájem komplexnì sdru¾ený
h èísel), má algebrai
ká rovni
e tøetího stupnì v¾dy

alespoò jeden koøen reálný. V pøípadì rovni
e (83) ho oznaème λ0. Shodnost v E3

má tak v¾dy alespoò jeden samodru¾ný smìr ~u; ~u′ = λ0~u. V pøípadì shodností

se za
hovává velikost vektoru, tj. platí ||~u′|| = ||λ0~u|| = ||~u||. Potom je zøejmé, ¾e

hodnota λ0 bude 1 nebo −1. Pøedpokládejme, ¾e vektor ~u je jednotkový a volme

soustavu souøadnou tak, aby mìla osa z smìr tohoto vektoru. Pøi takto zvolené

soustavì souøadné se rovni
e shodnosti zjednodu¹í na tvar

x′1 = a11x1 + a12x2 + b1
x′2 = a21x1 + a22x2 + b2
x′3 = ± x3 + b3.

Potom je po¾adavek, aby byla mati
e tohoto zobrazení





a11 a12 0
a21 a22 0

0 0 ±1





ortonormální, splnìn právì tehdy, kdy¾ je ortonormální mati
e

[

a11 a12
a21 a22

]

.

To je ale úloha, kterou jsme øe¹ili pøi klasi�ka
i shodností v rovinì. Víme tedy, ¾e pøi

vhodné volbì os x, y pøipadají v úvahu následují
í mo¾nosti, jak mù¾e tato mati
e

vypadat:

[

1 0
0 1

]

,

[

−1 0
0 −1

]

,

[

1 0
0 −1

]

,

[

cosα − sinα
sinα cosα

]

; pro sinα 6= 0.

Ke ka¾dé z tì
hto mati
 existují dvì soustavy rovni
 (proto¾e uva¾ujeme ±z). Po-
souzením mno¾in samodru¾ný
h bodù pøíslu¹ný
h zobrazení a vhodnými volbami

soustavy souøadné se dobereme k výsledné klasi�ka
i:

1) IDENTITA (b1 = b2 = b3 = 0) nebo POSUNUTÍ

x′1 = x1 + b1
x′2 = x2 + b2
x′3 = x3 + b3.

2) SOUMÌRNOST PODLE ROVINY (b1 = b2 = 0) nebo
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SOUMÌRNOST PODLE ROVINY slo¾ená s POSUNUTÍM podél této roviny

x′1 = x1 + b1
x′2 = x2 + b2
x′3 = −x3 + b3.

3) SOUMÌRNOST PODLE OSY rovnobì¾né se z (b3 = 0) nebo

SOUMÌRNOST PODLE OSY rovnobì¾né se z slo¾ená s POSUNUTÍM podél této

osy

x′1 = −x1 + b1
x′2 = −x2 + b2
x′3 = x3 + b3.

4) STØEDOVÁ SOUMÌRNOST

x′1 = −x1 + b1
x′2 = −x2 + b2
x′3 = −x3 + b3.

5) OTOÈENÍ kolem osy rovnobì¾né se z (b3 = 0) nebo

OTOÈENÍ kolem osy rovnobì¾né se z slo¾ené s POSUNUTÍM podél této osy

x′1 = x1 cosα − x2 sinα + b1
x′2 = x1 sinα + x2 cosα + b2
x′3 = x3 + b3.

6) OTOÈENÍ kolem osy rovnobì¾né se z slo¾ené se SOUMÌRNOSTÍ podle roviny

kolmé k této ose

x′1 = x1 cosα − x2 sinα + b1
x′2 = x1 sinα + x2 cosα + b2
x′3 = −x3 + b3.

Poznámky.

1.Ka¾dá pøímá shodnost v prostoru se dá slo¾it z otoèení kolem pøímky a posu-

nutí podél této pøímky. Potom mù¾eme øí
i, ¾e ka¾dá dvì shodná tìlesa v prostoru

mù¾eme ztoto¾nit posunutím, otoèením nebo ¹roubovým pohybem.

2.Nepøímá shodnost se dostane z pøímé pøidáním soumìrnosti podle roviny.
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9.10 Cvièení { Shodnosti prostoru E3

60. Ovìøte, ¾e rovni
emi

x′ =
1

3
x− 2

3
y +

2

3
z +

2

3

y′ =
2

3
x− 1

3
y − 2

3
z − 2

3

z′ = −2
3
x− 2

3
y − 1

3
z +

2

3

je dáno shodné zobrazení E3 na sebe, najdìte jeho samodru¾né body a smìry.

61. Napi¹te rovni
e posunutí v E3, v nìm¾ se bod M = [−2, 3, 1] zobrazí na bod

M ′ = [5, 0,−4]. Najdìte souøadni
e obrazu bodu A = [1, 1, 1] v tomto posunutí.

9.11 Shodná zobrazení v prostoru En

Vìta 35. Ke ka¾dé shodnosti f v En existuje k soumìrností podle nadrovin tak, ¾e

f je jeji
h slo¾ením, k < n+ 2.
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10 Grupa podobností eukleidovského prostoru

10.1 Podobné zobrazení

De�ni
e 25. Zobrazení f euklidovského prostoru E do euklidovského prostoru E ′ se
nazývá podobné zobrazení, jestli¾e existuje kladné reálné èíslo k tak, ¾e pro ka¾dé

dva body X, Y prostoru E platí:

|f(X)f(Y )| = k|XY |. (84)

Èíslo k se nazývá koe�
ient podobného zobrazení f.

Poznámka. Podobnosti s koe�
ientem k 6= 1 nazýváme vlastní podobnosti.

PØÍKLAD 10.1. Napi¹te rovni
e pro zobrazení v rovinì, které ka¾dý útvar otoèí

kolem poèátku o úhel α a dvakrát zvìt¹í, viz Obr. 27.

Obrázek 27: Podobné zobrazení v rovinì

Vìta 36. Ka¾dé podobné zobrazení euklidovského prostoru E do euklidovského pro-

storu E ′ lze slo¾it ze stejnolehlosti prostoru E a shodného zobrazení E do

E ′.

Vìta 37. Ka¾dé podobné zobrazení je a�nní.

Proto¾e podobná zobrazení jsou a�nními zobrazeními, platí pro nì také vìta o urèe-

nosti. Samozøejmì v podobì, která koresponduje s de�ni
í podobného zobrazení.

Vìta 38 (O urèenosti podobného zobrazení). Ne
h» jsou P0, P1, ..., Pn lineárnì ne-

závislé body n-rozmìrného euklidovského prostoru En a P ′0, P
′
1, ..., P

′
n body euklidov-

ského prostoru E ′. A�nní zobrazení prostoru En do prostoru E ′, které zobrazuje bod
Pi na bod P ′i pro i = 0, 1, ..., n je právì tehdy podobné, existuje-li èíslo k > 0 tak, ¾e

pro v¹e
hny dvoji
e i, j = 0, 1, ..., n platí |P ′iP ′j| = k|PiPj|.

Poznámka. Body prohlásíme ze lineárnì nezávislé tehdy, kdy¾ jimi urèené vektory

jsou lineárnì nezávislé.
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PØÍKLAD 10.2. Formulujte þvìtu o urèenosti podobného zobrazeníÿ pro rovinu,

tj. eukleidovský prostor E2.

PØÍKLAD 10.3. V euklidovské rovinì je dán ètvere
 ABCD se støedem S. Exis-

tuje právì jedno podobné zobrazení roviny ètver
e do sebe, pøi kterém se body A,B, S
zobrazí po øadì na body D,B,C. Rozlo¾te toto podobné zobrazení na stejnolehlost a

shodné zobrazení.

PØÍKLAD 10.4. Uka¾te, ¾e ka¾dé dvì paraboly jsou podobné, tzn. ¾e existuje

podobné zobrazení roviny jedné paraboly na rovinu druhé paraboly, pøi kterém se

jedna parabola zobrazí na druhou.

Vìta 39. Ka¾dá þvlastní podobnostÿ má právì jeden samodru¾ný bod.

Dùkaz. Nejprve doká¾eme, ¾e vlastní podobnost (tj. podobnost s koe�
ientem k ∈
R+ − {1}) nemù¾e mít ví
e ne¾ jeden samodru¾ný bod, potom doká¾eme, ¾e musí

mít aspoò jeden. Tak nám vyjde, ¾e musí mít právì jeden.

(i) Skuteènost, ¾e vlastní podobnost nemù¾e mít ví
e ne¾ jeden samodru¾ný bod

doká¾eme sporem. Ne
h» má vlastní podobnost f nejménì dva samodru¾né body K

a L; K
f−→ K ′ = K,L

f−→ L′ = L. Potom |K ′L′| = |KL|, 
o¾ je ve sporu s de�ni
í

vlastní podobnosti (84), kde k 6= 1. Vlastní podobnost tedy nemù¾e mít ví
e ne¾

jeden samodru¾ný bod.

(ii) Nyní doká¾eme, ¾e vlastní podobnost musí mít aspoò jeden samodru¾ný bod.

Uva¾ujme podobnost f s rovni
í X ′ = A ·X+B, kde AT ·A = k2I. Její samodru¾né

body jsou potom øe¹ením soustavy lineární
h rovni
 odpovídají
í mati
ové rovni
i

(I − A) · X = −B. Klíèová pro ná¹ dùkaz je skuteènost, ¾e determinant mati
e

této soustavy je pro vlastní podobnost rùzný od nuly, |I − A| 6= 0. Pokud by byl

roven nule, tj. pokud by platila rovnost |I − A| = 0, znamenalo by to, ¾e øe¹ením


harakteristi
ké rovni
e |λI−A| = 0 (viz str. 37) homomor�smu ϕ aso
iovaného s f

je vlastní èíslo λ = 1. Kdyby tomu tak bylo, existoval by (vlastní) vektor ~u = Q−P ,
pro jeho¾ obraz ϕ(~u) = f(Q)−f(P ) platí ϕ(~u) = ~u. Proto¾e se zobrazí sám na sebe,

nemìní se jeho velikost, tj. |f(P )f(Q)| = |PQ|, 
o¾ je ve sporu s de�ni
í vlastní

podobnosti (84), kde k 6= 1. Determinant |I − A| tedy nemù¾e být roven nule,

soustava (I − A) ·X = −B je proto regulární a má právì jedno øe¹ení.

Grupa podobností

Mno¾ina v¹e
h podobností eukleidovského prostoru En spolu s opera
í skládání tvoøí

grupu - tzv. grupu podobností prostoru En.
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10.2 Podobnosti eukleidovské roviny

Zopakujme si de�ni
i podobného zobrazení v rovinì (struènì podobnosti): Zobrazení

f roviny (euklidovského prostoru E2) na sebe se nazývá þpodobnou transforma
í

rovinyÿ (té¾ þpodobností v rovinìÿ), jestli¾e existuje kladné reálné èíslo k tak, ¾e pro

ka¾dé dva body X, Y roviny a jeji
h obrazy X ′, Y ′ platí:

|X ′Y ′| = k|XY |.

Èíslo k se nazývá koe�
ient podobnosti f.

Poznámky.

1.Ka¾dé podobné zobrazení je a�nní.

2.Podobnosti s koe�
ientem k 6= 1 nazýváme vlastní podobností.

Obrázek 28: Ka¾dou podobnost lze rozlo¾it na stejnolehlost a shodnost

Vìta 40. Ka¾dou podobnost v rovinì s pomìrem podobnosti k lze rozlo¾it na stej-

nolehlost H(S, k) a shodnost Z. Pøitom støed stejnolehlosti mù¾eme volit libovolnì

a shodnost Z je tím urèena jednoznaènì.

Vìta 41 (O urèenosti podobnosti v rovinì). Ka¾dá podobnost v rovinì je jedno-

znaènì urèena trojúhelníkem ABC a jeho obrazem A′B′C ′ takovým, ¾e |A′B′| =
k|AB|, |B′C ′| = k|BC|, |A′C ′| = k|AC|, kde k, k > 0, je koe�
ient této podobnosti.

Víme, ¾e ka¾dé podobné zobrazení eukleidovské roviny do sebe lze slo¾it ze stejno-

lehlosti a shodnosti.
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1. Stejnolehlost H volíme se støedem v poèátku soustavy souøadni
 a s koe�
ien-

tem k > 0 :

H : X 7→ X ; x = kx

y = ky.

2. Shodnost S je buï pøímá nebo nepøímá:

S : X 7→ X ′; x′ = x cosα∓ y sinα + p

y′ = x sinα± y cosα+ q.

Výsledkem slo¾ení S ◦H je potom pøímá nebo nepøímá podobnost.

Pøímá podobnost Nepøímá podobnost:

x′ = kx cosα− ky sinα + p

y′ = kx sinα + ky cosα + q.

x′ = kx cosα+ ky sinα + p

y′ = kx sinα− ky cosα + q.

x′ = ax− by + p

y′ = bx+ ay + q.

x′ = ax + by + p

y′ = bx− ay + q.

AT · A = (a2 + b2) · I; k =
√
a2 + b2

Vìta 42. Ka¾dá vlastní podobnost eukleidovské roviny je buï stejnolehlost, nebo

stejnolehlost slo¾ená s otoèením kolem støedu stejnolehlosti, nebo stejnolehlost slo¾ená

s osovou soumìrností, její¾ osa pro
hází støedem stejnolehlosti.
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10.3 Cvièení { Podobnosti

1. Najdìte v¹e
hny podobnosti euklidovské roviny, pøi který
h se bod [1, 0] zobrazí
na bod [4,−2] a bod [2, 3] na bod [2,−8]. [2℄

2. Eulerovými body se nazývají støedy úseèek spojují
í
h vr
holy trojúhelníku s

prùseèíkem jeho vý¹ek.

Doka¾te následují
í tvrzení:

Støedy stran, paty vý¹ek a Eulerovy body libovolného trojúhelníku le¾í na jedné kru-

¾ni
i. (Tato kru¾ni
e se nazývá kru¾ni
e devíti bodù, Eulerova kru¾ni
e nebo Feuerba
hova kru¾ni
e.)

3. Najdìte podobnost euklidovské roviny, pøi které se zobrazí poèátek na bod [0, 2],

bod [1, 1] na poèátek a bod [2, 0] na bod [2, p]. Urèete p a najdìte samodru¾né body

a smìry nalezené podobnosti.

4. Najdìte rovni
e podobnosti, pøi které je poèátek samodru¾ný a obrazem bodu

[5,−3] je bod [1, 1].

5. Urèete v¹e
hny podobnosti, pro které jsou bod [1, 1] a smìr vektoru (1, 1) samod-

ru¾né.

6. Napi¹te rovni
e v¹e
h podobností zobrazují
í
h body [1, 2] a [0, 1] po øadì na

body [3,−1], [4, 2]. Rozlo¾te je na stejnolehlost a shodnost.

7. V rovinì je dán ètvere
 ABCD se støedem S. Urèete obraz bodu C v podobnosti,

která zobrazuje body A,B, S po øadì na body B,D,C. Urèete samodru¾ný bod této

podobnosti.

8. Sestrojte alespoò jeden trojúhelník ABC, pro který platí |AB| : |AC| = 3 : 5,
α = 60◦, ρ = 1, 8cm(polomìr kru¾ni
e vepsané).

9. Sestrojte kosodélník ABCD, je-li dáno |∠DAB| = α, |∠ABD| = ε, |AC| = e.

10. Je dána kru¾ni
e k a bod A, který je bodem vnìj¹í oblasti kru¾ni
e k. Sestrojte

v¹e
hny seèny kru¾ni
e k, které pro
házejí bodem A a pro jeji
h¾ prùseèíky X, Y s

kru¾ni
í platí |AX| = 2|AY |.

11. Je dána kru¾ni
e k(S; 4cm), její teèna t a bod M ∈ k tak, ¾e |Mt| = 2cm.

Sestrojte úseèku XY pro
házejí
í bodem M tak, aby X ∈ k, Y ∈ t a |MX| :
|MY | = 3 : 2.
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12. Jsou dány dvì rùznobì¾ky a, b a kru¾ni
e k tak, ¾e P ∈ a ∩ b je bodem vnitøní

oblasti kru¾ni
e k. Sestrojte v¹e
hny kru¾ni
e, které se dotýkají pøímek a, b i kru¾ni
e
k.

13. Doka¾te následují
í vìty:

Vìta 43 (Menelaova vìta). Je dán trojúhelník ABC a pøímka p, která nepro
hází

¾ádným z bodù A,B, C, ale protíná pøímky AB,BC,CA v bode
h C ′, A′, B′. Potom
platí:

(ABC ′) · (BCA′) · (CAB′) = 1.

Naopak, platí-li uvedený vztah, body A′, B′, C ′ le¾í na pøím
e.

Vìta 44 (Pappova vìta). Ne
h» jsou A′, B′, C ′, D′ rovnobì¾né nebo støedové prùmìty

ètyø navzájem rùzný
h bodù A,B, C,D pøímky p na pøímku p′; p′ 6= p. Potom:

(A′B′C ′D′) = (ABCD)

Vìta 45 (Cevova vìta). Ne
h» je dán trojúhelník ABC a bod M, který nele¾í na

¾ádné z pøímek AB,BC,CA. Prùseèíky pøímek AM,BM,CM s pøímkami BC,CA,AB
(rùzné od bodù A,B, C) oznaème postupnì A′, B′, C ′. Potom platí:

(ABC ′) · (BCA′) · (CAB′) = −1.

Naopak, platí-li uvedený vztah, jsou pøímky AA′, BB′, CC ′ buï navzájem rovnobì¾né

nebo se protínají v jediném bodì.

14. Zobrazení f euklidovské roviny do euklidovského trojrozmìrného prostoru je

vzhledem k zvoleným kartézským soustavám souøadni
 dáno rovni
emi: x′ = 2x +

ay − 1, y′ = x+ by + 2, z′ = y + 1. Urèete koe�
ienty a, b tak, aby bylo zobrazení f
podobné. Jaký je koe�
ient tohoto podobného zobrazení f?

15. Urèete p, q, r tak, aby byla rovni
emi x′ = x−2y+2z+4, y′ = px+2y+z−2, z′ =
qx+ ry+ 2z − 2 dána vzhledem ke kartézské soustavì souøadni
 podobnost. Urèete

její samodru¾ný bod a samodru¾né smìry.
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11 Stejnolehlost

Patøí mezi tzv. homotetie, tj. a�nní zobrazení, která mají v¹e
hny smìry samodru-

¾né.

De�ni
e 26. Budi¾ dán bod S a reálné èíslo κ (rùzné od 0 a 1). Stejnolehlost
H(S; κ) se støedem S a koe�
ientem κ je zobrazení, které ka¾dému bodu X roviny

pøiøadí bod X ′ tak, ¾e −−→
SX ′ = κ

−→
SX.

Obrázek 29: Stejnolehlost H(S, κ = −1.5)

Poznámka. Stejnolehlost mù¾eme de�novat i ví
e popisnì: Budi¾ dán bod S a reálné

èíslo κ (rùzné od 0 a 1). Stejnolehlost H(S; κ) se støedem S a koe�
ientem κ je

zobrazení, které ka¾dému bodu X roviny pøiøadí bod X ′ tímto zpùsobem:

1. Pro X ≡ S je X ′ ≡ X,

2. Pro X 6≡ S je |X ′S| = |κ| · |XS|,
pro κ > 0 le¾í X ′ le¾í na polopøím
e

−→
SX a

pro κ < 0 le¾í X ′ le¾í na polopøím
e opaèné k

−→
SX.

Poznámka. Zobrazení inverzní k stejnolehlostiH(S; κ) je stejnolehlostH−1
(

S;
1

κ

)

.

Základní vlastnosti stejnolehlosti H(S, κ):

1. Obrazem pøímky je pøímka s ní rovnobì¾ná.

2. Obrazem úseèky AB je úseèka A′B′; |A′B′| = |κ| · |AB|.
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3. Obrazem polopøímky je polopøímka s ní souhlasnì (κ > 0) nebo nesouhlasnì

(κ < 0) rovnobì¾ná .

4. Obrazem úhlu ∠AV B je úhel ∠A′V ′B′; |∠A′V ′B′| = |∠AV B|.

PØÍKLAD 11.1. Jsou dány dva rùzné body A,B a reálné èíslo λ 6= 0, 1. Najdìte

na pøím
e AB bod C tak, aby platilo (ABC) = λ.

11.1 Analyti
ké vyjádøení stejnolehlosti

Rovni
e stejnolehlosti H(S; κ): H : X ′ = κX + (1− κ)S.

PØÍKLAD 11.2. Napi¹te rovni
e stejnolehlosti a�nní roviny A2, která zobrazuje

bod B = [2, 0,−1] na bod C = [0, 1, 3] a má koe�
ient κ = −2. Najdìte souøadni
e

jejího støedu.

Øe¹ení v programu wxMaxima:

(%i1) B:[2,0,-1℄$ C:[0,1,3℄$ S:[s1,s2,s3℄$

(%i4) H:C-S=-2*(B-S);

(%o4) [−s1, 1− s2, 3− s3] = [−2 (2− s1) , 2 s2,−2 (−s3− 1)]

(%i5) res:solve(lhs(H)-rhs(H),[s1,s2,s3℄)[1℄;

(%o5) [s1 =
4

3
, s2 =

1

3
, s3 =

1

3
]

(%i6) S:ev(S,res);

(%o6) [
4

3
,
1

3
,
1

3
]

11.2 Skládání stejnolehlostí

Vìta 46 (O skládání stejnolehlosti a transla
e). Zobrazení slo¾ené ze stejnolehlosti

H(S; κ) a transla
e X ′ = X + ~t je stejnolehlost H′(Q; κ), kde Q = S +
1

1− κ
~t.
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Vìta 47 (O skládání stejnolehlostí). Slo¾ením dvou stejnolehlostíH1(S1, κ1),H2(S2, κ2)

vznikne

1. IDENTITA, jestli¾e κ1κ2 = 1 a S1 = S2,

2. POSUNUTÍ, jestli¾e κ1κ2 = 1 a S1 6= S2,

3. STEJNOLEHLOST H(S, κ) s koe�
ientem κ = κ1κ2, jestli¾e κ1κ2 6= 1. Pøitom,

pro S1 = S2 je také S = S1 = S2, pro S1 6= S2 le¾í bod S na pøím
e S1S2.

11.3 Stejnolehlost kru¾ni


Pro dvì kru¾ni
e k1(S1; r1), k2(S2; r2) s rùznými polomìry existují právì dvì stej-

nolehlosti, které pøevádìjí kru¾ni
i k1 do kru¾ni
e k2: H1(E, r2/r1) a H2(I,−r2/r1)
(Bod E se nìkdy oznaèuje jako þvnìj¹í støed stejnolehlostiÿ, bod I potom jako þvni-

tøní støed stejnolehlostiÿ.). Jestli¾e se kru¾ni
e dotýkají v bodì T, je T = I v pøípadì

vnìj¹ího dotyku a T = E v pøípadì vnitøního dotyku kru¾ni
.

Obrázek 30: Stejnolehlost kru¾ni


Vìta 48 (Mongeova vìta). Jsou-li k1, k2, k3 tøi kru¾ni
e, které mají rùzné polomìry

a jeji
h¾ støedy nele¾í v pøím
e, platí pro vnìj¹í a vnitøní støedy stejnolehlostí ka¾dý
h

dvou z ni
h následují
í vztahy:

i) V¹e
hny tøi vnìj¹í støedy stejnolehlosti E12, E13, E23 le¾í v pøím
e.

ii)Ka¾dé dva vnitøní støedy stejnolehlosti a jeden vnìj¹í le¾í v pøím
e.

iii) Tøi vnitøní støedy stejnolehlosti I12, I13, I23 nele¾í v pøím
e.
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PØÍKLAD 11.3. Je dána kru¾ni
e k, pøímka p, která je vnìj¹í pøímkou kru¾ni
e

k, a bod A ∈ p. Sestrojte v¹e
hny kru¾ni
e, které se dotýkají pøímky p v bodì A a

kru¾ni
e k.

PØÍKLAD 11.4. Jsou dány dvì rùznobì¾ky a, b a bod M, který le¾í uvnitø jed-

noho jeji
h úhlu. Sestrojte v¹e
hny kru¾ni
e, které pro
házejí bodem M a dotýkají

se pøímek a, b.

PØÍKLAD 11.5. Jsou dány dvì rùznobì¾ky m, n a kru¾ni
e k le¾í
í uvnitø jednoho

jeji
h úhlu. Sestrojte v¹e
hny kru¾ni
e, které se dotýkají pøímek m, n i kru¾ni
e k.

PØÍKLAD 11.6. (Eulerova pøímka) V trojúhelníku ABC oznaème T tì¾i¹tì, V
prùseèík vý¹ek a S støed kru¾ni
e trojúhelníku opsané. Máme dokázat, ¾e buï v¹e
hny

tøi body splynou v jediný, nebo jsou navzájem rùzné a le¾í na jedné pøím
e (Eulerova

pøímka) tak, ¾e platí (S, V ; T ) = −1
2.

PØÍKLAD 11.7. (Kru¾ni
e devíti bodù, té¾ Feuerba
hova èi Eulerova

kru¾ni
e) V trojúhelníku ABC oznaème V prùseèík vý¹ek, S støed kru¾ni
e opsané,

C1, A1, B1 støedy stran AB,BC,CA. Ne
h» k0 je kru¾ni
e pro
házejí
í body A1, B1, C1.
Doka¾te:

1) Na kru¾ni
i k0 le¾í té¾ paty A0, B0, C0 vý¹ek va, vb, vc a støedy úseèek AV,BV, CV.

2) Støed kru¾ni
e k0 je støedem úseèky SV, pokud S 6≡ V ; pokud je S ≡ V splyne

støed k0 s bodem S.

3) Polomìr kru¾ni
e k0 je roven polovinì polomìru kru¾ni
e trojúhelníku opsané.

PØÍKLAD 11.8. Platí tato vìta: Jsou-li dány dvì rovnobì¾né úseèky rùzný
h délek,

existují právì dvì stejnolehlosti, které zobrazí první úseèku na druhou. Doká¾ete je

v¾dy najít?

11.4 Cvièení { Stejnolehlost

62. Do pùlkruhu s prùmìrem AB vepi¹te ètvere
 KLMN tak, aby strana KL le¾ela

na úseè
e AB a dal¹í dva vr
holy M,N na dané pùlkru¾ni
i.

63. Je dána pøímka p, kru¾ni
e k a bod A. Sestrojte v¹e
hny úseèky XY tak, aby

platilo: X ∈ p, Y ∈ k, A ∈ XY, |AY | = 3|AX|.

64. Jsou dány dvì rùznobì¾ky a, b a kru¾ni
e k tak, ¾e a je seènou a b je vnìj¹í pøím-

kou kru¾ni
e k. Sestrojte v¹e
hny kru¾ni
e, které se dotýkají pøímek a, b i kru¾ni
e
k.
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65. Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dáno:

a) va = 5cm, a : b : c = 2 : 3 : 4,

b) α, β, vc,


) α, β, tc,

d) a : b = 3 : 5, γ = 60◦, tc = 6cm.

Stejnolehlost { Úlohy na domá
í pøípravu

66. Urèete p tak, aby existovala stejnolehlost se støedem [3, 2], zobrazují
í bod [1, 4]
na bod [2, p]. Napi¹te rovni
e této stejnolehlosti. [2℄

67. Je dána kru¾ni
e k a bod M uvnitø této kru¾ni
e. Sestrojte v¹e
hny tìtivy

kru¾ni
e, které jsou bodem M rozdìleny na èásti v pomìru 2 : 3. [1℄

68. Narýsujte libovolný trojúhelník ABC. Uvnitø strany AC sestrojte bod X a

uvnitø strany BC bod Y tak, aby platilo |AX| = |XY | a XY ‖ AB. [2℄
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12 Mo
nost bodu ke kru¾ni
i

De�ni
e 27. Mo
ností bodu M ke kru¾ni
i k(S; r) rozumíme reálné èíslo m, pro
které platí:

(1) |MX| · |MY | = |m|, kde X, Y jsou prùseèíky kru¾ni
e k s její libovolnou seènou

pro
házejí
í bodem M.

(2) Je-li M vnìj¹ím bodem kru¾ni
e k, je m > 0.

(3) Je-li M vnitøním bodem kru¾ni
e k, je m < 0.

(4) Je-li M ∈ k, je m = 0.

Obrázek 31: Mo
nost bodu M ke kru¾ni
i k

Vìta 49. Je dána kru¾ni
e k(S; r) a bod M , který na ní nele¾í. Potom pro libo-

volné dvì seèny kru¾ni
e k, které pro
házejí bodem M , jeji
h¾ prùseèíky s kru¾ni
í

k oznaèíme X1, Y1 a X2, Y2, platí

|MX1| · |MY1| = |MX2| · |MY2|.

Vìta 50. Ne
h» je dána kru¾ni
e k(S; r) a bod M . Potom pro mo
nost m bodu M

ke kru¾ni
i k platí

m = d2 − r2,

kde d = |MS| je vzdálenost bodu M od støedu kru¾ni
e k.

Vìta 51. Ne
h» M je vnìj¹í bod kru¾ni
e k(S; r), m jeho mo
nost ke kru¾ni
i k.
Jestli¾e T je dotykový bod teèny vedené z bodu M ke kru¾ni
i k, tak platí |MT |2 = m.
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12.1 Chordála a potenèní støed

Vìta 52 (Chordála dvoji
e kru¾ni
). Ne
h» jsou k1(S1; r1), k2(S2; r2) dvì nesou-

støedné kru¾ni
e. Mno¾ina bodù X, které mají k obìma kru¾ni
ím stejnou mo
nost,

je pøímka h ⊥ S1S2. Jestli¾e kru¾ni
e k1, k2 mají spoleèný bod M, potom pøímka h
pro
hází tímto bodem.

Poznámka. Pøímka h, která je mno¾inou bodù X, mají
í
h stejnou mo
nost k

nesoustøedným kru¾ni
ím k1, k2 se nazývá 
hordála (té¾ potenèní pøímka) kru¾ni


k1, k2.

Poznámka. Bod, který má ke tøem vzájemnì rùzným kru¾ni
ím stejnou mo
nost

se nazývá potenèní bod (té¾ potenèní støed).

Obrázek 32: Chordála h kru¾ni
 k1, k2, potenèní bod P kru¾ni
 k1, k2, l

Analyti
ké vyjádøení 
hordály

Chordálu kru¾ni
 k1(S1[m1, n1], r1), k2(S2[m2, n2], r2) s rovni
emi k1 : (x−m1)
2 +

(y−n1)
2 = r21 a k2 : (x−m2)

2+(y−n2)
2 = r22 mù¾eme analyti
ky vyjádøit rovni
í:

(x−m1)
2 + (y − n1)

2 − r21 = (x−m2)
2 + (y − n2)

2 − r22 (85)

PØÍKLAD 12.1. Sestrojte 
hordálu dvou nesoustøedný
h kru¾ni
 k1, k2, které ne-

mají spoleèný bod.
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PØÍKLAD 12.2. Urèete analyti
ky mno¾inu v¹e
h bodù roviny, které mají ke

dvìma daným kru¾ni
ím stejnou mo
nost.

PØÍKLAD 12.3. Sestrojte kru¾ni
i k, která pro
hází danými body A 6= B a dotýká

se dané pøímky t.

12.2 Cvièení { Mo
nost bodu ke kru¾ni
i

69. Je dán úhel ∠AV B a uvnitø nìho bod M. Sestrojte kru¾ni
i, která pro
hází

bodem M a dotýká se pøímek AV,BV.

70. Obdélník má velikosti stran a, b. Máme sestrojit

a) libovolný obdélník stejného obsahu,

b) obdélník stejného obsahu, jeho¾ jedna strana má danou velikost c.

71. Jsou dány dvì nesoustøedné kru¾ni
e k1, k2 a pøímka p. Na této pøím
e urèete

bod P tak, aby teèny z nìho vedené ke kru¾ni
ím k1, k2 mìly stejnou délku.

72. Sestrojte kru¾ni
i, která se dotýká dané kru¾ni
e k(S; r) a pro
hází dvìma rùz-

nými body A,B, které le¾í vnì dané kru¾ni
e k.

73. Je dán li
hobì¾ník ABCD se základnamiAB, CD, |AB| > |CD|. Uvnitø úseèky
AD sestrojte bod P a uvnitø úseèky BC bod Q tak, aby platilo zároveò PQ||AB a

PC||AQ.

74. Sestrojte li
hobì¾ník ABCD, jsou-li dány délky jeho ramen |BC| = 4.5cm,
|DA| = 3cm a velikost 75◦ úhlu, který svírají pøímky BC a AD, platí-li naví


|AB||CD| = |AC|2.
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13 Vybrané vìty z planimetrie

13.1 Cevova vìta a její u¾ití

Giovanni Ceva byl italský matematik ¾ijí
í na pøelomu 17. a 18. století. Cevova vìta

stanovuje podmínku, kdy mají tøi pøímky pro
házejí
í vr
holy trojúhelníku spoleèný

bod.

Vìta 53 (Cevova vìta). V trojúhelníku ABC se pøímky AX, BY a CZ, kde body

X, Y, Z le¾í na straná
h protilehlý
h odpovídají
ím vr
holùm, protínají v jednom

bodì právì tehdy, kdy¾ platí:

|AZ|
|ZB| ·

|BX|
|XC| ·

|CY |
|Y A| = 1.

Dùkaz: Pomìry úseèek, které �gurují v Cevovì vìtì, pøevedeme na pomìry obsahù

trojúhelníkù, které mají tyto úseèky jako základny a pøitom mají stejné vý¹ky, viz

Obr. 33.

Obrázek 33: Cevova vìta

|AZ|
|ZB| =

SAZC

SBZC

=
SAZP

SBZP

=
SAZC − SAZP

SBZC − SBZP

=
SACP

SBPC

,

|BX|
|XC| =

SBXA

SCXA

=
SBXP

SCXP

=
SBXA − SBXP

SCXA − SCXP

=
SBPA

SCPA

,

|CY |
|Y A| =

SCY B

SAY B

=
SCY P

SAY P

=
SCY B − SCY P

SAY B − SAY P

=
SCPB

SAPB

.
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Potom

|AZ|
|ZB| ·

|BX|
|XC| ·

|CY |
|Y A| =

SACP

SBPC

· SBPA

SCPA

· SCPB

SAPB

= 1.

Q.E.D.

Klasi
ký, ale i poèítaèový dùkaz Cevovy vìty, spolu s jejím zobe
nìním, najde zá-

jem
e také v online dostupné publika
i [6℄.

PØÍKLAD 13.1. U¾itím Cevovy vìty doka¾te, ¾e se tì¾ni
e v trojúhelníku protínají

v jednom bodì.

Øe¹ení: Body X, Y, Z jsou støedy stran trojúhelníku. Potom

|AZ|
|ZB| ·

|BX|
|XC| ·

|CY |
|Y A| =

1

1
· 1
1
· 1
1
= 1.

PØÍKLAD 13.2. U¾itím Cevovy vìty doka¾te, ¾e se vý¹ky v trojúhelníku protínají

v jednom bodì (tj. 
eviány kolmé na protilehlé strany trojúhelníku mají jeden spoleèný

bod).

Øe¹ení: Viz Obr. 34.

Obrázek 34: Cevova vìta pro vý¹ky

|AZ|
|ZB| ·

|BX|
|XC| ·

|CY |
|Y A| =

b cosα

a cos β
· c cos β
b cos γ

· a cos γ
c cosα

= 1.

PØÍKLAD 13.3. U¾itím Cevovy vìty doka¾te, ¾e osy vnitøní
h úhlù trojúhelníku

se protínají v jednom bodì.

Vìta 54. Osa vnitøního úhlu trojúhelníku rozdìluje protilehlou stranu na dvì èásti,

jeji
h¾ délky jsou ve stejném pomìru jako jim pøilehlé strany trojúhelníku.
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Cvièení { Cevova vìta

75. Ne
h» X, Y, Z jsou body dotyku stran trojúhelníku s jemu vepsanou kru¾ni
í.

Doka¾te, ¾e jim odpovídají
í 
eviány se protínají v jednom bodì.

76. Ne
h» ABC, A′B′C ′ jsou dva rùzné trojúhelníky, které mají rovnobì¾né sobì

odpovídají
í strany. Potom mají pøímky AA′, BB′ a CC ′ spoleèný bod. Doka¾te.
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13.2 Menelaova vìta

Menelaus z Alexandrie byl øe
ký matematik ¾ijí
í na pøelomu 1. a 2. století n. l.

Menelaova vìta se zabývá vztahem trojúhelníku a pøímky, která nepro
hází ¾ádným

z jeho vr
holù a není rovnobì¾ná s ¾ádnou z jeho stran. Tak, jako Cevova vìta

poskytuje kritérium pro existen
i spoleèného bodu tøí pøímek, tak Menelaova vìta

poskytuje kritérium kolineárnosti tøí bodù.

Vìta 55 (Menelaova vìta). Body A1, B1, C1 le¾í
í na straná
h trojúhelníku ABC
nebo na jeji
h prodlou¾ení
h jsou kolineární právì tehdy, kdy¾ platí:

|BA1|
|A1C|

· |CB1|
|B1A|

· |AC1|
|C1B|

= 1. (86)

Obrázek 35: Menelaova vìta

Dùkaz. K dùkazu vìty vyu¾ijeme podobnosti trojúhelníkù. Vyjdeme z Obr. 36, který

dostaneme z Obr. 35 doplnìním úseèky CD rovnobì¾né se stranou AB, bod D
pøitom le¾í na pøím
e A1C1. Vidíme v nìm dvì dvoji
e podobný
h trojúhelníkù:

Obrázek 36: Dùkaz Menelaovy vìty u¾itím podobnosti trojúhelníkù

△C1B1A ∼ △DB1C a △BA1C1 ∼ △CA1D. Pøitom z podobnosti první uvedené

dvoji
e trojúhelníkù vyplývá vztah

|AC1|
|AB1|

=
|CD|
|CB1|

, (87)
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z podobnosti druhé dvoji
e trojúhelníkù pak vyplývá

|BA1|
|C1B|

=
|A1C|
|CD| . (88)

Po vydìlení rovnosti (87) rovností (88) a následné úpravì dostaneme dokazovaný

vztah

|BA1|
|A1C|

· |CB1|
|B1A|

· |AC1|
|C1B|

= 1.

Vztah (86) uvedený v Menelaovì vìtì lze formulovat také pomo
í dìli
ího pomìru

(viz str. 13). Pøipomeòme si, ¾e zlomky ze vztahu (86) lze psát takto:

|BA1|
|A1C|

= |(BCA1)|,
|CB1|
|B1A|

= |(CAB1)|,
|AC1|
|C1B|

= |(ABC1)|.

Proto¾e je zøejmé, ¾e pøímka A1C1 nemù¾e protnout v¹e
hny tøi strany trojúhelníku

ABC v jeji
h vnitøní
h bode
h, bude souèin uvedený
h dìli
í
h pomìrù v¾dy kladný.

Vztah (86) tak mù¾eme pøepsat do podoby

(ABC1) · (BCA1) · (CAB1) = 1. (89)

Klasi
ký i poèítaèový dùkaz této vìty, spolu s jejím zobe
nìním, najde zájem
e také

v online dostupné publika
i [6℄.
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13.3 Kru¾ni
e devíti bodù

V trojúhelníkuABC oznaème O prùseèík vý¹ek, So støed kru¾ni
e opsané, C1, A1, B1

støedy stran AB,BC a CA. Jestli¾e kd je kru¾ni
e pro
házejí
í body A1, B1 a C1, po-

tom na ni le¾í také paty A0, B0, C0 vý¹ek va, vb, vc a støedy úseèek AO,BO,CO. Tato
kru¾ni
e se nazývá kru¾ni
e devíti bodù (té¾ Feuerba
hova èi Eulerova kru¾ni
e), viz

Obr. 37

Støed kru¾ni
e kd je støedem úseèky SoO, její polomìr je roven polovinì polomìru

kru¾ni
e trojúhelníku ABC opsané.

Obrázek 37: Kru¾ni
e devíti bodù

Konstruk
e kru¾ni
e devíti bodù a její souvislost s Eulerovou pøímkou (viz str. 105)

je znázornìna v apletu þEulerova pøímka. Kru¾ni
e devíti bodù.ÿ
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13.4 Eulerova pøímka

V trojúhelníku ABC oznaème T tì¾i¹tì, O prùseèík vý¹ek a So støed kru¾ni
e troj-

úhelníku opsané. Potom buï v¹e
hny tyto tøi body splývají v jediný, nebo jsou

navzájem rùzné a le¾í na spoleèné pøím
e tak, ¾e platí (SoOT ) = −1
2
. Tuto pøímku

nazýváme Eulerova pøímka, viz Obr. 38.

Obrázek 38: Eulerova pøímka

K dùkazu vý¹e uvedeného tvrzení vyu¾ijeme stejnolehlost H(T,−1
2
). Z Obr. 39 je

patrné, ¾e v této stejnolehlosti se△ABC zobrazí na△A1B1C1. Proto¾e vý¹kami (vý-

Obrázek 39: H(T,−1
2
) : △ABC →△A1B1C1
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¹ky teï 
hápeme jako pøímky)△A1B1C1 jsou osy stran pùvodního△ABC, mù¾eme

øí
i, ¾e vý¹ky trojúhelníku ABC se ve stejnolehlosti H(T,−1
2
) zobrazí na osy jeho

stran. Potom se ale prùseèík vý¹ek O zobrazí na prùseèík os stran (tj. støed kru¾ni
e

opsané △ABC) So. Z vlastností stejnolehlosti plyne, ¾e pøíslu¹né tøi body O, So, T

le¾í v pøím
e a platí pro nì (SoOT ) = −1
2
.

Konstruk
e Eulerovy pøímky a její souvislost s kru¾ni
í devíti bodù (viz str. 104) je

znázornìna v apletu þEulerova pøímka. Kru¾ni
e devíti bodù.ÿ
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13.5 Simsonova pøímka

Robert Simson (1687{1768) byl skotský matematik. I kdy¾ se pøímka zmiòovaná

v této kapitole vìt¹inou spojuje s jeho jménem, uvedenou vlastnost zøejmì objevil

a¾ v ro
e 1797 jiný skotský matematik, William Walla
e (1768{1843).

Uva¾ujme libovolný bod P roviny trojúhelníku ABC, jeho¾ kolmé prùmìty na (dle

potøeby prodlou¾ené) strany BC,CA a AB tohoto trojúhelníku oznaèíme po øadì

Fa, Fb a Fc. Potom body Fa, Fb a Fc le¾í na pøím
e (jsou kolineární) právì tehdy,

kdy¾ bod P le¾í na kru¾ni
i opsané trojúhelníku ABC. Takováto pøímka potom

existuje ke ka¾dému bodu P opsané kru¾ni
e a nazývá se Simsonova pøímka bodu

P .

Obrázek 40: Simsonova pøímka

Tvrzení o Simsonovì pøím
e je známo té¾ jako Walla
e{Simsonova vìta. Klasi
ký

i poèítaèový dùkaz této vìty, spolu s jejím zobe
nìním, najde zájem
e v online

dostupné publika
i [6℄. Dùkaz tvrzení lze najít také v [4℄, str. 82.
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13.6 Morleyova vìta

Morleyova vìta pøedstavuje jednu z nejpøekvapivìj¹í
h vlastností elementární geo-

metrie, kterou v ro
e 1899 objevil a dokázal anglo-ameri
kýmatematikFrank Morley

(1860{1937).

Vìta 56 (Morleyova vìta). Polopøímky, které dìlí vnitøní úhly libovolného trojúhel-

níku na tøetiny, se protínají ve vr
hole
h rovnostranného trojúhelníku (viz Obr. 41).

Obrázek 41: Morleyova vìta: Pro libovolný △ABC je △XY Z rovnostranný

Dùkaz viz [4℄, str. 86.
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13.7 Napoleonova vìta

Stejnì jako Morleyova vìta, tak i následují
í vìta, pojmenovaná podle Nepoleona

Bonaparta (1769{1821), popisuje vlastnost, která obe
nému trojúhelníku pøiøazuje

trojúhelník rovnostranný.

Vìta 57 (Napoleonova vìta). Jestli¾e jsou nad stranami libovolného trojúhelníku

sestrojeny rovnostranné trojúhelníky, potom jeji
h støedy (tj. napø. tì¾i¹tì) tvoøí rov-

nostranný trojúhelník.

Obrázek 42: Napoleonova vìta: Pro libovolný △ABC je △KLM rovnostranný

Poznámka. Stejná vlastnost platí i pro støedy rovnostranný
h trojúhelníkù sestro-

jený
h nad stranami libovolného trojúhelníku ve smìru dovnitø, viz Obr. 43.

Obrázek 43: þVnitøní Napoleonùv trojúhelníkÿ
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14 Axiomati
ká výstavba geometrie

þDùkladnost matematiky spoèívá na de�ni
í
h, axióme
h, dùkaze
h.ÿ

Immanuel Kant

Základy axiomati
ké výstavby geometrie i 
elé matematiky polo¾il Eukleides (kolem

r. 300 pø.n.l.) ve svý
h Základe
h (viz [3℄ Eukleidovy základy (Elementa), pøeklad F.

Servít, 1907, nebo [2℄ Základy. Knihy I{IV, V{VI, VII{IX, X, XI{XI., koment.

Petrem Vopìnkou, 2008{2012.)

Eukleides pojal výklad geometrie v Základe
h axiomati
ky. Celou geometrii odvodil

ze 14 axiomù

1

, z ni
h¾ 5 nazval postuláty

2

(postuláty mù¾eme 
hápat jako formula
e

základní
h úloh, které lze v rovinì konstruovat; Servít je nazýval þÚkoly prvotnéÿ),

[7℄, [9℄.

Eukleidovy postuláty:

1. Dva dané (rùzné) body spojit úseèkou.

2. Danou úseèku na jedné i druhé stranì libovolnì prodlou¾it.

3. Vytvoøit kru¾ni
i s daným støedem a pro
házejí
í daným bodem (rùzným od

støedu).

4. V¹e
hny pravé úhly jsou shodné.

5. Dvì pøímky v rovinì, které protínají jinou pøímku této roviny a tvoøí s ní po

jedné stranì vnitøní úhly, jeji
h¾ souèet je men¹í dvou pravý
h, se v¾dy protínají

a to po té stranì, kde je souèet men¹í.

Poznámka. Konstruk
e uskuteèòované podle první
h tøí Eukleidový
h postulátù

jsou známé jako eukleidovské konstruk
e, té¾ konstruk
e kru¾ítkem a pravítkem

(bez mìøítka) (angli
ky Compass and straightedge 
onstru
tions). Ne ka¾dou geo-

metri
kou úlohu lze øe¹it pomo
í tì
hto konstruk
í, viz napø. kvadratura kruhu,

zdvojení kry
hle a trisek
e úhlu. Nemo¾nost vyøe¹it tyto tøi úlohy pouze u¾itím

kru¾ítka a pravítka byla dokázána a¾ v 19. století, po vytvoøení nále¾itého ma-

temati
kého aparátu. Nemo¾nost eukleidovské konstruk
e zdvojení kry
hle a tri-

sek
e úhlu dokázal Pierre Wantzel v ro
e 1837. Nemo¾nost eukleidovské konstruk
e

kvadratury kruhu pak vyplynula z dùkazu trans
endentnosti èísla π, který podal

Ferdinand von Lindemann v ro
e 1882.

1

axiom { základní vìta, pouèka, zásada, která se pøijímá a bez dùkazu pova¾uje za pravdivou: log., mat. tvrzení

deduktivní teorie pøijaté bez dùkazu; Akademi
ký slovník 
izí
h slov, A
ademia, Praha, 2001

2

postulát { prin
ip, po¾adavek nebo tvrzení urèité vìde
ké teorie pøijaté bez dùkazù a tvoøí
í její vý
hodisko: log.

axiom; Akademi
ký slovník 
izí
h slov, A
ademia, Praha, 2001
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Nìkteré pøeklady Základù uvádìjí jenom 4 postuláty. Postulát o rovnobì¾ká
h pak

øadí mezi axiomy, jako XI. nebo XII. Soustava axiomù eukleidovské geometrie tak

není jednoznaènì urèena. Tì
hto soustav mù¾e být ví
e a mohou se li¹it podobou

axiomù i jeji
h poètem. Co je v jedné soustavì axiomem, mù¾e být v jiné soustavì

vìtou deduktivnì odvozenou. Bìhem historie interpreta
e Eukleidový
h Základù

tak vznikla napøíklad 
elá øada vìt ekvivalentní
h s postulátem o rovnobì¾ká
h, viz

str. 120.

Soustava axiomù eukleidovské geometrie pøedstavená v Základe
h není vytvoøena

pøíli¹ dùslednì a trpí nìkterými logi
kými nedostatky. Nápravu uèinil a¾ David Hil-

bert (1862 - 1943) na pøelomu 19. a 20. století. Svou pøedstavu, ¾e v logi
ky dokonale

vystavìném systému axiomù v podstatì ztrá
í smysl pùvodní význam jednotlivý
h

pou¾itý
h pojmù, vyjádøil známým výrokem:

þV¾dy musíme být s
hopni místo body, pøímky a roviny øíkat stoly, ¾idle a

pùllitry.ÿ

Tím se otevírá 
esta k rùznýmmodelùm abstraktní geometrie. Zanedlouho si uvedeme

napøíklad Poin
arého model nebo Beltramiho{Kleinùv model.

Po¾adavky na soustavu axiomù:

1. Bezespornost { z daný
h axiomù nelze odvodit zároveò V i ¬V.
2. Nezávislost { ¾ádný z axiomù soustavy by nemìl být logi
kým dùsledkem ostat-

ní
h (soustava by tedy nemìla obsahovat ¾ádný zbyteèný axiom).

3. Úplnost { v¹e
hny modely odvozené ze soustavy axiomù jsou vzájemnì izo-

morfní, tj. platí v ni
h stejné vìty.

14.1 Hilbertova soustava axiomù eukleidovské geometrie

Axiomy této soustavy lze rozdìlit do následují
í
h pìti skupin (v závor
e je v¾dy

uveden symbol, nebo ví
e symbolù, pro pøíslu¹nou skupinu axiomù):

• axiomy in
iden
e (I),

• a. uspoøádání (U),

• a. shodnosti (S),
• a. spojitosti (A, C, D),

• axiom rovnobì¾nosti (R).
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I. Axiomy in
iden
e I

I1: Dva rùzné body mají spoleènou jednu pøímku.

I2: Pøímka obsahuje aspoò dva rùzné body.

I3: Existuje aspoò jedna troji
e rùzný
h bodù, které nepatøí té¾e

pøím
e.

I4: Jestli¾e tøi body nepatøí jedné pøím
e, potom patøí jediné

rovinì.

I5: Jestli¾e dva rùzné body pøímky p le¾í v rovinì ρ, potom

v¹e
hny body pøímky p le¾í v ρ.

I6: Jestli¾e prùnik dvou rovin není prázdný, obsahuje aspoò dva

navzájem rùzné body.

I7: Existuje aspoò jedna ètveøi
e bodù, které nele¾í v té¾e rovinì.

I8: Rovina obsahuje aspoò jeden bod.

De�ni
e 28. Tøi body, které le¾í na té¾e pøím
e, nazýváme kolineární.

PØÍKLAD 14.1. U¾itím axiomù I doka¾te následují
í vìty:

Vìta 58. Prùnikem dvou rùzný
h rovin, které mají spoleèný aspoò jeden bod, je

pøímka.

Dùkaz. I6 −→ I1 −→ I5

Vìta 59. Tøi nekolineární body jsou navzájem rùzné.

Dùkaz. A = B = C nebo A = B 6= C vede ke sporu

MODELY GEOMETRIE [I℄

Tj. modely geometrie zalo¾ené pouze na axiome
h in
iden
e.

• M1: Minimální model

{ ètyøi body,

{ ¹est pøímek (proto¾e existuje

(

4

2

)

= 6 neuspoøádaný
h dvoji
 ze ètyø

prvkù),

{ ètyøi roviny (proto¾e existuje

(

4

3

)

= 4 neuspoøádaný
h troji
 ze ètyø

prvkù).
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• M2: Poin
arého model

Je tvoøen vnitøními body poloprostoru omezeného rovinou ω. Rozli¹ujeme zde

pøímky a roviny prvého a druhého druhu (viz Obr. 44). Pøímka prvého druhu je

tvoøena vnitøními body polopøímky kolmé na rovinu ω, pøímka druhého druhu

je tvoøena vnitøními body polokru¾ni
e kolmé k rovinì ω a se støedem v rovinì

ω. Rovina prvého druhu je tvoøena vnitøními body poloroviny kolmé na ω a

rovina druhého druhu potom odpovídá vnitøním bodùm polokoule se støedem

v ω. In
iden
e je eukleidovská.

Rovina 2. druhu

Rovina 1. druhu
P 1. druhuřímka

P 2. druhuřímka

Bod

Obrázek 44: Poin
arého model

• M3: Beltramiho{Kleinùv model

Tvoøen vnitøními body koule. Pøímku reprezentují vnitøní body tìtivy koule a

rovinu vnitøní body jejího þrovinnéhoÿ øezu (viz Obr. 45). In
iden
e je euklei-

dovská.

Přímka
Body

Rovina

Obrázek 45: Beltramiho-Kleinùv model
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Oba uvedené modely M2 a M3 mají i své rovinné varianty, viz Obr. 46, 47. Ro-

vinný pøípad Beltramiho{Kleinova modelu se èasto uvádí jenom pod názvem Kleinùv

model, pøípadnì Kleinùv diskový model.

Poznámka. ModelyM2,M3 nejsou modely eukleidovské geometrie, nesplòují axiom

rovnobì¾nosti (viz Obr. 46, 47). Vidíme, ¾e v obou pøípade
h existuje ví
e ne¾ jedna

rovnobì¾ka s p, tj. pøímka, která pro
hází bodem A a nemá s danou pøímkou p
¾ádný spoleèný bod. Pøímky a, b jsou hranièní pøímky.

p
b

a

A

Obrázek 46: M2: Axiom rovnobì¾nosti

p

a
b

A

Obrázek 47: M3: Axiom rovnobì¾nosti

• M4: Aritmeti
ký 
eloèíselný model planimetrie

{ bod = uspoøádaná dvoji
e 
elý
h èísel [x, y] ∈ Z,

{ pøímka = body splòují
í rovni
i ax + by + c = 0, a, b, c ∈ Z.

Poznámka. Stejnì mù¾eme de�novat model ra
ionální (tj. [x, y] ∈ Q, a, b, c ∈
Q) èi reálný (tj. [x, y] ∈ R, a, b, c ∈ R).
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II. Axiomy uspoøádání U

Tyto axiomy se týkají vlastnosti þbod le¾í mezi jinými dvìmaÿ.

U1: Jestli¾e bod B le¾í mezi body A,C, jsou A,B, C tøi rùzné body

na pøím
e a platí té¾, ¾e B le¾í mezi body C,A.

U2: Jestli¾e A,B jsou dva navzájem rùzné body, potom existuje

na pøím
e AB aspoò jeden bod C takový, ¾e bod B le¾í mezi body

A,C.

U3: Ze tøí rùzný
h bodù A,B, C le¾í
í
h na té samé pøím
e le¾í

nejvý¹e jeden mezi ostatními dvìma.

U4: (Pas
hùv axiom) Jsou-li A,B, C tøi nekolineární body a

pøímka p, která tìmito body nepro
hází, obsahuje jistý bod mezi

body A,C, potom pøímka p obsahuje bod mezi A,B nebo mezi

B,C.

PØÍKLAD 14.2. U¾itím axiomù I, U doka¾te následují
í vìty.

Vìta 60. Mezi dvìma rùznými body le¾í aspoò jeden bod.

Dùkaz. I3 −→ U2 −→ U2 −→ U4

Vìta 61. Na ka¾dé pøím
e existuje nekoneènì mnoho bodù.

Geometrie [IU℄ se nazývá té¾ geometrie polohy

Modely s koneèným poètem prvkù nemohou splòovat axiomy uspoøádání. Proè?

(Øe¹ení: Podle I3, I1 existuje v takové geometrii v¾dy aspoò jedna pøímka, tj. podle

U2 nekoneènì mnoho bodù)

MODELY GEOMETRIE [IU℄:

• Poin
arého model

Uspoøádání platí ve smyslu eukleidovském.

• Beltramiho - Kleinùv model

Uspoøádání platí ve smyslu eukleidovském.

• Aritmeti
ký ra
ionální model planimetrie

OTÁZKA: Proè ji¾ nestaèí aritmeti
ký 
eloèíselný model?
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III. Axiomy shodnosti S

Tyto axiomy se týkají metri
ký
h vlastností. Formulují základní vlastnosti shodnosti

úseèek.

S1: Je-li AB = CD, potom A 6= B,C 6= D. Pro ka¾dé dva rùzné

body A,B platí AB = BA. (Shodnost se týká pouze dvoji
 rùzný
h

bodù.)

S2: Ne
h» AB je úseèka, CD polopøímka. Potom existuje jediný

bod E polopøímky CD, pro který platí AB = CE. (Naná¹ení úseèky
na polopøímku.)

S3: Jestli¾e AB = CD a CD = EF, potom AB = EF. (Tranzitivnost

shodnosti.)

S4: Jestli¾e bod C le¾í mezi body A,B, bod C ′ mezi body A′, B′

a jestli¾e platí AC = A′C ′, BC = B′C ′, potom platí AB = A′B′.
(Gra�
ký souèet dvou úseèek.)

S5: Ne
h» jsou ABC,A′B′K dvì troji
e nekolineární
h bodù a ne-


h» AB = A′B′. Potom existuje jediný bod C ′ poloroviny A′B′K,
pro který platí AC = A′C ′, BC = B′C ′.(Pøenesení trojúhelníka k dané

úseè
e do dané poloroviny.)

S6: Ne
h» jsou ABC,A′B′C ′ dvì troji
e nekolineární
h bodù, pro

které platí AB = A′B′, BC = B′C ′, CA = C ′A′. Ne
h» dále le¾í bod

P mezi body A,B a bod P ′ mezi body A′, B′ tak, ¾e AP = A′P ′.
Potom CP = C ′P ′.

PØÍKLAD 14.3. U¾itím axiomù S doka¾te, ¾e shodnost se týká neuspoøádaný
h

dvoji
 bodù.

Dùkaz. S1 : AB = CD,CD = DC, S3 : AB = DC
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IV. Axiomy pohybu S∗

Axiomy zalo¾ené na axiomati
kém pojmu shodné zobrazení (pøemístìní).

S

∗
1: Le¾í-li bod C mezi body A,B a jsou-li A′, B′, C ′ obrazy bodu

v pøemístìní, le¾í bod C ′ mezi body A′, B′.

S

∗
2: Jestli¾e je polopøímka v pøemístìní samodru¾ná, je ka¾dý

její bod v tomto pøemístìní samodru¾ný.

S

∗
3: Ne
h» jsou ABC,A′KL dvì troji
e nekolineární
h bodù. Exis-

tuje jediné pøemístìní v rovinì, které pøevádí bod A do bodu A′,
polopøímku AB do polopøímky A′K ′ a polorovinu ABC do polo-

roviny A′KL.

S

∗
4: Jestli¾e jsou A,B dva rùzné body, potom existuje aspoò jedno

pøemístìní, které pøevádí bod A do bodu B a bod B do bodu A.

S

∗
5: Jestli¾e je ∠BAC dutý úhel, potom existuje aspoò jedno pøe-

místìní, které pøevádí polopøímku AB do polopøímky AC a polo-

pøímku AC do polopøímky AB.

S

∗
6: Slo¾ením dvou pøemístìní vznikne pøemístìní.

S

∗
7: Identita je pøemístìní.

S

∗
8: Inverzní zobrazení k pøemístìní je pøemístìní.

S∗6, S∗7, S∗8 - v¹e
hna pøemístìní tvoøí grupu

Vìta 62. Abstraktní geometrie [IUS℄, [IUS

∗
℄ jsou toto¾né, tj. skupiny axiomu S, S∗

jsou ekvivalentní.

MODELY GEOMETRIÍ [IUS℄, [IUS

∗
℄:

• Model planimetrie - zobrazení inverzní ke stereogra�
ké projek
i.

• Aritmeti
ký model reálný OTÁZKA: Proè ji¾ nestaèí aritmeti
ký ra
ionální

model?

• Beltramiho{Kleinùv model

Zavedení neeukleidovské vzdálenosti v Beltramiho{Kleinovì modelu:

Vzdálenost bodu B od bodu A (viz Obr. 48) de�nujeme výrazem | ln (UV BA)|,
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kde U, V jsou krajní body tìtivy, na které le¾í body A,B, a (UV BA) je dvoj-

pomìr bodù U, V, B,A. Je zøejmé, ¾e pokud se bod B blí¾í hrani
i kruhu,

jeho vzdálenost od A se blí¾í nekoneènu. Pou¾itím logaritmu dvojpomìru místo

pouhého dvojpomìru je zaji¹tìna mo¾nost sèítání vzdáleností. Uva¾ujme body

A,C,B dle Obr. 48. Potom pro pøíslu¹né dvojpomìry platí (UV CA)·(UVBC) =
(UV BA), zatím
o pro jeji
h logaritmy platí

ln(UV CA) + ln(UV BC) = ln(UV BA),


o¾ koersponduje s na¹í pøedstavou o mo¾nosti sèítání vzdáleností. Absolutní

hodnota zase zaruèí nezávislost vzdálenosti dvou bodù na jeji
h poøadí, proto¾e,

kdy¾ (UV AB) = (UV BA)−1 = (V UAB)−1 = (V UBA), potom

| ln (UV AB)| = | ln (UV BA)| = | ln (V UAB)| = | ln (V UBA)|.

Pro takto de�novanou vzdálenost bodù, je potom délka úseèky UV vlastnì

nekoneèná. Dobøe tak hraje roli pøímky.

Obrázek 48: Vzdálenost bodù v Kleinovì (Beltramiho{Kleinovì) modelu

V. Axiomy spojitosti A, C, D

Souvisejí s hledáním odpovìdí na otázky: Lze zmìøit ka¾dou úseèku? Existuje ke

ka¾dému èíslu odpovídají
í úseèka?

Ar
himédùv axiom

A: Jsou dány úseèky AB,CD. Na polopøímku AB postupnì na-

ná¹íme úseèku CD a dostaneme body P1, P2, ..., Pn, Pn+1. Potom
existuje takové n ∈ N, ¾e bod Pn+1 nele¾í uvnitø AB.
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Cantorùv axiom (axiom úplnosti)

C: Prùnik posloupnosti úseèek do sebe zaøazený
h je neprázdný.

Vìta 63. Jestli¾e prùnik posloupnosti úseèek do sebe zaøazený
h neobsahuje ¾ádnou

úseèku, je tento prùnik mno¾inou s jedním bodem.

Dùkaz. Doká¾eme sporem

Vìta 64. V geometrii [IUSAC℄ je ka¾dé kladné èíslo velikostí nìjaké úseèky.

Axiomy A, C lze nahradit jediným axiomem D:

Dedekindùv axiom

D: Ka¾dý omezený konvexní útvar na pøím
e, který obsahuje aspoò

dva rùzné body, je úseèka (pøípadnì s vyne
háním jednoho nebo obou

krajní
h bodù).

ABSOLUTNÍ GEOMETRIE [IUSAC℄, [IUSD℄:

Jedná se o spoleèný základ eukleidovské i neeukleidovské geometrie.

VI. Axiom rovnobe¾nosti R

p

a
b

A

Obrázek 49: Rovnobì¾ky v Kleinovì modelu

Rovnobì¾kami budeme rozumìt dvì pøímky v té¾e rovinì, které nemají spoleèný

bod. Jak bylo uvedeno na str. 114, existují geometrie, v ni
h¾ bodem nele¾í
ím na
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pøím
e pro
hází ví
e rovnobì¾ek s touto pøímkou. Potom mù¾eme tyto rovnobì¾ky

rozli¹it na tzv. soubì¾ky a rozbì¾ky. Soubì¾kami nazýváme þmezníÿ pøímky ze svazku

rovnobì¾ek pro
házejí
i
h bodem A. Napøíklad v Kleinovì modelu na Obr. 49 jsou

soubì¾kami pøímky a a b, ostatní rovnobì¾ky jsou rozbì¾kami (tj. vyplòují vr
holové

úhly, jeji
h¾ rameny jsou soubì¾ky).

Nìkteré vìty absolutní geometrie:

Vìta 65 (Legendrova). Jsou-li èísla α, β, γ velikosti vnitøní
h úhlù trojúhelníku

ABC, platí α + β + γ ≤ π.

Vìta 66. Jestli¾e je p libovolná pøímka, A bod, který na ní nele¾í, potom bodem A

pro
hází aspoò jedna rovnobì¾ka s pøímkou p.

Axiom rovnobì¾nosti

R: Ne
h» p je libovolná pøímka, A libovolný bod, který na ní nele¾í.

Potom bodem A pro
hází nejvý¹e jedna rovnobì¾ka s pøímkou p.

Tento axiom je ekvivalentní s Eukleidovým pátým postulátem uvedeným na str. 110.

Ten se jeví tak samozøejmý, ¾e byl dlouho pova¾ován za pouhý dùsledek pøed
hozí
h

ètyø postulátù. Snahy o jeho odvození z tì
hto postulátù v¹ak vedly v¾dy jenom k

jeho novým formula
ím (nìkteré viz ní¾e). Dùkazem toho, ¾e axiom rovnobì¾nosti je

skuteèným axiomem a nikoliv dùsledkem jiný
h axiomù, bylo a¾ objevení existen
e

geometrie [IUSDnonR℄ (Lobaèevskij), která se ukázala jako logi
ky bezesporná. R a

zároven nonR nemù¾e být toti¾ dùsledkem axiomù IUSD, jsou tedy na ni
h nezávislé.

[IUSDR℄ = eukleidovská geometrie

[IUSDnonR℄ = hyperboli
ká (Lobaèevského) geometrie

Nìkteré vìty ekvivalentní s R

• Existuje aspoò jeden eukleidovský trojúhelník.

• Existuje dutý úhel takový, ¾e ka¾dý jeho vnitøní bod nále¾í úseè
e, její¾ krajní

body le¾í na ramene
h tohoto úhlu.

• Pythagorova vìta.

• Ka¾dé dvì kolmi
e ke dvìma rùznobì¾kám jsou rùznobì¾né.
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• Souèet vnitøní
h úhlù ve ètyøúhelníku je 2π.

• Ka¾dému trojúhelníku lze opsat kru¾ni
i.

• Eukleidùv pátý postulát (viz str. 110).

Poznámka. Jak bylo uvedeno vý¹e, objevení ekvivalen
e uvedený
h vìt s axiomem

R je výsledkem snah o odvození R z ostatní
h axiomù. Ví
e o historii tì
hto pokusù

najde zájem
e napøíklad v [7℄ a [9℄.
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15 Neeukleidovské geometrie

15.1 Problém rovnobì¾ek

Eukleidùv pátý postulát se vìt¹inou nazývá postulát o rovnobì¾ká
h. Od ostatní
h

postulátù a axiomù se li¹í tím, ¾e ho nelze experimentálnì ovìøit. Týká se toti¾

nekoneèný
h pøímek a existen
e/neexisten
e jeji
h prùseèíku le¾í
ího kdesi mimo

pozorovatelovo zorné pole. Vyvstává tak otázka, zda tento postulát nelze odvodit

z ostatní
h. Celá staletí se matemati
i pokou¹eli tuto mo¾nost odvození 5. postulátu

dokázat. Neúspì¹nost tì
hto snah dala vzniknout problému rovnobì¾ek. Nebylo jasné,

zda pokusy selhávají proto, ¾e dùkaz není mo¾ný, nebo proto, ¾e si
e mo¾ný je, ale

pro jeho provedení je tøeba nìjakého dosud neznámého obratu.

Snahy o dokázání 5. postulátu pomo
í ostatní
h axiomù a postulátù vedly ke vzniku

tzv. neeukleidovský
h geometrií. Zaslou¾ili se o to Carl Friedri
h Gauss (1777{1855),

János Bolyai (1802{1860) a Nikolaj Ivanoviè Lobaèevský (1793{1856), pozdìji pak

Bernhard Riemann (1826{1866).

15.2 Lobaèevského geometrie [IUSDnonR℄

Té¾ hyperboli
ká geometrie.

Lobaèevský (stejnì jako Bolyai a zøejmì i Gauss, který z ni
h byl první, ale své

objevy nezveøejnil) pou¾il pro dùkaz 5. postulátu metodu nepøímého dùkazu (tj.

uplatnìní prin
ipu o vylouèeném tøetím). Vzal v¹e
hny vìty, které se dají dokázat

bez 5. postulátu (tj. vìty tvoøí
í absolutní geometrii, viz str. 119) a k nim pøidal

nega
i 5. postulátu: Existuje alespoò jedna dvoji
e neprotínají
í
h se pøímek v ro-

vinì, které protínají tuté¾ pøímku a tvoøí s ní po jedné její stranì vnitøní úhly, jeji
h¾

souèet je men¹í dvou pravý
h. Pøitom doufal, ¾e dojde ke sporu, 
o¾ se ale nestalo.

Jeho systém tvrzení byl bezesporný, vytvoøil tak novou, neeukleidovskou geometrii,

Lobaèevského neeukleidovskou geometrii. Poprvé ji veøejnì pøedstavil pøi pøedná¹
e

v ro
e 1826, formou publika
e pak v ro
e 1829, [7℄. Bolyai objevil tuto geometrii

nezávisle na Lobaèevském a publikoval ji v ro
e 1832 (literární formou je historie

vzniku neeukleidovské geometrie pìknì popsána v [9℄).

Pro dal¹í pou¾ití vyu¾ijeme následují
í formula
í nega
e 5. postulátu:

L: Existují pøímka p a bod D, který na ní nele¾í, takové, ¾e alespoò

dvì rùzné pøímky jdou
í bodem D neprotínají pøímku p.
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Vybrané vlastnosti Lobaèevského geometrie

• Souèet vnitøní
h úhlù v trojúhelníku je men¹í ne¾ π :

α + β + γ < π.

• Shodují-li se dva trojúhelníky v úhle
h, jsou shodné.

• Èím je men¹í souèet úhlù trojúhelníka, tím je vìt¹í jeho obsah.

• Èím men¹í je obsah trojúhelníka, tím je souèet úhlù bli¾¹í k π.

Lobaèevského formule

pro vztah α = Π(x) mezi úhlem soubì¾nosti α a vzdáleností x.

Obrázek 50: Vztah mezi úhlem soubì¾nosti α a délkou x úseèky AB

Uva¾ujme soubì¾ku b s pøímkou a jdou
í bodem A, který je ve vzdáleností x od a,

viz Obr. 50. Potom platí formule

tg

(

1

2
Π(x)

)

= e−
x

k ,

kde α = Π(x) vyjadøuje závislost úhlu soubì¾nosti α na x a k je libovolná konstanta.

Potom je zøejmé, ¾e platí

lim
x→0

(Π(x)) =
π

2
.

Z toho vyplývá, ¾e v dostateènì malé èásti Lobaèevského roviny lze u¾ívat euklidov-

ské geometrie, ani¾ se dopustíme podstatný
h 
hyb, [5℄.

Model Lobaèevského (hyperboli
ké) geometrie

Vedle vytvoøení logi
ky konzistentního systému geometri
ký
h vìt je dùle¾ité vy-

tvoøit také model takovéto geometrie. Nejjednodu¹¹ím jeKleinùv model (Kleinùv dis-

kový model, rovinná varianta obe
nìj¹ího Beltramiho{Kleinova modelu), viz Obr. 51.

Modelem roviny je kruh, pøímkou je jeho tìtiva. Z Obr. 51 je zøejmé, ¾e bodem le¾í-


ím mimo danou pøímku mù¾e být vedeno nekoneènì mnoho pøímek, které s ní
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Obrázek 51: Kleinùv model Lobaèevského (hyperboli
ké) geometrie

nemají ni
 spoleèného. U¾ tímto jednodu
hým modelem je potvrzeno, ¾e 5. postulát

nelze odvodit z ostatní
h. Kdyby tomu tak bylo, musel by v Kleinovì modelu platit.

Dal¹ím mo¾ným modelem Lobaèevského (hyperboli
ké) geometrie je plo
ha parabo-

li
kého hyperboloidu (svým tvarem pøipomínají
í sedlo), viz Obr. 52. Nejkrat¹í spoj-

ni
í dvou bodù na plo¹e je tzv. geodeti
ká èára (viz té¾ \Geodesi
s on an ellipsoid"),

která se u plo
h rùzný
h od roviny li¹í od úseèky. V dùsledku toho má trojúhelník

tvoøený tøemi body na paraboli
kém hyperboloidu souèet vnitøní
h úhlù men¹í ne¾

180◦. Naproti tomu u trojúhelníku na kulové plo¹e (pøedstavte si napø. rovnora-

Obrázek 52: Hyperboli
ký paraboloid

menný trojúhelník se základnou na rovníku a s hlavním vr
holem v severním pólu)

je souèet úhlù vìt¹í ne¾ 180◦. Kulová plo
ha je tak modelem dal¹í neeukleidovské
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geometrie, tzv. Riemannovy (elipti
ké) geometrie.

15.3 Riemannova geometrie

Té¾ elipti
ká geometrie.

Bernhard Riemann (1826{1866) formuloval v ro
e 1854 teorii obe
né metri
ké geo-

metrie, která zahrnovala kromì eukleidovské geometrie a nedávno objevené hyperbo-

li
ké (Bolyai{Lobaèevského) geometrie je¹tì novou elipti
kou geometrii, pozdìji té¾

nazývanou Riemannova geometrie.

Typi
kou vlastností této geometrie je skuteènost, ¾e souèet vnitøní
h úhlù v trojú-

helníku je vìt¹í ne¾ π :

α + β + γ > π

Modelem Riemannovy geometrie je pak povr
h koule (sféry).

Obrázek 53: Povr
h koule jako model Riemannovy elipti
ké geometrie
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