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1 Inverze

V této kapitole se nejprve seznámíme s inverzí jako takovou, potom se zamìøíme na její konkrétní

pøíklady, sférikou inverzi v trojrozmìrném prostoru a kruhovou inverzi v rovinì. Kruhové inverzi se

budeme podrobnì vìnovat i v pøí¹tí kapitole. Otázka inverzí je pojednána v [14℄ na str. 83{92.

De�nie 1 (Inverze). Inverze se støedem S a koe�ientem κ (κ 6= 0) v eukleidovském prostoru En

je zobrazení mno¾iny En − {S} na sebe, které ka¾dý bod X zobrazí na bod X ′
tak, ¾e

a) pro κ > 0 jsou polopøímky SX, SX ′
toto¾né, pro κ < 0 jsou potom opaèné,

b) |SX| = |κ|
|SX| .

Je zøejmé, ¾e body S, X (vzor) a X ′
(obraz) jsou kolineární. K urèení inverze staèí zadat støed S a

dvojii bodù, napø. A, A′
, ve vztahu vzor a obraz.

Poznámka. De�nie inverze je na první pohled analogiká s de�nií stejnolehlosti. De�nie tìhto

dvou zobrazení v eukleidovském prostoru se li¹í akorát ve vztahu mezi vzdálenostmi |SX ′| a |SX|.
Zatímo u stejnolehlosti je |SX ′| pøímo úmìrná |SX| (tj. |SX ′| = κ|SX|, kde κ je koe�ient stejno-

lehlosti), u inverze je |SX ′| nepøímo úmìrná |SX| (tj. |SX ′| = κ

|SX| , kde κ je koe�ient inverze).

PØÍKLAD 1.1. Doka¾te, ¾e zobrazení v rovinì, jeho¾ prinip je naznaèen na Obr. 1 (kru¾nie

k má støed S a polomìr r; body X, X ′
a S le¾í v pøíme p), splòuje de�nii inverze.

Obrázek 1: Inverze v rovinì

Øe¹ení: Z podobnosti trojúhelníkù △SXP ∼ △SQX ′
vyplývá vztah |SX ′| = r2

|SX| . Zobrazení tak
splòuje de�nii inverze dané støedem S a koe�ientem κ = r2, kde r je polomìr dané kru¾nie k.
Jedná se o tzv. kruhovou inverzi urèenou kru¾nií k. Tomuto zobrazení se budeme podrobnì vìnovat

v kapitole 2. Tam si také uvedeme je¹tì jeden mehanismus pøiøazení obrazu danému bodu v kruhové

inverzi.
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1.1 Sfériká inverze

Nyní uva¾ujme trojrozmìrnou variantu Obr. 1, kde místo kru¾nie k �guruje sféra (kulová ploha)

ω se støedem S a polomìrem r a místo pøímky p je dána rovina ρ proházejíí bodem S, kolmo na

spojnii dvou diametrálnì protilehlýh bodù (pólù) P,Q, viz Obr. 2.

Obrázek 2: Inverze v prostoru { Sfériká inverze

Jedná se o tzv. sférikou inverzi urèenou sférou (kulovou plohou) ω se støedem S a polomìrem r.
Opìt, tak jako v pøípadì rovinné varianty z pøíkladu 1.1, není obtí¾né dokázat, ¾e toto zobrazení

pøiøazujíí bodu X ∈ ρ obraz X ′ ∈ ρ splòuje de�nii 1. Postup tohoto pøiøazení lze pøitom popsat

pomoí slo¾ení dvou zobrazení, z nih¾ jedno je tzv. stereogra�ká projeke a druhé je zobrazení k

této projeki inverzní.

1.2 Stereogra�ká projeke

Pojednání o tomto zobrazení a jeho vlastnosteh lze najít napø. v [7℄. Zde je také uvedena informae,

¾e se stereogra�kým prùmìtem praoval ji¾ Hipparhos kolem roku 150 pø. n. l.

Obrázek 3: Stereogra�ká projeke
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De�nie 2 (Stereogra�ká projeke). Stereogra�ký prùmìt kulové plohy je støedovým prùmìtem

kulové plohy pro støed promítání S le¾íí na kulové plo¹e ω a pro prùmìtnu π rovnobì¾nou s teènou

rovinou kulové plohy ve støedu promítání S, viz Obr. 3. [7℄

Poznámka. Prùmìtna π se vìt¹inou volí tak, jak je znázornìno na Obr. 3, tj. prohází støedem O
kulové plohy kolmo na pøímku OS.

Stereogra�ká projeke má dvì dùle¾ité vlastnosti:

(1) Kru¾nie kulové plohy ω se promítají opìt do kru¾ni, viz Obr. 4.

Obrázek 4: Obrazem kru¾nie je opìt kru¾nie

(2) Úhel dvou køivek kulové plohy ω se u jejih obrazù zahovává (zobrazení, která zahovávají

velikost úhlu nazýváme konformní), viz Obr. 5.

Obrázek 5: Velikost úhlu se zahovává

1.3 Vybrané vlastnosti sfériké inverze

Podíváme-li se zpìt na Obr. 2 vidíme, ¾e sférikou inverzi lze slo¾it ze dvou zobrazení. Bod X se

nejprve zobrazí na bod X1 prostøednitvím inverzního zobrazení ke stereogra�ké projeki z bodu P
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na rovinu π, potom se bod X1 zobrazí na X ′
ve stereogra�ké projeki z bodu Q na rovinu π.

Inverze je involutorní zobrazení, to znamená, ¾e je-li obrazem bodu X bod X ′
, je obrazem bodu X ′

bod X .

Pøitom body uvnitø sféry (v pøípadì kruhové inverze pak kru¾nie) se zobrazují vnì, a naopak body

vnì sféry (kru¾nie) se zobrazují dovnitø. Body sféry (kru¾nie) jsou potom samodru¾né.

Snadno ovìøíme skuteènost, ¾e pøibli¾uje-le se bod X ke støedu S inverze, jeho obraz X ′
se neomezenì

vzdaluje. Pøirozenì se tak nabízí my¹lenka, ¾e obrazem bodu S, který je v de�nii 1 z eukleidovsk0ho

prostoru vyòat, je bod v nekoneènu. Tuto my¹lenku preizuje zavedení tzv. Möbiova prostoru, viz

napø. [14℄, str. 85 (August Ferdinand Möbius, 1790{1868).

Möbiovým prostorem rozumíme eukleidovský prostor En roz¹íøený o tzv. nevlastn bod (tj. bod þv

nekoneènuÿ). Znaèíme ho Mn = En ∪ {∞}. Tento nevlastní bod je potom v Möbiovì prostoru

obrazem støedu inverze S.
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2 Kruhová inverze

De�nie 3. Kruhová inverze urèená kru¾nií ω(S, r) (viz Obr. 6) je zobrazení, které ka¾dému bodu

X 6= S pøiøadí bod X ′
tímto zpùsobem:

(1) X ′ ∈ 7→ SX,

(2) |SX| · |SX ′| = r2.

Obrázek 6: Kruhová inverze

Z de�nie vyplývá, ¾e kruhová inverze je involutorní zobrazení, tj. obrazem bodu X ′
je bod X .

Otázkou je, jak toto zobrazení konstrukènì provést

1

. Na Obr. 1 je jeden mo¾ný zpùsob, zalo¾ený, jak

u¾ víme, na projekíh z bodù P a Q. Obvykle se v¹ak pou¾ívá jiný zpùsob, zalo¾ený na Eukleidovì

vìtì o odvìsnì. Nyní se s ním pomoí Obr. 7 seznámíme. Jestli¾e T je bod dotyku teèny kru¾nie

Obrázek 7: Kruhová inverze { konstruke obrazu bodu X

ω vedené z bodu X , je △XST pravoúhlý trojúhelník s pøeponou XS. Potom pro patu Y vý¹ky

sestrojené z vrholu T na pøeponu XS dle Eukleidovy vìty o odvìsnì pravoúhlého trojúhelníku platí

|SY | · |SX| = r2.

1

Pøi rýsování v GeoGebøe tuto otázku øe¹it nemusíme. Program má implementován nástroj Kruhová inverze. Pøi

jeho pou¾ití staèí zadat bod, který heme zobrazit a urèujíí kru¾nii.
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Je tedy zøejmé, ¾e bod Y je obrazem bodu X v souladu s de�nií 3. Pøíslu¹nou konstruki proto

mù¾eme pou¾ít k sestrojení obrazu bodu v kruhové inverzi. Pøitom je tøeba mít na pamìti, ¾e kruhová

inverze je involutorním zobrazením. Obrazem bodu Y (vnitøní bod kru¾nie ω) je tedy naopak zase

bod X (vnìj¹í bod kru¾nie ω). Pro úplnost pøipomeòme, ¾e body kru¾nie ω jsou samodru¾né,

zobrazí se samy na sebe, opìt v souladu s de�nií 3.

2.1 Vybrané vlastnosti kruhové inverze

Kruhová inverze je pøíkladem nelineárního zobrazení, nejedná se o a�nní zobrazení, pøímka se a¾ na

speiální pøípady nezobrazuje na pøímku (pøímky, které neproházejí støedem inverze, se zobrazují

na kru¾nie).

Z de�nie inverze je patrné, ¾e vnitøní body urèujíí kru¾nie (sféry) se zobrazují na vnìj¹í body a

naopak.

Inverze je tzv. konformní zobrazení, tj. zahovává velikost úhlu.

Jak je na tom kruhová inverze se samodru¾nými útvary? Samodru¾nými body jsou body urèujíí

kru¾nie. Samodru¾nými pøímkami jsou pøímky proházejíí støedem inverze. Samodru¾né jsou ty

kru¾nie, které ortogonálnì protínají urèujíí kru¾nii.

Nyní si tyto vlstnosti uvedeme formou vìt (jejih¾ dùkaz je v¹ak vìt¹inou pøenehán ètenáøi).

Vìta 1. Vnitøní body urèujíí kru¾nie se zobrazí na vnìj¹í body této kru¾nie a naopak, vnìj¹í body

se zobrazí na vnitøní.

Vìta 2. Jestli¾e jsou A′, B′
obrazy bodù A,B v kruhové inverzi, její¾ støed S nele¾í na pøíme AB

(viz Obr. 8), potom |∠SAB| = |∠SB′A′|.

Obrázek 8: |∠SAB| = |∠SB′A′|

Dùkaz. Z de�nie kruhové inverze vyplývá |SA′| · |SA| = |SB′| · |SB| = r2, tj.
|SA′|
|SB′| =

|SB|
|SA| . Proto¾e

trojúhelníky ABS a B′A′S mají spoleèný úhel pøi vrholu S, jsou podle vìty sus podobné.
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Vìta 3. Body pøímky proházejíí støedem inverze S se zobrazují opìt na tuto pøímku. S výjimkou

støedu S.

Vìta 4. Obrazem pøímky p, která neprohází støedem inverze S, je kru¾nie p′ proházejíí støedem
S. Kromì bodu S.

Vìta 5. Obrazem kru¾nie proházejíí støedem inverze S (kromì bodu S) je pøímka, která neprohází

støedem inverze S.

Obrázek 9: Obrazem pøímky p je kru¾nie p′ a naopak.

Dùkaz. Pøi znalosti Thaletovy kru¾nie lze tuto vìtu dokázat jako dùsledek vìty 2, viz Obr. 9.

Vìta 6. Obrazem kru¾nie, která naprohází støedem inverze S je kru¾nie.

Obrázek 10: Obrazem kru¾nie k, která neprohází støedem S, je kru¾nie k′
a naopak.

Dùkaz. K dùkazu lze vyu¾ít monost bodu ke kru¾nii, konkrétnì monosti bodu S ke kru¾niím k
a k′

, viz Obr. 10.
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Poznámka. Na Obr. 10 je patrná jedna typiká vesmìs v¹ak opomíjená vlastnost kruhové inverze,

¾e obrazem støedu kru¾nie k není støed kru¾nie k′
, viz body O a O′

na obrázku.

Vìta 7. Nutnou a postaèujíí podmínkou, aby kru¾nie k se støedem O, rùzná od urèujíí kru¾nie

ω, byla v kruhové inverzi samodru¾ná je, aby ortogonálnì protínala urèujíí kru¾nii inverze ω.

Obrázek 11: Samodru¾ná kru¾nie k ortogonálnì protíná urèujíí kru¾nii ω.

Dùkaz. K dùkazu opìt vyu¾ijeme monost bodu ke kru¾nii, konkrétnì monost bodu S ke kru¾nii

k, viz Obr. 11.

Poznámka. Na Obr. 11 opìt stojí za pozornost fakt, ¾e aèkoliv se kru¾nie k zobrazuje sama na

sebe, její støed O se zobrazuje na jiný bod O′
.

Vìta 8. Neh» jsou a, b dvì kru¾nie nebo pøímka a kru¾nie, které se dotýkají. Potom:

a) Jestli¾e se dotýkají v bodì T 6= S, kde S je støed inverze, potom se dotýkají i jejih obrazy v

bodì T ′
, který je obrazem bodu T .

a) Jestli¾e se dotýkají ve støedu inverze S, potom jsou jejih obrazem pøímky a′ ‖ b′.

Obrázek 12: Zahování inidene v kruhové inverzi
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2.2 Analytiké vyjádøení kruhové inverze

Pøi odvození analytikého vyjádøení kruhové inverze se støedem S a koe�ientem κ vyjdeme z Obr. 13,

kde je uva¾ovaná inverze zadána urèujíí kru¾nií ω se støedem S a polomìrem r (víme, ¾e platí

r2 = κ). Vztah mezi body S,X a X ′
mù¾eme v ka¾dém okam¾iku popsat rovností

|SX ′| = k · |SX|, (1)

která sie pøipomíná stejnolehlost, li¹í se v¹ak od ní tím, ¾e hodnota k není konstantní, ale závisí na

X (místo k by asi bylo vhodnìj¹í psát k(X)). Víme pøee, ¾e kruhová inverze je de�nována vztahem

|SX ′| = κ

|SX| . (2)

Dáme-li vztahy (1) a (2) dohromady, dostaneme pro k vztah

k =
κ

|SX|2 . (3)

Nyní staèí rovnost (1) pøepsat do tvaru X ′ − S = k · (X − S), odkud po dosazení z (3) odvodíme

koneèné analytiké vyjádøení kruhové inverze. Pro obraz X ′
bodu X v kruhové inverzi se støedem S

a koe�ientem κ tak platí

X ′ = S +
κ

|SX|2 · (X − S), (4)

pøípadnì

X ′ = S +
r2

|SX|2 · (X − S), (5)

pro urèujíí kru¾nii ω se støedem S a polomìrem r.

Obrázek 13: Analytiké vyjádøení kruhové inverze.
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2.3 Cvièení { kruhová inverze

1. V jaký útvar pøevede kruhová inverze kru¾nii a její dvì teèny, které jsou

a) rùznobì¾né, b) rovnobì¾né?

2. Prozkoumejte obrazy tìhto dvou útvarù v kruhové inverzi:

a) dvì na sebe kolmé pøímky, b) kru¾nie a pøímka, která prohází jejím støedem.

3. Je dána pøímka p, která protíná danou kru¾nii k v bodeh K, L a je dán bod B, le¾íí mimo

pøímku p i kru¾nii k. Bodem B veïte kru¾nii, která se dotýká p i k.

4. Sestrojte kru¾nii proházejíí danými body A, B a dotýkajíí se dané kru¾nie k; body A, B jsou

vnìj¹í body kru¾nie k.

5. Jsou dány tøi kru¾nie k1, k2, k3, které se navzájem protínají a v¹ehny proházejí bodem O.
Sestrojte kru¾nii k, která se dotýká kru¾ni k1, k2, k3.

6. Jsou dány tøi kru¾nie k1, k2, k3, z nih¾ se ka¾dé dvì zvenku dotýkají. Sestrojte kru¾nii k,
dotýkajíí se danýh kru¾ni.

7. Jsou dány dvì dotýkajíí se kru¾nie k1, k2 a pøímka p. Sestrojte kru¾nii, která se dotýká kru¾ni

k1, k2 a pøímky p.

8. Jsou dány dvì pøímky p1, p2 a kru¾nie k, která se dotýká pøímky p1. Sestrojte kru¾nii, která se

dotýká pøímek p1, p2 a kru¾nie k.

9. Jsou dány dvì dotýkajíí se kru¾nie k1, k2 a pøímka p. Sestrojte kru¾nii se støedem na pøíme p,
která se dotýká kru¾ni k1, k2.

10. Jsou dány tøi kru¾nie k1, k2, k3, z nih¾ k1 a k2 se protínají v bodeh A,B; k3 le¾í vnì k1 i k2.
Sestrojte kru¾nii k, která se dotýká kru¾ni k1, k2, k3.

11. V rovinì je dán trojúhelník ABC. Najdìte støed kruhové inverze zobrazujíí bod A na bod B,
je-li bod C samodru¾ný.

12. Urèete støed kruhové inverze s koe�ientem 2, pøi které se bod [1, 0] zobrazí na bod [2, 0].

13. Existuje kruhová inverze, pøi ní¾ jsou body [−1, 0], [1, 0] samodru¾né a bod [0, 0] se zobrazí na

bod [0, 1]? Pøi kladné odpovìdi urèete støed této inverze, koe�ient a analytiké vyjádøení.

14. Pøi kterýh kruhovýh inverzíh se zobrazí bod [0, 1] na bod [0, 9] a bod [2, 0] do vlastního bodu

na ose x? Urèete v¾dy støed a koe�ient inverze.

15. V omezené nákresnì je dána pøímka t a na ní pøístupný bod T. Dále je dán nepøístupný bod

M = p ∩ q; p, q jsou pøímky. Sestrojte kru¾nii k, která prohází bodem M a pøímky t se dotýká v

bodì T.

16. V omezené nákresnì sestrojte støed S kru¾nie k proházejíí nepøístupnými body A = x∩y, B =
u ∩ v a pøístupným bodem C (x, y, u, v jsou dané pøístupné pøímky).
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3 Projektivní roz¹íøení Ēn prostoru En

Projektivním roz¹íøením eukleidovského prostoru En rozumíme jeho doplnìní o nevlastní body. Vý-

sledný prostor znaèíme Ēn. Takovéto roz¹íøení eukleidovského prostoru nám podstatnì zjednodu¹uje

popis a zkoumání nìkterýh geometrikýh vztahù. Vyu¾ívá se tøeba pøi výkladu perspektivy, zavá-

dìní kolineae nebo pøi zkoumání ku¾eloseèek a kvadrik.

3.1 Projektivní roz¹íøení roviny E2

Pøímka je urèena buï dvìma body, nebo bodem a smìrem (smìrovým vektorem), viz Obr. 14. Dvì

pøímky v rovinì, které nejsou toto¾né, mají buï jeden spoleèný bod, nebo nemají ¾ádný spoleèný

bod, ale mají spoleèný smìr.

Obrázek 14: Pøímka je urèena buï dvìma body, nebo bodem a smìrem (smìrovým vektorem).

Kdybyhom smìry ztoto¾nili s body, mohli byhom vý¹e uvedená tvrzení nahradit tìmito jednodu-

¹¹ími: Pøímka je urèena dvìma body. Dvì pøímky v rovinì mají v¾dy alespoò jeden spoleèný bod.

Øe¹ením je doplnìní roviny o tzv. nevlastní body N∞, tj. body v nekoneènu, které si mù¾eme pøedsta-

vovat jako smìry v¹eh pøímek roviny. Dùsledkem zavedení tìhto nevlastníh bodù do eukleidovské

roviny je její doplnìní také o tzv. nevlastní pøímku n∞, která je z nevlastníh bodù slo¾ena.

Prvotní pøedstava o nevlastním bodu pøímky je taková, ¾e je to bod této pøímky, který le¾í v neko-

neènu. Proto je logiké, ¾e nevlastní bod pøímky ztoto¾òujeme s jejím smìrem.

De�nie 4 (Smìr). Je-li ~u libovolný nenulový vektor, potom mno¾inu v¹eh vektorù k~u, k ∈ R na-

zýváme smìrem, znaèíme 〈~u〉. Libovolný vektor daného smìru pak nazýváme reprezentantem tohoto

smìru.

Potom mù¾eme projektivnì roz¹íøený prostor Ē2 hápat jako sjednoení eukleidovského prostoru E2

s mno¾inou v¹eh smìrù 〈V2〉 (kde V2 je zamìøením E2), tj. s mno¾inou v¹eh nevlastníh bodù N∞;

Ē2 = E2 ∪N∞ = E2 ∪ 〈V2〉.

Bodem prostoru Ē2 tak je jak bod, tak jak jej známe (tj. vlastní bod), tak i smìr (tj. nevlastní bod).

Poznámka. Ka¾dá vlastní pøímka má právì jeden nevlastní bod (smìr).
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3.2 Homogenní souøadnie v Ē2

Je otázka, jak reprezentovat body projektivnì roz¹íøeného prostoru Ē2. Tato reprezentae by mìla

být na jedné stranì jednotná, na druhé stranì by v¹ak mìla dovolovat rozli¹ovat mezi body vlastními

(tj. body pùvodního eukleidovského prostoru E2) a nevlastními (tj. smìry zamìøení V2 pùvodního

eukleidovského prostoru E2).

Tento na první pohled obtí¾ný úkol elegantnì øe¹í zavedení tzv. homogenníh souøadni. Homogenní

souøadnie v Ē2 jsou výsledkem projektivního roz¹íøení, to jest ztoto¾nìní vlastníh i nevlastníh

bodù prostoru Ē2 se smìry 〈V3〉 prostoru E3. Souøadnie vektoru z V3, který ukazuje na konkrétní

bod prostoru Ē2 potom nazýváme aritmetikým zástupem tohoto bodu.

Obrázek 15: My¹lenka zavedení homogenníh souøadni.

My¹lenka zavedení homogenníh souøadni je zalo¾ena na tom, ¾e elou projektivnì roz¹íøenou euklei-

dovskou rovinu Ē2 þumístímeÿ do eukleidovského trojrozmìrného prostoru E3, vhodnì v nìm zvolíme

pevný bod Q a v¹ehny body prostoru Ē2 ztoto¾níme se smìry þpohledùÿ z tohoto bodu, tj. s vektory

z vektorového prostoru V3. Mo¾né øe¹ení je zahyeno na Obr. 15. Eukleidovský prostor E2 je zná-

zornìn modrou (spodní) rovinou, ta tedy pøedstavuje mno¾inu vlastníh bodù. Nevlastním bodùm, tj.

smìrùm pøímek z E2, potom odpovídají vektory rovnobì¾né s touto rovinou. Pro zjednodu¹ení na¹ih

pøedstav volíme umístìní v¹eh tìhto vektorù v bodì Q. Nevlastní body potom vyplòují èervenou

(horní) rovinu. Zvolíme-li kartézskou soustavu souøadni þhostitelskéhoÿ prostoru E3 tak, aby její

poèátek splýval s bodem Q, osy x, y le¾ely v rovinì rovnobì¾né s E2 a osa z byla orientována tak, ¾e

její prùseèík s rovinou E2 má souøadnii 1, jak vidíme na Obr. 15, je zøejmé, ¾e ka¾dý vlastní bod X
má v této soustavì souøadnie X = 〈x, y, 1〉, kde x, y jsou kartézské souøadnie bodu X v rovinì E2,

zatímo nevlastní bod U má souøadnie U = 〈u1, u2, 0〉. Tak se nám podaøilo dosáhnout vytèeného

íle. Uvedený postup není samozøejmì jediný. Není napø. nutné, aby tøetí souøadnie vlastního bodu

byla 1. Proto¾e nám jde o smìr þpohleduÿ z bodu Q do daného bodu, není nezbytné, aby vektor

tohoto smìru v pøíslu¹ném bodì konèil. Podstatné je, aby tímto bodem proházela pøímka tohoto

smìru. Obenì tak mù¾e být tøetí souøadnií vlastního bodu jakékoliv nenulové èíslo.

Pokud v¹ak v¹ehny souøadnie tímto nenulovým èíslem vydìlíme, dostaneme vý¹e uvedený speiální

pøípad homogenníh souøadni, který také odpovídá situai na Obr. 15. Hovoøíme o tzv. it a�nníh
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homogenníh souøadniíh. Ty nám zpùsobem svého zavedení umo¾òují v pøípadì vlastníh bodù

pøejít k a�nním (nebo pøímo kartézským) souøadniím v Ēn. V pøípadì nevlastníh bodù pak k

souøadniím pøíslu¹nýh smìrovýh vektorù ve V̄n. Pro zjednodu¹ení v¹ak budeme nadále pou¾ívat

pro tento typ souøadni vesmìs oznaèení homogenní souøadnie.

(A�nní) homogenní souøadnie vlastního bodu X ∈ Ē2:

X = 〈h1, h2, h3〉 =
〈

h1

h3

,
h2

h3

, 1

〉

= 〈x1, x2, 1〉.

(A�nní) homogenní souøadnie nevlastního bodu (smìru) Z ∈ Ē2:

Z = 〈z1, z2, 0〉.

Potom 〈x1, x2〉 jsou a�nní (nebo rovnou kartézské) souøadnie bodu X v E2, zatímo 〈z1, z2〉 jsou

a�nní (nebo rovnou kartézské) souøadnie smìrového vektoru ~z ve V2.

Rovnie pøímky v Ē2

V Ē2 existují rùzné zpùsoby vyjádøení pøímky, která je v E2 dána obenou rovnií ax+ by + c = 0.

Uva¾ujeme-li homogenní souøadnie jejího libovolného bodu X ve tvaru X = 〈x, y, z〉 = 〈x
z
,
y

z
, 1〉,

její obená rovnie je ve tvaru

ax+ by + cz = 0.

Je-li pøímka dána dvìma body A,B s homogenními souøadniemi A = 〈a1, a2, a3〉, B = 〈b1, b2, b3〉,
mù¾eme ji zadat pomoí rovnie

X = α · A+ β ·B,

která vyjadøuje její obený bod X jako lineární kombinai bodù (smìrù) A,B. K vyjádøení tého¾ lze

vyu¾ít i determinant. Rovnie pøímky dané body A,B má potom tvar

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x y z
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

PØÍKLAD 3.1. V rovinì E2 je dána pøímka 2x + 5y + 7 = 0. Vypoètìte (a�nní) homogenní

souøadnie jejího nevlastního bodu.

PØÍKLAD 3.2. V rovinì Ē2 jsou dány body A = 〈0, 3, 2〉, B = 〈2, 8, 2〉. Napi¹te rovnii pøímky

AB.

PØÍKLAD 3.3. V rovinì Ē2 je A = 〈1, 2, 0〉, B = 〈1, 1,−1〉, C = 〈0, 1, 0〉, D = 〈1, 0,−3〉. Urèete
souøadnie prùseèíku pøímek AB a CD.
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Rovnie ku¾eloseèky v Ē2

Ku¾eloseèka s algebraikou rovnií ve tvaru ax2+2bxy+ cy2+2dx+2ey+f = 0 má v Ē2 homogenní

rovnii

ax2 + 2bxy + cy2 + 2dxz + 2eyz + fz2 = 0.

PØÍKLAD 3.4. V rovinì E2 je dána ku¾eloseèka x2 + y2 + 2xy − 6x − 4y + 2 = 0. Vypoètìte
její nevlastní body v Ē2.

3.3 Zobenìní

My¹lenku projektivního roz¹íøení roviny mù¾eme zobenit na prostor dimenze n. Výsledný prostor

nazýváme projektivní prostor Pn a lze ho ztoto¾nit s mno¾inou smìrù 〈Vn+1〉:

Pn = Ēn = 〈Vn+1〉

(A�nní) homogenní souøadnie: X = 〈x1, ..., xn, xn+1〉.

PØÍKLAD 3.5. Napi¹te rovnii roviny, která prohází body A = 〈2,−1, 1, 2〉, B = 〈−1, 0, 0, 1〉, C =
〈−3, 2, 2, 3〉.

PØÍKLAD 3.6. V prostoru Ā3 urèete prùseèík P pøímky AB s rovinou CDE; A = 〈0, 1, 0, 1〉, B =
〈−1, 1, 2, 0〉, C = 〈0, 0, 0, 1〉, D = 〈1, 2, 0, 1〉, E = 〈0, 2,−5, 1〉.

3.4 Cvièení { projektivní roz¹íøení prostoru

1. V rovinì je dána pøímka 2x− 3y+ 7 = 0. Napi¹te její rovnii v pøíslu¹nýh a�nníh homogenníh

souøadniíh a vypoètìte její nevlastní bod U.

2. V prostoru Ē3 je pøímka popsána v a�nníh homogenníh souøadniíh rovniemi

2x1 + 3x2 − 4x3 + 5x4 = 0,

7x1 − 4x2 + 4x3 − 4x4 = 0.

Vypoètìte její nevlastní bod U .

3. Napi¹te rovnii roviny, která v prostoru P3 prohází body A = 〈2,−1, 1, 2〉, B = 〈−1, 0, 0, 1〉, C =
〈−3, 2, 2, 3〉.

4. Ka¾dá shodnost mù¾e být v homogenníh souøadniíh vyjádøena jednou matií. Pokuste se najít

pøíslu¹né matie.

5. Urèete obrazy bodù A = [2, 5], B = [−1, 0] v rotai R(S, α); S = [1, 2], α = π/3. Pou¾ijte matii v

homogenníh souøadniíh.

6. V prostoru E3 urèete prùseèík P pøímky AB s rovinou CDE.

A = (0, 1, 0, 1), B = (−1, 1, 2, 0), C = (0, 0, 0, 1), D = (2, 0, 1, 1), E = (0, 2,−5, 1).
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7. Rovnie ku¾eloseèek pøepi¹te do homogenníh souøadni a urèete jejih nevlastní body.

a) −x2 + 2xy + 3y2 − 2x+ 4y + 1 = 0,

b) x2 + 4xy + 4y2 − 4x− 8y + 3 = 0,

) x2 − 5xy + 6y2 − 2x+ 1 = 0.

8. V projektivním prostoru P 4 najdìte spoleèný bod M rovin

x1 − x2 + 2x3 + x4 − 3x5 = 0,
2x1 + x2 + 4x3 + 3x4 − 10x5 = 0,

− 6x2 + 2x3 + 3x4 + x5 = 0,
2x1 + 10x2 − 2x3 − 4x4 − 6x5 = 0.
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4 Dvojpomìr

Pro ka¾dé geometriké zobrazení jsou typiké urèité vlastnosti, které se pøi nìm zahovávají. Ho-

voøíme o tzv. invarianteh daného geometrikého zobrazení. Pro shodné zobrazení je to napø. vzdá-

lenost bodù, pro podobné zobrazení pomìr vzdáleností bodù, pro a�nní zobrazení je to potom dìlií

pomìr. Nyní nás bude zajímat projektivní invariant (tj. vlastnost, která se zahovává napø. pøi støe-

dovém promítání mezi dvìma rùznobì¾nými rovinami v trojrozmìrném prostoru, nebo mezi dvìma

rùznobì¾nými pøímkami v rovinì). Jak je patrné z Obr. 16, dìlií pomìr to být nemù¾e. Uká¾e se,

¾e tímto invariantem je tzv. dvojpomìr (viz vìta 12{Pappova vìta o projektivní invariantnosti dvoj-

pomìru). Dvojpomìrem (ABCD) ètyø rùznýh kolineárníh bodù rozumíme pomìr dìliíh pomìrù

(ABC)/(ABD) (viz následujíí de�nie 5). Pro podrobnìj¹í studium otázek invariantù geometrikýh

zobrazení, zvlá¹tì pak dvojpomìru, lze doporuèit [8℄.

Vý¹e uvedené úvahy o invarianteh mù¾eme shrnout takto:

• vzdálenost { metriký (eukleidovský) invariant,

• dìlií pomìr { a�nní invariant,

• dvojpomìr { projektivní invariant.

Obrázek 16: Støedové promítání mezi dvìma rùznobì¾nými pøímkami (rovinami) na rozdíl od rovno-

bì¾ného nezahovává dìlií pomìr (sledujte, jak se zobrazuje bod Z, støed úseèky XY ).

De�nie 5 (Dvojpomìr). Neh» A,B,C,D jsou ètyøi navzájem rùzné body pøímky. Èíslo δ =
(ABC)

(ABD)
nazýváme dvojpomìrem bodù A,B,C,D (v tomto poøadí) a znaèíme δ = (ABCD).

Poznámka. Zápisem (ABC), resp. (ABD), rozumíme dìlií pomìr bodu C, resp. D, vzhledem

k bodùm A,B.

PØÍKLAD 4.1. Na pøíme p jsou dány body A,B. Sestrojte na pøíme p bod C tak, aby dìlií

pomìr (ABC) = λ byl roven danému èíslu.

a) λ = 3,

b) λ = 1
2
,

) λ = −2.
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PØÍKLAD 4.2. Urèete hodnoty dìliíh pomìrù (ABC∞), (AB∞C), (A∞BC), kde A∞, B∞, C∞

jsou nevlastní body.

Øe¹ení: (ABC∞) = 1, (AB∞C) = 0, (A∞BC = ∞).

PØÍKLAD 4.3. Jak vidíme na Obr. 17, na pøíme p jsou ve stejnýh vzdálenosteh postupnì

umístìny body A,B,C,D. Urèete hodnotu dvojpomìru (ABCD).

Obrázek 17: Urèete hodnotu dvojpomìru (ABCD).

Vìta 9. Dvojpomìr ètyø bodù se nezmìní, vymìníme-li vzájemnì dva z nih a zároveò je¹tì oba

zbývajíí, t.j. platí (ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA).

Dùkaz. Doká¾eme pøímo, rozepsáním dle de�nie 5.

Vìta 10. Vymìníme-li poslední dva body mezi sebou, zmìní se hodnota dvojpomìru v hodnotu pøe-

vráenou, t.j. platí (ABCD) =
1

(ABDC)
.

Dùkaz. Doká¾eme pøímo, rozepsáním dle de�nie 5.

De�nie 6 (Harmoniká ètveøie). Je-li (ABCD) = −1, øíkáme, ¾e body A,B,C,D tvoøí harmo-

nikou ètveøii bodù, nebo ¾e body C,D jsou harmoniky sdru¾eny vzhledem k bodùm A,B, nebo ¾e

body C,D oddìlují harmoniky body A,B.

PØÍKLAD 4.4. Jsou-li na pøíme dány body A,B,C, sestrojte bod D tak, aby A,B,C,D tvoøily

harmonikou ètveøii.

Øe¹ení: Jedna z mo¾nýh konstrukí harmoniké ètveøie, zalo¾ená na podobnosti trojúhelníkù, je

zobrazena na Obr. 18. Vyjdeme z ní pøi hledání postupu konstruke, který by byl projektivnì inva-

Obrázek 18: Jedna z mo¾nýh konstrukí harmoniké ètveøie

riantní (nemìl by být zalo¾en na rovnobì¾nosti).
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Obrázek 19: Dal¹í z mo¾nýh konstrukí harmoniké ètveøie

Konstruki nejprve modi�kujeme (viz Obr. 19) tak, ¾e dvojiemi bodù A, F a B,E vedeme pøímky,

jejih¾ prùseèíkem G následnì vedeme rovnobì¾ku n s pøímkami k, l. Prùseèíkem pøímek n a p je

potom hledaný bod D.

Nyní zbývá nahradit nevlastní prùseèík pøímek k, l, n vlastním bodem Q. Výsledkem je konstruke

na Obr. 20, která je ekvivalentní s pùvodní a pøitom pøi ní nemusíme vyu¾ívat rovnobì¾nost. Postup

této konstruke je takový, ¾e bodem C vedeme libovolnou pøímku m, na ní zvolíme dva rùzné body

E, F a vedeme jimi pøímky k = AE a n = BF , jejih¾ prùseèík nazveme Q. Bod D je potom urèen

jako prùseèík pøímek p a l = QG, kde G je prùseèíkem pøímek AF a BE.

Obrázek 20: Jednoduhá konstruke harmoniké ètveøie

Body A,B, F, E na Obr. 20 (viz té¾ Obr. Fig:UplnyCtyr) tvoøí tzv. úplný ètyøroh. Takto nazýváme

skupinu ètyø bodù v rovinì, z nih¾ ¾ádné tøi nele¾í v jedné pøíme. Body A,B, F, E potom nazýváme

vrholy úplného ètyørohu. ©est pøímek, které tyto vrholy spojují, nazýváme stranami úplného èty-

ørohu. Tyto strany se protínají je¹tì v dal¹íh tøeh bodeh G,C,Q, jim¾ øíkáme diagonální vrholy

úplného ètyørohu; trojúhelník jimi urèený se nazývá diagonální trojúhelník a jeho strany diagonál-

ními stranami úplného ètyørohu. Nalezená jednoduhá konstruke harmoniké ètveøie potom odrá¾í

harmonikou vlastnost úplného ètyørohu, která je formulována v následujíí vìtì, víe viz [6℄.

Vìta 11. Na ka¾dé stranì úplného ètyørohu tvoøí oba jeho vrholy a dvojie bodù, z nih¾ jeden je

diagonální vrhol a druhý je inidentní s jeho protìj¹í diagonální stranou, dvì dvojie bodù, které se

harmoniky oddìlují.
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Obrázek 21: Úplný ètyøroh A,B, F, E a diagonální trojúhelník △GCQ.

Poznámka. Tvrzení, ¾e body A,B,C,D (viz Obr. 20 a 21) se harmoniky oddìlují znamená, ¾e pro

dvojpomìr tìhto bodù v uvedeném poøadí platí (ABCD) = −1.

PØÍKLAD 4.5. V P2 jsou dány body A = (1, 2, 3), B = (3, 2, 1), C = (1, 1, 1). Doka¾te, ¾e le¾í

na pøíme a vypoètìte bod D tak aby (ABCD) = −1.

PØÍKLAD 4.6. Støed úseèky AB je harmoniky sdru¾en s nevlastním bodem pøímky, urèené

body A, B, vzhledem k bodùm A, B. Doka¾te.
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5 Pappova vìta a její dùsledky

Pappos z Alexandrie (?290{?350), øeký matematik a astronom. Pod oznaèením þPappova vìtaÿ

je uvádìno víe vìt. Proto je tøeba uvést, o jaké z tìhto vìt hovoøíme. Zde se budeme vìnovat

Pappovì vìtì o invariani dvojpomìru pøi promítání. Pøesto¾e je dvojpomìr invariantní vùèi rovno-

bì¾nému i støedovému promítání, omezíme se zde pouze na støedové promítání. Vùèi rovnobì¾nému

promítání je invariantní i dìlií pomìr. Pozdìji uvedeme je¹tì Pappovu vìtu o ¹estiúhelníku.

5.1 Støedové promítání

Støedové promítání patøí mezi zobrazení zvaná kolineae. Kolineae je nejobenìj¹ím mo¾ným zob-

razením, které zahovává linearitu geometrikýh útvarù, [1℄.

Existují rùzné druhy kolineaí. Zanedlouho se budeme zabývat støedovou kolineaí, známou napø. z

kurzù deskriptivní geometrie.

Uva¾ujeme støedové promítání v prostoru Ē2 nebo v prostoru Ē3. Nejprve si probereme podobu

støedovýh prùmìtù základníh útvarù pøi støedovém promítání prostoru Ē3 do roviny π se støedem

S (S 6∈ π).

Zobrazení bodu

Viz Obr. 22. Vlastní bod se zobrazí opìt na vlastní bod (A → A′
), nebo, pokud le¾í v rovinì ρ

proházejíí støedem S rovnobì¾nì s prùmìtnou π, zobrazí se na nevlastní bod (B → B′

∞
). Nevlastní

bod (tj. smìr pøímky v Ē3) se zobrazí na vlastní bod, tzv. úbì¾ník (U∞ → U ′
), nebo, pokud pøímka

le¾í v rovinì ρ proházejíí støedem S rovnobì¾nì s prùmìtnou π, zobrazí se sám na sebe, tj. opìt

na nevlastní bod.

Obrázek 22: Støedové prùmìty bodu v Ē3.

Zobrazení pøímky

Viz Obr. 23. Pøímka se zobrazí opìt na pøímku (a → a′, bod P je samodru¾ný, nazýváme ho stopník

dané pøímky), nebo, pokud je pøímkou promítaí, tj. prohází støedem S, zobrazí se na bod (q → Q′
).

Pøímka le¾íí v rovinì ρ proházejíí støedem S rovnobì¾nì s prùmìtnou π se potom zobrazí na

nevlastní pøímku roviny π (u → u∞) sám na sebe, tj. opìt na nevlastní bod.
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Obrázek 23: Støedové prùmìty pøímky v Ē3.

Zajímavá je otázka, jak vypadají støedové prùmìty dvou rovnobì¾ek. Jak dokumentuje Obr. 24,

støedovými prùmìty dvou rovnobì¾ek jsou obenì dvì rùznobì¾ky (a → a′, b → b′; a ‖ b, a′ ∦ b′),
jejih¾ spoleèným bodem je úbì¾ník (bod U ′

na Obr. 24), obraz nevlastního bodu (smìru) tìhto

rovnobì¾ek.

Obrázek 24: Støedové prùmìty rovnobì¾ek v Ē3 nejsou rovnobì¾né.

Zobrazení úseèky

Poznamenejme pouze, ¾e obrazem úseèky ve støedovém promítání nemusí být úseèka. Jak vidíme na

Obr. 25, úseèka AB v obené poloze se zobrazí na úseèku A′B′
, zatímo úseèka DC, která je kolmá k

prùmìtnì π a její¾ jeden krajní bod D le¾í v rovinì ρ proházejíí støedem S rovnobì¾nì s prùmìtnou

π, se zobrazuje na polopøímku s poèáteèním bodemD′
, její¾ smìr je dle orientae uvedené na obrázku

urèen nevlastním obrazem D∞ bodu D.
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Obrázek 25: Støedové prùmìty bodu v Ē3.

Zobrazení roviny

Viz Obr. 26. Pokud je rovina promítaí, tj. prohází bodem S, je jejím støedovým prùmìtem pøímka,

její stopa (ϕ → pϕ). V obeném pøípadì je pak støedovým prùmìtem roviny elá prùmìtna π (α → π).
Prùseènii roviny s prùmìtnou nazýváme stopou roviny (pøímky pα a pϕ na obrázku). Nevlastní

pøímka roviny se promítá do tzv. úbì¾nie. Úbì¾nií rovniny α je pøímka u′α
.

Obrázek 26: Støedové prùmìty roviny v Ē3.
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5.2 Pappova vìta o invariani dvojpomìru

Vìta 12 (Pappova vìta o invariani dvojpomìru). Jestli¾e jsou A′, B′, C ′, D′
rovnobì¾né nebo støe-

dové prùmìty ètyø navzájem rùznýh bodù A,B,C,D pøímky p na pøímku p′ 6= p, potom (A′B′C ′D′) =
(ABCD).

Dùkaz. Jak bylo ji¾ øeèeno, omezíme se pouze na støedové promítání. Dùkaz invariane dvojpomìru

vùèi rovnobì¾nému promítání pøeneháváme laskavému ètenáøi.

Obrázek 27: Pappova vìta.

Dùkaz naznaèíme pro kon�gurai bodù A,B,C,D dle Obr. 27. Diskusi obené platnosti pøeneháme

ètenáøi pro samostatnou prái.

Nebudeme dokazovat pøímo rovnost (ABCD) = (A′B′C ′D′). Doká¾eme, ¾e hodnota dvojpomìru

ètyø bodù na pøíme p, resp. p′, závisí pouze na úhleh, které svírají pøímky spojujíí tyto body se

støedem S (úhly α, β, γ, δ na Obr. 27). Proto¾e tak nezávisí na umístìní pøímky p, je pøi zahování

velikostí uvedenýh úhlù pro v¹ehny její polohy tento dvojpomìr stejný.

Pro dvojpomìr (ABCD) platí

(ABCD) =
(ABC)

(ABD)
, (6)

kde uvedené dìlií pomìry mù¾eme vzhledem k Obr. 27 zapsat takto

(ABC) =
|AC|
|BC| , (ABD) =

|AD|
|BD| . (7)

Nyní provedeme ekvivalentní úpravy tìhto rovností (7) tak, aby se v nih þobjevilyÿ vztahy pro

výpoèet obsahù vybranýh trojúhelníkù, které tvoøí body A,B,C,D, S na Obr. 27 (konkrétnì se

jedná o △ACS,△BCS,△BDS a △CDS):

(ABC) =
|AC|
|BC| =

1
2
|AC|v

1
2
|BC|v =

S△ACS

S△BCS

, (ABD) =
|AD|
|BD| =

1
2
|AD|v

1
2
|BD|v =

S△ADS

S△BDS

, (8)

kde v je spoleèná vý¹ka tìhto trojúhelníkù, tj. kolmá vzdálenost bodu S od pøímky p.
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Nyní vyjádøíme ka¾dý z uvedenýh obsahù trojúhelníkù za pou¾ití jinýh základen a vý¹ek

S△ACS =
1

2
|AS||SC| sinα, S△BCS =

1

2
|BS||SC| sinβ, (9)

S△ADS =
1

2
|AS||SD| sin γ, S△BDS =

1

2
|BS||SD| sin δ. (10)

a dosadíme do vztahù (8)

(ABC) =
S△ACS

S△BCS

=
1
2
|AS||SC| sinα

1
2
|BS||SC| sinβ =

|AS| sinα
|BS| sin β , (11)

(ABD) =
S△ADS

S△BDS

=
1
2
|AS||SD| sinγ

1
2
|BS||SD| sin δ =

|AS| sin γ
|BS| sin δ , (12)

zjednodu¹ené tvary pak do (13)

(ABCD) =

|AS| sinα
|BS| sinβ
|AS| sin γ
|BS| sin δ

, (13)

abyhom po zjednodu¹ení dostali vztah

(ABCD) =
sinα sin δ

sin β sin γ
, (14)

ze kterého vyplývá nezávislost hodnoty dvojpomìru (ABCD) na volbì pøímky p. Je tedy

(ABCD) = (A′B′C ′D′). (15)

Pappovu vìtu mù¾eme formulovat i jednodu¹¹ím zpùsobem.

Vìta 13 (Pappova vìta o invariani dvojpomìru II). Dvojpomìr se promítáním nemìní.

Poznámka. Pappova vìta o invariani dvojpomìru platí i v pøípadì, ¾e je jeden z uva¾ovanýh bodù

nevlastní. Napøíklad pro D∞ (viz Obr. 28) platí

(ABCD∞) = (ABC). (16)

Postup dùkazu tohoto vztahu je analogiký s dùkazem vìty 12. Jak ukazuje Obr. 28, body A,B,C,D∞,

kde D∞ je nevlastní, le¾í na pøíme p. Je v¹ak tøeba mít na pamìti, ¾e pro jinou pøímku, napø. p′ dle
Obr. 28, mohou být v¹ehny ètyøi body A′, B′, C ′, D′

vlastní.

Skuteènost uvedenou v poslední poznáme mù¾eme výhodnì vyu¾ít pøi øe¹ení následujíího pøíkladu.
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Obrázek 28: Pappova vìta pro nevlastní bod.

PØÍKLAD 5.1. Na pøíme p jsou dány tøi rùzné body A,B,C. Sestrojte bod D tak, aby

(ABCD) = µ, kde µ je dané èíslo.

Øe¹ení: Viz Obr. 29. Vyjdeme z toho, ¾e platí (ABCD) = (A′B′C ′D′
∞) = (A′B′C ′). Nejprve sestro-

jíme (libovolnou) pøímku p′ proházejíí bodem C = C ′
, na ní potom zvolíme body A′, B′

tak, aby

platilo (A′B′C ′) = µ. Jako prùseèík pøímek AA′, BB′
dostaneme støed S, kterým vedeme rovnobì¾ku

s p′. Jejím prùseèíkem s p je hledaný bod D.

Obrázek 29: Konstruke daného dvojpomìru.

Dvojpomìr ètyø pøímek

Z vý¹e uvedeného dùkazu Pappovy vìty (Vìty 12) vyplývá, ¾e pravdivost jejího tvrzení závisí pouze na

zahování velikostí úhlù mezi promítaími pøímkami a, b, c, d, viz Obr. 27. Místo dvojpomìru ètveøie

bodù A,B,C,D le¾ííh na jedné pøíme p tak mù¾eme klidnì uva¾ovat dvojpomìr ètveøie pøímek

a, b, c, d proházejííh jedním bodem S, viz Obr. 30. Zamìnili jsme tedy body za pøímky a pøímky

za body, a dostali jsme opìt smysluplný vztah. To je projevem tzv. prinipu duality v projektivní

rovinì, kterému se vìnujeme v následujíí kapitole 5.3.

Pro dvojpomìr ètyø pøímek a, b, c, d z Obr. 27 a 30 zøejmì platí

(abcd) = (ABCD) =
sinα sin δ

sin β sin γ
. (17)
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Obrázek 30: Dvojpomìr ètyø pøímek.

PØÍKLAD 5.2. Urèete hodnotu (abxy), jsou-li a, b dvì rùznobì¾né pøímky a x, y osy soumìrnosti

úhlù, které pøímky a, b svírají.

Øe¹ení: Viz Obr. 31. Je zøejmé, ¾e platí (abxy) = −1.

Obrázek 31: Dvojpomìr dvou rùznobì¾ek a os jejih úhlù.

Analogiky s dvojpomìrem ètyø pøímek zavedeme dvojpomìr ètyø nevlastníh bodù a dvojpomìr ètyø

rovin.

Dvojpomìr ètyø nevlastníh bodù

(A∞B∞C∞D∞) = (abcd).

Dvojpomìr ètyø rovin

(αβγδ) = (abcd).

Viz Obr. 32.
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Obrázek 32: Dvojpomìr ètyø rovin.

5.3 Prinip duality v projektivní rovinì

Z ka¾dé vìty v rovinné projektivní geometrii dostaneme novou správnou vìtu, kdy¾ v ní pøíslu¹né

pojmy nahradíme pojmy s nimi duálními, napøíklad slovo þbodÿ nahradíme slovem þpøímkaÿ a

slovo þpøímkaÿ nahradíme slovem þbodÿ, pøièem¾ inideni zahováme. Kompletní pøehled vzájemnì

duálníh pojmù a tvrzení nabízí následujíí tabulka 1. Vzájemnými zámìnami uvedenýh pojmù

vznikají dvojie þnavzájem duálníh vìtÿ.

bod pøímka

le¾í na prohází

pøímka spojujíí dva body prùseèík dvou pøímek

pøímky proházejíí jedním bodem body le¾íí na jedné pøíme

ètyøroh ètyøstran

pól polára

mno¾ina bodù dané vlastnosti obálka

teèna bod dotyku

Tabulka 1: Vzájemnì duální pojmy, [2℄

Ukázka dvojie navzájem duálníh vìt:

Vìta 1: Dvìma rùznými body prohází jediná pøímka.

Vìta 2: Dvì rùzné pøímky se protínají v jediném bodì.

Poznámka. Dualizovat nelze vzdálenost a úhel.
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5.4 Prinip duality v praxi

Uplatnìní prinipu duality ilustrují také dvì následujíí vzájemnì duální de�nie { de�nie úplného

ètyørohu (viz Obr. 33) a de�nie úplného ètyøstranu.

De�nie 7 (Úplný ètyøroh). Skupina ètyø bodù A,B,C,D v rovinì, z nih¾ ¾ádné tøi nele¾í v jedné

pøíme, se nazývá úplný ètyøroh A, B, C, D. Body A,B,C,D se nazývají jeho vrholy. ©est

pøímek, z nih¾ ka¾dá je inidentní se dvìma z tìhto vrholù, nazýváme stranami úplného ètyørohu

A,B,C,D. Tyto strany se protínají je¹tì v dal¹íh tøeh bodeh P,Q,R, jim¾ øíkáme diagonální

vrholy úplného ètyørohu; trojúhelník jimi urèený se nazývá diagonální trojúhelník a jeho strany

diagonálními stranami úplného ètyørohu A,B,C,D.

De�nie 8 (Úplný ètyøstran). Skupina ètyø pøímek a, b, c, d v rovinì, z nih¾ ¾ádné tøi neprohá-

zejí tým¾ bodem, se nazývá úplný ètyøstran a, b, , d. Pøímky a, b, c, d se nazývají jeho strany.

©est bodù, z nih¾ ka¾dý je inidentní se dvìma z tìhto stran, nazýváme vrholy úplného ètyøstranu

a, b, c, d. Tyto vrholy lze spojit je¹tì dal¹ími tøemi pøímkami p, q, r, jim¾ øíkáme diagonální strany;

trojúhelník jimi urèený se nazývá diagonální trojúhelník a jeho vrholy pak diagonálními vr-

holy úplného ètyøstranu a, b, c, d.

Vìta 14. Na ka¾dé stranì úplného ètyørohu tvoøí oba jeho vrholy (viz Obr. 33, body A,B) a pár

bodù, z nih¾ jeden je diagonální vrhol a druhý je inidentní s jeho protìj¹í diagonální stranou (viz

Obr. 33, body P ′, P ′′
), dvì dvojie bodù, je¾ se navzájem oddìlují harmoniky.

Obrázek 33: Úplný ètyøroh.

Dùkaz. Uva¾ujme nejprve støedové promítání se støedem R, potom se st5edem Q. Dostaneme

(DCPP ′′) = (ABPP ′), (DCPP ′′) = (BAPP ′), (18)

odkud plyne

(ABPP ′) = (BAPP ′) =
1

(ABPP ′)
, (19)
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tj.

(ABPP ′)2 = 1. (20)

Proto¾e body P a P ′
jsou oddìleny bodem B, musí být dvojpomìr (ABPP ′) záporný. Výsledkem

odmonìní (20) je tedy rovnost

(ABPP ′) = −1. (21)

Tím je vìta dokázána.

Vìta 14 nám dovoluje konstruovat harmonikou ètveøii jednodu¹e pomoí úplného ètyørohu, jak

jsme uvedli ji¾ na str. 21.

5.5 Cvièení { Pappova vìta a prinip duality

1. K vìtì 14 vyslovte vìtu duální a tu doka¾te.

2. Dvì protìj¹í strany úplného ètyørohu jsou harmoniky sdru¾eny vzhledem k pøíslu¹ným diagonál-

ním stranám. Doka¾te.

3. Ke konstruki harmoniké ètveøie bodù (doplnit D, známe-li A,B,C) vymyslete konstruki du-

ální, tj. konstruki harmoniké ètveøie pøímek.
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6 Støedová kolineae

Jak naznaèuje Obr. 34, støedová kolineae (se støedem S), jako vzájemnì jednoznaèné zobrazení Ē2

na sebe, je výsledkem støedového prùmìtu (se støedem S ′
) støedového promítání (se støedem S1) mezi

dvìma rùznobì¾nými rovinami v prostoru E3.

Obrázek 34: Vznik støedové kolineae

De�nie 9 (Støedová kolineae). Støedovou kolineaí (té¾ perspektivní kolineaí, osovou kolineaí i

homologií) rozumíme vzájemnì jednoznaèné zobrazení roviny Ē2 tìhto vlastností (viz Obr. 35):

1. Spojnie odpovídajííh si bodù proházejí pevným bodem - støedem kolineae.

2. Prùseèík odpovídajííh si pøímek le¾í na pevné pøíme - ose kolineae.

3. Inidene se zahovává.

Poznámka. Tøi kolineární body (tj. tøi body na pøíme) pøejdou tímto zobrazením opìt v body

kolineární - proto KOLINEACE.

Poznámka. Støedová kolineae je urèena:

- osou o (samodru¾ná pøímka)

- støedem S (samodru¾ný bod)

- dvojií odpovídajííh si bodù A, A′; S ∈ AA′
nebo pøímek p, p′; S 6∈ p, p′.
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Obrázek 35: Zobrazení bodu ve støedové kolineai se støedem S a s osou o

PØÍKLAD 6.1. Ve støedové kolineai urèené osou o, støedem S a dvojií bodù A, A′
sestrojte:

a) obraz bodu X,

b) obraz pøímky p.

PØÍKLAD 6.2. Ve støedové kolineai urèené støedem, osou a jedním párem odpovídajííh si

pøímek sestrojte:

a) obraz bodu B,

b) obraz pøímky m.

Vìta 15. Støed a ka¾dý bod osy kolineae jsou jejími samodru¾nými body. Osa kolineae a ka¾dá

pøímka proházejíí jejím støedem jsou samodru¾né pøímky.

Vìta 16. Kolineae je urèena, je-li dán její støed, osa a jeden pár odpovídajííh si bodù nebo

pøímek, je¾ nejsou inidentní ani se støedem, ani s osou kolineae.

Charakteristika kolineae

(SA1AA
′) = (SB1BB′) = λ

PØÍKLAD 6.3. Støedová kolineae je urèena støedem, osou a dvojií sobì odpovídajííh bodù.

Sestrojte obraz nevlastního bodu U∞ pøímky p.

Øe¹ení: Viz Obr. 36.
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Obrázek 36: Zobrazení nevlastního bodu pøímky p ve støedové kolineai se støedem S a s osou o

Úbì¾ník a úbì¾nie

• Úbì¾ník je bod, který je v dané kolineai obrazem nevlastního bodu (viz bod U ′
na Obr. 36).

• Úbì¾nie je pøímka, která je obrazem nevlastní pøímky.

PØÍKLAD 6.4. Úbì¾nie je rovnobì¾ná s osou kolineae. Doka¾te.

Øe¹ení: Dùkaz zalo¾íme na skuteènosti, ¾e osa kolineae je pøímkou samodru¾nýh bodù. Proto¾e

úbì¾nie je obrazem nevlastní pøímky, nemù¾e mít s osou kolineae jiný spoleèný bod ne¾ bod ne-

vlastní.

PØÍKLAD 6.5. Sestrojte úbì¾nii v kolineai dané støedem, osou a

a) párem odpovídajííh si bodù,

b) párem odpovídajííh si pøímek.

Øe¹ení: Øe¹ení ad a) viz Obr. 37

PØÍKLAD 6.6. Ve støedové kolineai najdìte alespoò jeden bod V, jeho¾ obrazem je nevlastní

bod.

Vìta 17. V kolineai existují dvì úbe¾nie (1. a 2. úbì¾nie nebo úbì¾nie a protiúbì¾nie). Vzdá-

lenost støedu kolineae od jedné z nih je rovna vzdálenosti osy kolineae od druhé z nih; pøitom

buï obì tyto úbì¾nie le¾í mezi støedem a osou kolineae, nebo støed a osa kolineae le¾í mezi tìmito

úbì¾niemi.

Vìta 18. Kolineae je urèena støedem, osou a jednou úbì¾nií.
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Obrázek 37: Zobrazení úbì¾nie u′
ve støedové kolineai se støedem S a s osou o

PØÍKLAD 6.7. Ve støedové kolineai urèené støedem S, osou o a úbì¾nií u sestrojte obraz bodu

A.

Vìta 19. Dvojpomìr se kolineaí zahovává.

PØÍKLAD 6.8. Støed úseèky se kolineaí vìt¹inou nezahovává. Uka¾te.

PØÍKLAD 6.9. Støedová kolineae je dána støedem S, osou o a dvojií bodù B, B∞. Najdìte
obraz bodu A.

6.1 Kolineae kru¾nie a ku¾eloseèky

Ku¾eloseèe odpovídá v kolineai zase ku¾eloseèka. Obrazem kru¾nie v kolineai tak mù¾e být elipsa,

parabola nebo hyperbola. Na èem to závisí?

PØÍKLAD 6.10. Sestrojte elipsu, která odpovídá kru¾nii k v kolineai dané osou, støedem a

úbì¾nií.

Pøi konstruki obrazu ku¾eloseèky v kolineai vyu¾íváme následujíí vlastnosti:

1. Teèna ku¾eloseèky k pøejde kolineaí v teènu ku¾eloseèky k′.

2. Dvojpomìr se kolineaí zahovává.

3. Pøímkám rovnobì¾ným s osou kolineae odpovídají pøímky tého¾ smìru.

4. Ku¾eloseèky k, k′
odpovídajíí si v kolineai mají spoleèné prùseèíky s osou kolineae a spoleèné

teèny vedené k nim ze støedu kolineae.
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5. Polární vlastnosti ku¾eloseèek:

- Je-li pøímka p polárou bodu P vzhledem ke ku¾eloseèe k, pak body dotyku T1, T2 teèen ku¾eloseèky

k z bodu P jsou prùseèíky p s k.

- Bod P indukuje na ku¾eloseèe involui.

- Dva body, z nih¾ ka¾dý le¾í na poláøe toho druhého vzhledem k té¾e ku¾eloseèe, se nazývají

sdru¾ené póly.

6. Prùmìr ku¾eloseèky

- ka¾dá vlastní pøímka, její¾ pól je bod nevlastní

- spojnie bodu dotyku dvou rovnobì¾nýh teèen ku¾eloseèky (kromì paraboly)

- spojnie prùseèíku dvou teèen ku¾eloseèky se støedem úseèky urèené body dotyku tìhto teèen s

ku¾eloseèkou

- spojnie støedu dvou rovnobì¾nýh tìtiv

- ka¾dá pøímka proházejíí støedem ku¾eloseèky (støedové)

7. Støed ku¾eloseky

- Pro støedové ku¾eloseèky (elipsa, hyperbola) je to pól nevlastní pøímky. Pól nevlastní pøímky

vzhledem k parabole je bod dotyku nevlastní pøímky s parabolou.

PØÍKLAD 6.11. Sestrojte parabolu, která odpovídá kru¾nii k v dané kolineai.

PØÍKLAD 6.12. Sestrojte hyperbolu, která odpovídá kru¾nii k v dané kolineai.

PØÍKLAD 6.13. Sestrojte ku¾eloseèku, znáte-li tøi její body a dvì teèny.

Øe¹ení: Viz Obr. 38

Obrázek 38: Konstruke ku¾eloseèky (elipsy) z danýh 3 bodù a 2 teèen

PØÍKLAD 6.14. Støedová kolineae v E2 je dána osou o: y = 0, støedem S =< 1, 0, a > a

dvojií bodù B =< 1, 0, b >, B′

∞ =< 0, 0, b′ > . Volte hodnoty parametrù a, b, r tak, aby obrazem

kru¾nie x2 + y2 = r2 byla postupnì parabola, hyperbola a elipsa. Sestrojte.
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7 Vybrané vìty projektivní geometrie

7.1 Pappova vìta o ¹estiúhelníku

Následujíí vìtu poprvé dokázal Pappos z Alexandrie kolem roku 300 n. l. Její význam pro základy

projektivní geometrie byl v¹ak rozpoznán a¾ v 17. století, [2℄.

Vìta 20 (Pappova vìta o ¹estiúhelníku). Jestli¾e A,C,E je trojie kolineárníh bodù le¾ííh na

pøíme k a B,D, F je dal¹í trojie kolineárníh bodù tentokrát le¾ííh na l, a jestli¾e se pøímky

AB,CD,EF protínají v uvedeném poøadí postupnì s pøímkami DE,FA,BC, potom jejih prùseèíky

P = AB ∩DE,Q = CD ∩ FA a R = EF ∩ BC le¾í v pøíme (viz Obr. 39, pøímka p, tzv. Pappova
pøímka).

Dùkaz. Vìtu zde uvádíme bez dùkazu. Pìkný dùkaz s vyu¾itím Menelaovy vìty je publikován v [2℄.

Obrázek 39: Pappova vìta o ¹estiúhelníku

þProjektivní harakterÿ vìty 20 spoèívá v tom, ¾e pojednává èistì jenom o inideni, bez jakékoliv

závislosti na délkáh úseèek a velikosteh úhlù, i bez ohledu na uspoøádání bodù (viz Obr. 40).

Obrázek 40: Pappova vìta o ¹estiúhelníku, jiná uspoøádání vrholù
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7.2 ©estiúhelník

Vý¹e uvedená vìta 20 je deklarována ve spojení s ¹estiúhelníkem. Je otázkou, s jakým. Jedná se

o ¹estiúhelník ABCDEFGH (¾e jsou jeho vrholy þzpøeházenéÿ a nejdou pìknì þdokolaÿ, jak jsme

zvyklí, to nevadí). Body P,Q,R pak mù¾eme interpretovat jako prùseèíky þprotilehlýh stranÿ tohoto

¹estiúhelníku (víe viz napø. https://en.wikipedia.org/wiki/Pappus%27s_hexagon_theorem).

Proè nás zajímá právì uspoøádání ¹esti bodù v rovinì? Je známo, ¾e ku¾eloseèka je jednoznaènì

urèena pìti body (viz napø. nástroj Ku¾eloseèka daná pìti body programu GeoGebra)

1

.

Vezmeme-li libovolnou pìtií bodù, v¾dyky je jimi urèena nìjaká ku¾eloseèka. Nabízí se tak otázka,

jakou podmínkou musí být spjato ¹est bodù, aby v¹ehny le¾ely na jedné ku¾eloseèe. Takovouto pod-

mínku, kterou splòuje ¹est bodù le¾ííh na jedné ku¾eloseèe, objevil franouzský matematik a �lozof

Blaise Pasal (1623{1662) a uveøejnil ji roku 1640 (objevil ji ve svýh 16 leteh!), [6℄. Pasalovì vìtì,

která o této podmíne pojdenává, se budeme vìnovat v následujíí kapitole 7.3. Zde si nejprve uve-

deme nìkteré poznatky a dùle¾ité pojmy souvisejíí s þorganizaíÿ ¹esti bodù do formy ¹estiúhelníku.

Vzhledem k vý¹e uvedenému je pohopitelné, ¾e se budeme zabývat ¹esti body na ku¾eloseèe (pro

názornost se omezujeme na kru¾nii nebo elipsu). ©est bodù na ku¾eloseèe, z nih¾ ¾ádné tøi sousední

nele¾í v pøíme, mù¾eme hápat jako vrholy ¹estiúhelníku, který je ku¾eloseèe vepsán. Uva¾ujme

jedno takové rozmístìní ¹esti bodù na dané ku¾eloseèe. Pokud budeme body (a jejih poøadí jako

vrholù ¹estiúhelníku) rozli¹ovat oèíslováním 1, 2, 3, 4, 5, 6, je dobré si uvìdomit, ¾e existuje tolik

vepsanýh ¹estiúhelníkù odpovídajííh dané ¹estii bodù, kolik je mo¾nýh zpùsobù oèíslování (té¾

mù¾eme øíkat pojmenování) tìhto bodù, tj. 6! = 720. Pøitom ale v¾dy 12 z tìhto ¹estiúhelníkù má

stejný þtvarÿ a li¹í se jenom pojmenováním vrholù (který z vrholù má èíslo 1 a zda pokraèujeme

v záporném èi v kladném smyslu, tj. 6 mo¾ností þoèíslování vrholùÿ na jednu stranu a 6 mo¾ností

þoèíslování vrholùÿ na druhou stranu). Daným ¹esti bodùm na ku¾eloseèe tak lze pøiøadit 720/12 =
60 rùznýh ¹estiúhelníkù. Dva konkrétní pøíklady vidíme na Obr. 41.

Obrázek 41: Dva pøíklady ¹estiúhelníku vepsaného dané elipse (pro pevnì zvolené umístìní 6 bodù)

U ¹estiúhelníku rozli¹ujeme dvojie vrholù sousedníh (1-2, 2-3, 3-4, 4-5, 5-6, 6-1), støídavýh (1-3,

2-4, 3-5, 4-6, 5-1, 6-2) a protilehlýh (1-4, 2-5, 3-6). Pøímku spojujíí dvojii protilehlýh vrholù

1

Tuto skuteènost mù¾eme zdùvodnit napøíklad tím, ¾e dvì ku¾eloseèky mohou mít nejvý¹e ètyøi spoleèné body. Pro

jejih odli¹ení pak potøebujeme o jeden bod naví. Dal¹í mo¾ností je argumentovat poètem vstupníh údajù potøebnýh

pro výpoèet rovnie ku¾eloseèky, tj. urèení ¹esti koe�ientù a, b, c, d, e, f v rovnii ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0.

Vzhledem k tomu, ¾e se jedná o homogenní rovnii, vystaèíme se souøadniemi pìti bodù.
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¹estiúhelníku budeme nazývat diagonálou (14, 25, 36). Mezi stranami ¹estiúhelníku nás budou zají-

mat protilehlé strany (12-45, 23-56, 34-61). ©estiúhelník má tedy tøi dvojie protilehlýh stran a tøi

diagonály.

Aèkoliv tøi sousední vrholy nesmí být kolineární, pro jiné trojie vrholù to mo¾né je. Vìtu 20

tak mù¾eme pøeformulovat tímto zpùsobem: Jestli¾e je ka¾dá trojie støídavýh vrholù ¹estiúhelníku

kolineární a jestli¾e se tøi dvojie jeho protilehlýh stran protínají, potom jsou prùseèíky tìhto stran

kolineární (viz Obr. 42).

Obrázek 42: Pappova vìta pro ¹estiúhelník 123456
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7.3 Pasalova vìta

Jak u¾ bylo uvedeno, následujíí vìtu formuloval ve svýh 16 leteh franouzský matematik a �lozof

Blaise Pasal, [2, 6℄.

Vìta 21 (Pasalova vìta). Prùseèíky protilehlýh stran ¹estiúhelníku vepsaného ku¾eloseèe jsou tøi

body le¾íí na jedné pøíme (tzv. Pasalova pøímka) a naopak, lì¾í-li prùseèíky protilehlýh stran

¹estiúhelníku na jedné pøíme, je tento ¹estiúhelník vepsán ku¾eloseèe.

Dùkaz. Vìtu zde uvádíme bez dùkazu. Dùkaz jejího speiálního pøípadu pro ¹estiúhelník vepsaný

kru¾nii s vyu¾itím Menelaovy vìty je publikován v [2℄.

Obrázek 43: Pasalova vìta

Obrázek 44: Pasalova vìta
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Poznámka. B. Pasal formuloval vý¹e uvedenou vìtu pro ¹estiúhelník vepsaný kru¾nii. Byl si v¹ak

vìdom její platnosti i pro ¹estiúhelník vepsaný libovolné ku¾eloseèe, [2℄.

Pasalovu vìtu mù¾eme vyu¾ít pøi øe¹ení rozliènýh konstrukèníh úloh. Pro ilustrai zde uvedeme

dva pøíklady, øadu dal¹íh konstrukí najde zájeme v [6℄.

PØÍKLAD 7.1. Je dáno pìt bodù urèujííh ku¾eloseèku. Jedním z nih prohází pøímka. Urèete

její druhý prùseèík s pøíslu¹nou ku¾eloseèkou.

Øe¹ení: Zadání i postup øe¹ení ilustruje Obr. 45. Danými pìti body jsou body 1, 2, 3, 4, 5. Danou
pøímkou je pøímka a proházejíí bodem 5. Hledaným prùseèíkem je potom bod 6. Konstruke za-

lo¾ená na Pasalovì vìtì (vìta 21) je zøejmá. Dané body spolu s hledaným hápeme jako vrholy

¹estiúhelníku vepsaného ku¾eloseèe. Z danýh prvkù jsme shopni sestrojit body P a Q, tj. i Pasa-

lovu pøímku p. Jejím prùseèíkem R s pøímkou 34 potom musí dle Pasalovy vìty proházet pøímka

16. Bod 6 tedy urèíme jako prùseèík pøímek a a 1R.

Obrázek 45: Pasalova vìta

PØÍKLAD 7.2. Ku¾eloseèka v rovinì je dána pìti body. Urèete dal¹í její body.

Øe¹ení: Nìkolikrát opakujeme konstruki z øe¹ení pøíkladu 7.1, pro rùznì zvolené pøímky a.
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7.4 Brianhonova vìta

Vìta, kterou v roe 1806 publikoval franouzský matematik a hemik C. J. Brianhon (1783{1864),

je duální vìtou k vìtì Pasalovì, [6℄.

Vìta 22 (Brianhonova vìta). Tøi pøímky spojujíí protilehlé vrholy ¹estiúhelníku proházejí jedním

bodem (tzv. Brianhonùv bod) a obráenì, pokud spojnie protilehlýh vrholù ¹estiúhelníku proházejí

jedním bodem, je tento ¹estiúhelník opsán ku¾eloseèe (viz Obr. 46).

Dùkaz. Vìtu uvádíme bez dùkazu. Dùkaz její varianty pro kru¾ni viz [2℄.

Obrázek 46: Brianhonova vìta

U¾itím Brianhonovy vìty øe¹te následujíí pøíklady. Víe podobnýh konstrukèníh úloh na vyu¾ití

vìty 22 viz [6℄.

PØÍKLAD 7.3. Ku¾eloseèka je dána pìti teènami. Daným bodem na jedné z nih veïte dal¹í

teènu k této ku¾eloseèe.

PØÍKLAD 7.4. Ku¾eloseèka v rovinì je dána pìti teènami. Sestrojte nìkolik dal¹íh jejíh teèen.
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7.5 Desarguesova vìta

Následujíí vìtu o perspektivì dvou trojúhelníkù formuloval na základì hlub¹ího studia teorie per-

spektivy franouzský arhitekt G. Desargues (1593{1662).

Vìta 23 (Desarguesova vìta o trojúhelnííh). Jestli¾e je jeden ze dvou trojúhelníkù obrazem druhého

ve støedovém promítání, le¾í prùseèíky tøí dvoji sobì odpovídajííh stran tìhto trojúhelníkù v jedné

pøíme. Naopak, le¾í-li tøi prùseèíky sobì odpovídajííh stran dvojie trojúhelníkù v pøíme, protínají

se pøímky spojujíí sobì odpovídajíí vrholy v jednom bodì (viz Obr. ).

Dùkaz. Vìtu uvádíme bez dùkazu.

Obrázek 47: Desarguesova vìta

Poznámka. Vztah mezi dvojií trojúhelníkù popsaný Desarguesovou vìtou známe ze støedové koli-

neae.
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8 Køivky v E3

Difereniální geometrie vyu¾ívá ke studiu køivek a ploh metody difereniálního poètu. Nyní se se-

známíme s vybranými pojmy a postupy difereniální geometrie prostorovýh køivek.

8.1 Popis køivky

Køivku v prostoru E3 budeme popisovat parametriky, stejnì, jako popisujeme pøímku. Køivku tak

hápeme jako mno¾inu bodù

X = [x(t), y(t), z(t)], (22)

kde parametr t probíhá nìjaký interval I. Pøitom pøedpokládáme, ¾e funke x(t), y(t) a z(t) mají

spojité derivae øádu aspoò r ≥ 1 a jejih první derivae podle t, které znaèíme ẋ, ẏ, ż, nejsou pro

¾ádné t ∈ I v¹ehny rovny nule (tj. Ẋ(t) 6= ~o pro v¹ehna t ∈ I).

Konkrétní bod køivky tak dostaneme dosazením konkrétní hodnoty za parametr t.

Rovnii (22), kterou mù¾eme struènì zapsat jako X = X(t), nazýváme bodovou rovnií køivky k.
Pokud místo bodu X køivky uva¾ujeme jeho prùvodiè (té¾ polohový vektor nebo rádiusvektor) ~x,
mù¾eme køivku zapsat rovnií

~x = (x(t), y(t), z(t)), (23)

kterou nazýváme rovnií vektorovou. Pokud rovnii (22), resp. rovnii (23) rozepí¹eme po souøadni-

íh, dostaneme parametriké rovnie køivky k

x = x(t), y = y(t), z = z(t). (24)

Poznámka. Derivai podle parametru køivky znaèíme teèkou, první derivai jednou teèkou, druhou

derivai potom dvìma teèkami. Platí tedy ẋ =
dx

dt
, ẍ =

d2x

dt2
.

Bod køivky, v nìm¾ nejsou v¹ehny derivae ẋ, ẏ, ż zároveò rovny nule a jemu¾ odpovídá jediná

hodnota t ∈ I (tj. neexistují dvì rùzné hodnoty t, jim¾ by odpovídal tento jeden bod), nazýváme

regulárním bodem køivky. Ka¾dý bod, který nesplòuje tato kritéria, nazýváme singulárním bodem.

Pokud nìkterý bod pøíslu¹í nìkolika rùzným hodnotám t ∈ I, nazýváme ho víenásobným bodem.

Pøíkladem prostorové køivky je ¹roubovie

x = a cos t, y = a sin t, z = bt; t ∈ (−∞,∞), (25)

kde a, b ∈ R; a je polomìr válové plohy, po ní¾ se ¹roubovie odvíjí, b je tzv. redukovaná vý¹ka

závitu (vý¹ka jednoho závitu je rovna 2πb).

PØÍKLAD 8.1. Zobrazte ¹roubovii danou bodovou rovnií X = [2 cos t, 2 sin t,
1

2
t] pro t ∈

〈−2π, 3π〉.

Øe¹ení: Pou¾ijeme program GeoGebra, konkrétnì jeho prostøedí Gra�ký náhled 3D. Do vstupního

øádku zadáme pøíkaz Krivka[2 os(t),2 sin(t), 1/2 t,t,-2 pi,3 pi℄. Výsledek viz Obr. 48.
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Obrázek 48: Zobrazení ¹roubovie v GeoGebøe

PØÍKLAD 8.2. Zobrazte Vivianiho køivku, danou bodovou rovnií X = [1+cos t, sin t, 2 sin t/2],
pro t ∈ 〈−2π, 2π〉.

8.2 Teèna køivky

Pøi zápisu teèny køivky k dané rovnií X = X(t) v bodì X(t0) pou¾ijeme parametriké vyjádøení

pøímky. Teènu hápeme jako pøímku danou bodem X(t0) a smìrovým vektorem ẋ(t0) (který nazý-

váme teèným vektorem køivky k v bodì X(t0)), viz Obr. 49. Parametriké vyjádøení teèny køivky k
v bodì X(t0) má potom tvar

X = X(t0) + αẋ(t0); α ∈ R, (26)

kde α je reálný parametr.

Obrázek 49: Teèna køivky k v bodì X(t0)

PØÍKLAD 8.3. Napi¹te rovnii teèny ¹roubovie X = [a cos t, a sin t, bt] v bodì X(π).
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Øe¹ení: Nejprve vyjádøíme potøebné prvky rovnie: X(π) = [−a, 0, bπ], ẋ(t) = [−a sin t, a cos t, b],
ẋ(π) = [0,−a, b]. Pøíslu¹nou teènu potom mù¾eme zapsat parametrikou rovnií X = [−a, 0, bπ] +
α[0,−a, b]; α ∈ R, bodovou rovnií X = [−a,−aα, bπ + αb] (vektorovou zapí¹eme analogiky),

pøípadnì parametrikými rovniemi x = −a, y = −aα, z = bπ + αb;α ∈ R.

Poznámka. Køivku, která má v ka¾dém bodì jedinou teènu spojitì se mìníí s parametrem, nazý-

váme hladkou. Stejným zpùsobem mù¾eme zavést pojem hladká èást dané køivky. Pokud se køivka

skládá z hladkýh èástí, nazýváme ji køivkou po èásteh hladkou. [13℄

8.3 Oskulaèní rovina

Køivku v prostoru E3 si mù¾eme pøedstavit jako trajektorii hmotného bodu. Jeho pohyb je tak popsán

(vektorovou) rovnií køivky ~x = ~x(t). Pøitom vektor ~̇x(t) hápeme jako vektor okam¾ité ryhlosti v

èase t, který má v¾dy smìr teèny (je to teèný vektor køivky). Vektor ~̈x(t) potom pøedstavuje vektor

okam¾itého zryhlení v èase t. Poèáteèním bodem obou tìhto vektorù je pøíslu¹ný hmotný bod

(tj. bod køivky). Pokud jsou vektory ~̇x(t) a ~̈x(t) lineárnì závislé, nazýváme pøíslu¹ný bod køivky

inexním bodem. V ostatníh bodeh, které nazýváme neinexní, jsou tyto vektory lineárnì nezávislé.

Ka¾dému neinexnímu boduX(t0) køivky k tak mù¾eme pøiøadit rovinu, která je urèena tímto bodem

a rùznobì¾nými vektory ~̇x(t0), ~̈x(t0). Tuto rovinu nazýváme oskulaèní rovinou køivky k v bodì X(t0),
znaèíme ji τ , viz Obr. 50.

Obrázek 50: Oskulaèní rovina τ ¹roubovie X = [2 cos t, 2 sin t,
1

2
t] v bodì X(2π)

Poznámka. V pøípadì ¹roubovie na Obr. 50 je vektor ~̈x(t) kolmý na teèný vektor ~̇x(t). Pozname-

nejme, ¾e se jedná o speiální pøípad. Obenì, v pøípadì jinýh køivek, mohou tyto vektory svírat

rozlièné úhly (Víme, ¾e v pøípadì inexního bodu jsou rovnobì¾né).

Vedle teèny t se smìrovým vektorem ~̇x(t) zavádíme v bodì X køivky k je¹tì dal¹í dvì význaèné

pøímky a následnì je¹tì tøi roviny tìmito pøímkami urèené, viz Obr. 51. Jedná se o pøímku n, která
le¾í v oskulaèní rovinì τ a je kolmá k teènì t, a o pøímku b, která prohází bodem X kolmo na

τ . Pøímku n nazýváme hlavní normálou køivky k v bodì X , pøímku b potom binormálou køivky k
v bodì X . Rovinu pøímek n, b oznaèujeme ν a nazýváme ji normálovou rovinou køivky k v bodì X .

Rovinu pøímek t, b oznaèujeme µ a nazýváme ji rekti�kaèní rovinou køivky k v bodì X .
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Obrázek 51: Teèna t, hlavní normála n, binormála b, oskulaèní rovina τ , normálová rovina ν a

rekti�kaèní rovina µ ¹roubovie X = [2 cos t, 2 sin t,
1

2
t] v bodì X(t0) (t0 = 2π)

8.4 Oblouk køivky

Pøedstavme si, ¾e na køive zvolíme pevný bod X(t0) (tj. bod, jemu¾ odpovídá libovolná, pevnì

zvolená hodnota parametru t0). Délku køivky mìøenou od tohoto bodu nazýváme obloukem køivky,

viz oblouk s na Obr. 52 (ukazuje se, ¾e je výhodné pou¾ít oblouk jako parametr køivky).

Obrázek 52: Oblouk køivky k

V de�nii oblouku tak �guruje známý vztah z integrálního poètu pro výpoèet délky køivky (na¹e

køivka k) mezi dvìma body (v na¹em pøípadì se jedná o body X(t0) a X(t)).

De�nie 10 (Oblouk køivky). Pøedpokládejme, ¾e køivka k je dána vektorovou rovnií ~x = ~x(t); t ∈ I.
Potom funki

s = s(t) =

∫ t

t0

√

~̇x · ~̇x dt =
∫ t

t0

√

ẋ(t)2 + ẏ(t)2 + ż(t)2 dt (27)

nazýváme obloukem køivky k od bodu t0 ∈ I do bodu t ∈ I.

Poznámka. Pøipomeòme si ve struènosti hlavní my¹lenku odvození vztahu pro výpoèet délky køivky.

Oblouk s si pøedstavíme rozdìlený na nekoneènì malé elementy, ka¾dý z nih nahradíme úseèkou délky

ds (difereniál). Tuto délku potom vyjádøíme vztahem ds =
√

dx2 + dy2 + dz2, kde dx, dy, dz jsou

odpovídajíí pøírùstky (difereniály) jednotlivýh souøadniovýh funkí x(t), y(t), z(t), viz Obr. 53

(jedná se vlastnì o dvojí postupné pou¾ití Pythagorovy vìty). S vìdomím toho, ¾e uvedený vztah
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Obrázek 53: Nekoneènì malý element oblouku s

pou¾ijeme v kontextu urèitého integrálu, formálnì ho upravíme do tvaru ds =

√

dx2

dt2
+

dy2

dt2
+

dz2

dt2
dt,

který u¾ zøetelnì koresponduje s formulí 27.

Oblouk se èasto pou¾ívá jako parametr køivky. K pøehodu od pùvodního parametru t k novému

parametru s pou¾ijeme funki s = s(t) (pou¾ijeme ji jako tzv. pøípustnou funki). Ta je na pøíslu¹ném

intervalu I v¾dy prostá (je rostouí). Proto k ní na I existuje funke inverzní t = t(s), kterou kdy¾

dosadíme do rovnie (bodové, vektorové, parametrikýh rovni) køivky za t, stane se tato rovnie

závislá na s, [1℄. Tuto proeduru ilustruje následujíí pøíklad.

PØÍKLAD 8.4. Na køive dané rovnií X = [2 cos t, 2 sin t,
√
5t]; t ∈ 〈−π, π〉 zaveïte nový

parametr, který je obloukem.

Øe¹ení: Nejprve urèíme pøípustnou funki s = s(t):

s =

∫ t

0

√
4 sin t2 + 4 cos t2 + 5 = 3t. (28)

Potom staèí do dané rovnie ¹roubovie dosadit za t výraz
s

3
a nále¾itì upravit meze intervalu, v nìm¾

se pohybují hodnoty nového intervalu s. Dostaneme X = [2 cos
s

3
, 2 sin

s

3
,
√
5
s

3
]; t ∈ 〈−3π, 3π〉.

8.5 První køivost køivky

Nyní budeme uva¾ovat, ¾e parametrem køivky je oblouk s. Místo rovnie X = X(t) tak praujeme

s rovnií X = X(s). Pro detailní seznámení s dùsledky tohoto pøehodu, na které zde není prostor,

lze doporuèit [1℄ a [13℄.

Z toho, jak byl oblouk zaveden, vyplývá, délka køivky mezi dvìma jejími body X(s1) a X(s2) je

pøímo rovna rozdílu s2 − s1. Proto se øíká, ¾e oblouk þmìøí køivkuÿ.

Pro parametr s zavedeme vektory analogiké vektorùm ~̇x(t), ~̈x(t). Pro odli¹ení od bì¾ného parametru

budeme derivai podle oblouku s místo teèkami znaèit èárkami, tj. ~x′(s), ~x′′(s).

De�nie 11 (První køivost). Pro køivku k danou vektorovou rovnií ~x = ~x(s); s ∈ I, kde s je

obloukem, nazýváme vektor

~t(s) = ~x′(s) vektorem teèny køivky k v bodì X(s) a vektor ~x′′(s) vektorem
první køivosti køivky k v bodì X(s). Èíslo 1k(s) = |~x′′(s)| nazýváme první køivostí (té¾ exí) køivky

k v bodì X(s). Funke 1k, která ka¾dému bodu køivky k pøiøazuje jeho køivost, je tzv. první køivost

køivky.
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Poznámka. První køivost je významnou harakteristikou køivky. Její pøevráená hodnota je rovna

polomìru oskulaèní kru¾nie køivky v pøíslu¹ném bodì (oskulaèní kru¾nie viz str. 51).

Je¹tì poznamenejme, ¾e zatímo vektor ~x′′(s) urèuje svou velikostí první køivost køivky, velikost

vektoru teèny ~x′(s) je v¾dy rovna 1 (tj. vektor teèny je v¾dy jednotkovým vektorem) [1℄.

Pro vektor ~x′′(s) platí následujíí vìta (viz [1℄, str. 200).

Vìta 24. Bod køivky je inexním bodem právì tehdy, jestli¾e první køivost v tomto bodì je rovna nule.

Jestli¾e je daný bod neinexním bodem køivky, potom vektor první køivosti tohoto bodu je nenulovým

vektorem, který je kolmý na vektor teèny tohoto bodu.

Pokud je první køivost køivky rovna nule v ka¾dém jejím bodì, jedná se o pøímku nebo její èást.

8.6 Frenetùv trojhran

Nyní zavr¹íme pøehled harakteristik køivky v jejím daném bodì zavedením pojmu Frenetùv trojhran

(viz [1℄, str. 201) (J. F. Frenet (1816{1900), franouzský matematik).

De�nie 12 (Frenetùv trojhran). Pøedpokládejme, ¾e X(s) je neinexní bod køivky k. Potom vektory

~t(s) = ~x′(s), ~n(s) =
~x′′(s)

|~x′′(s)| ,
~b(s) = ~t(s)× ~n(s) (29)

nazýváme postupnì vektorem teèny, vektorem hlavní normály a vektorem binormály køivky k v bodì

X(s). Uspoøádanou trojii vektorù

(~t(s), ~n(s),~b(s)) (30)

nazýváme Frenetovým trojhranem køivky k v bodì X(s).

Poznámka. Je zøejmé, ¾e vektory

~t(s), ~n(s),~b(s) jsou jednotkové a navzájem kolmé. Jejih orientae

je pøitom souhlasná s uspoøádanou trojií jednotkovýh souøadniovýh vektorù ~e1, ~e2, ~e3. Frenetùv
trojhran tvoøí ortonormální bázi. Tuto skuteènost vyu¾íváme v kinematiké geometrii pøi popisu

pohybu v trojrozmìrném prostoru.

Vìta 25 (Frenetovy vzore). Pro vektorové funke

~t, ~n, ~b, které urèují v ka¾dém bodì køivky k
pøíslu¹ný Frenetùv trojhran, platí následujíí vztahy (tzv. Frenetovy vzore):

~t′ = 1k~n,

~n′ = −1k~t +2k~b,
~b′ = −2k~n,

(31)

kde reálná funke

1k je první køivost køivky k a reálná funke

2k je tzv. druhá køivost (té¾ torze)

køivky k.

Poznámka. První køivost

1k jsme de�novali na str. 49, pojem druhé køivosti

2k je v¹ak zaveden a¾

vý¹e uvedenými Frenetovými vzori (31). Zatímo první køivost vyjadøuje míru vyhýlení køivky od

teèny, druhou køivost mù¾eme hápat jako míru pro odhýlení (vykrouení) køivky z její oskulaèní

roviny [1℄.

Jestli¾e má køivka bez inexníh bodù v ka¾dém svém bodì druhou køivost rovnou nule, jedná se

o rovinnou køivku. Poznamenejme, ¾e v pøípadì takovéto køivky jsou Frenetovy vzore obzvlá¹tì

jednoduhé:

~t′ =1 k~n, ~n′ = −1k~t.
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8.7 Oskulaèní kru¾nie

Pro snaz¹í zavedení pojmu oskulaèní kru¾nie nejprve pojednáme o povaze styku (dotyku), který

mohou mít dvì køivky ve svém spoleèném bodì. Hovoøíme o styku q−tého øádu (ekvivalentnì o styku

(q+1)−bodovém). Pro minimální øád styku je urèujíí nejvy¹¹í øád derivae rovni obou køivek, která

je pro nì spoleèná.

Uva¾ujme køivky k, l o rovniíh k = k(s), l = l(s). Potom nutnou a postaèujíí podmínkou, aby

mìly ve spoleèném bodì X(s0) (tj. odpovídá mu hodnota parametru s0) styk nejménì q−tého øádu

(tj. styk (q + 1)−bodový), je splnìní rovni

k(s0) = l(s0), k′(s0) = l′(s0), . . . , k(q)(s0) = l(q)(s0). (32)

Dvì protínajíí se køivky k, l mají styk nultého øádu, tj. jednobodový, proto¾e pro nì platí k(s) = l(s),
ale k′(s) 6= l′(s).

Dvì køivky, které mají ve spoleèném bodì spoleènou teènu (u prostorovýh køivek také teèné roviny),

mají v tomto bodì styk nejménì prvního øádu, tj. dvojbodový. Víe o styku dvou køivek viz [13℄.

De�nie 13 (Oskulaèní kru¾nie). Kru¾nii m nazýváme oskulaèní kru¾nií køivky kv jejím bodì

X0, jestli¾e mají obì køivky v bodì X0 styk alespoò druhého øádu.

Vlastnosti oskulaèní kru¾nie spei�kuje následujíí vìta (viz [1℄, str. 210).

Vìta 26. Neh» X0 je neinexní bod køivky k. Potom existuje právì jedna oskulaèní kru¾nie m
køivky k v bodì X0 a má tyto vlastnosti:

1. Kru¾nie m le¾í v oskulaèní rovinì køivky k v bodì X0, prohází bodem X0 a má v nìm s køivkou

k spoleènou teènu.

2. Polomìr kru¾nie m je roven pøevráené hodnotì první køivosti

1k køivky k v bodì X0.

3. Støed oskulaèní kru¾nie le¾í na hlavní normále sestrojené ke køive k v bodì X0, a to na

polopøíme urèené bodem X0 a vektorem normály tohoto bodu.

Dùkaz. Viz [1℄, str. 210.
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9 Vybrané rovinné køivky

9.1 Obalová køivka

PØÍKLAD 9.1. Za urèitýh okolností mù¾eme na dnì dobøe umytého hrneèku nebo na hladinì

nápoje v nìm pozorovat køivku podobnou srdi (viz obr. 54). Jaká je podstata tohoto jevu? Mù¾eme

odvodit rovnii pozorované køivky?

Obrázek 54: : Srde ve sklenii

Dotyèná køivka je polovinou køivky zvané nefroida. Vzniká jako obálka svìtelnýh paprskù odra¾e-

nýh od vnitøní stìny nádoby. Tím se øadí do rodiny tzv. kaustik. Geometrikou podstatu vzniku této

køivky snadno modelujeme v programu GeoGebra. K vykreslení systému odra¾enýh paprskù, jejih¾

je nefroida obálkou, vyu¾ijeme zobrazení stopy polopøímky, která je modelem odra¾eného paprsku.

Pøi plynulém pohybu bodem dopadu I (viz Obr. 55a) podél kru¾nie znázoròujíí vnitøní stìnu ná-

doby (po jeho uhopení ukazatelem my¹i) se potom na Nákresnì zobrazuje elý systém odra¾enýh

paprskù a vznik výsledné køivky jako jejih þobálkyÿ je zøejmý. Výsledek vidíme na Obr. 55b.

Obálkou (obalovou køivkou) systému køivek v rovinì rozumíme køivku, která má v ka¾dém svém bodì

teènu spoleènou s jednou z køivek uva¾ovaného systému. Její rovnie jsou øe¹ením soustavy rovni,

která je tvoøena rovnií parametrikého systému køivek

l(x, y, ϕ) = 0, (33)

kde ϕ je reálný parametr, a její derivaí podle tohoto parametru

∂l(x, y, ϕ)

∂ϕ
= 0. (34)

Pøi odvození rovnie zkoumané køivky v programu GeoGebra zaèneme zadáním souøadni bodu

dopadu I a normálovýh vektorù nd a nr pøímek, které v tomto poøadí reprezentují dopadajíí a

odra¾ený paprsek, viz øádky 1{4 následujíího kódu øe¹ení v prostøedí CAS GeoGebry.
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a) Odraz svìtla b) Obálka odra¾enýh paprskù

Obrázek 55: : Geometriký model vzniku kaustiky, GeoGebra 5.0
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Poté de�nujeme rovnie (33), (34), v uvedeném kódu jsou nazvány l(φ) a dl(φ), viz øádky 5{6 kódu.

Øe¹ením soustavy tìhto rovni je bodová rovnie zkoumané køivky, kterou vidíme na posledním

øádku è. 7 kódu øe¹ení.

Dal¹ím pøíkladem obalové køivky je asteroida. Mù¾eme ji toti¾ de�novat jako obálku jednotlivýh

poloh úseèky, její¾ konové body se pohybují podél kolmýh pøímek, viz Obr. 56. Pokuste se tuto

køivku modelovat v GeoGebøe, pøípadnì vypoèítat její bodovou rovnii.

Obrázek 56: Asteroida

9.2 Evoluta a evolventa

Viz Obr. 57. Rovinná køivkam, která protíná kolmo v¹ehny teèny dané køivky k, se nazývá evolventa
køivky k. Rovinná køivka k, pro kterou je køivka m evolventou se nazývá evolutou køivky m.

Obrázek 57: Evoluta k a evolventa m
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K dané køive k existuje nekoneènì mnoho evolvent. V¹ehny tyto evolventy mají spoleèné nor-

mály, které jsou teènami k. V¹ehny je mù¾eme získat jako trajektorie bodù teèny odvalujíí se po

køive k (na odvalujíí se teènu naná¹íme délku oblouku, mìøeného od pevnì zvoleného bodu køivky

k dotykovému bodu teèny, tj. na Obr. 57 je délka úseèky TP ′
shodná s délkou oblouku PT ).

Pokud køivka m nemá inexní bod a má v¹ude nenulovou derivai první køivosti, existuje k ní jediná

evoluta. Tato evoluta je mno¾inou v¹eh støedù oskulaèníh kru¾ni køivky m. Evolutu dané rovinné

køivky mù¾eme harakterizovat také jako obalovou køivku normál této køivky.

Na Obr. 57 vidíme èást evolventy m kru¾nie k (kru¾nie k je tedy evolutou køivky m). V tehniké

praxi se tato køivka uplatòuje pøi návrhu tvaru zubù u ozubenýh kol. Tvar evolventy kru¾nie

zaji¹»uje odvalování zubù dvou kol po sobì a tím dohází k plynulému pøenosu síly bìhem jejih

vzájemného otáèení.

Pøíkladem dal¹í známé dvojie køivek ve vztahu evoluta{evolventa je dvojie øetìzovka{traktrix, viz

Obr. 58.

Obrázek 58: Øetìzovka r a traktrix t

Pro detailní seznámení s pojmy evoluta a evolventa lze doporuèit [1℄ a [13℄.

55



Literatura

[1℄ Budinský, B. Analytiká a difereniální geometrie. SNTL, Praha, 1983.

[2℄ Coxeter, H. S. M., Greitzer, S. L. Geometry revisited. The Mathematial Assoiation of Ameria,

Washington, D.C., 1967.

[3℄ Devlin, K. Jazyk matematiky. ARGO, 2003.

[4℄ Eukleides, Základy. Knihy I{IV., koment. Petrem Vopìnkou, OPS, Nymburk, 2008.

[5℄ Eukleides, Eukleidovy základy (Elementa), pøeklad F. Servít, 1907.

Dostupné na https://ommons.wikimedia.org/wiki/File:Eukleides_Servit.pdf

[6℄ Havlíèek, K. Úvod do projektivní geometrie ku¾eloseèek. SNTL, Praha, 1956.

[7℄ Klíma, J. Rùzné zpùsoby zobrazovaí v deskriptivní geometrii. Kapitola þGnómoniký a

stereogra�ký prùmìt kulové plohyÿ. Praha: JÈMF, edie þCesta k vìdìníÿ, 1944, str. 18-25.

Dostupné na

http://dml.z/bitstream/handle/10338.dmlz/403087/CestaKVedeni_013-1944-1_6.pdf

[8℄ Kuøina, F. 10 geometrikýh transformaí. Prometheus, Praha, 2002.

[9℄ Kuøina, F. 10 pohledù na geomatrii. Akademie vìd Èeské republiky, Praha, 1996.

[10℄ Kutuzov, B. V. Lobaèevského geometrie a elementy základù geometrie. Nakladatelství Èeskoslo-

venské akademie vìd, Praha, 1953.

[11℄ Peh, P. Klasiké vs. poèítaèové metody pøi øe¹ení úloh v geometrii. Jihoèeská univerzita v

Èeskýh Budìjoviíh, Èeské Budìjovie, 2005.

Dostupné na http://www.pf.ju.z/stru/katedry/m/knihy/Metody.pdf

[12℄ Pavlíèek, J. B. Základy neeukleidovské geometrie Lobaèevského. Pøírodovìdeké nakladatelství,

Praha, 1953.

Dostupné na http://dml.z/dmlz/402750

[13℄ Rektorys, K. Pøehled u¾ité matematiky. Prometheus, Praha, 2009.

[14℄ Sekanina, M. a kol. Geometrie II, SPN Praha, 1988.

[15℄ Vopìnka, P. Trýznivé tajemství. Práh, Praha, 2003.

[16℄ Vy¹ín, J. a kol.: Geometria pre pedagogiké fakulty II, Bratislava, 1970.

56

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Eukleides_Servit.pdf
http://dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/403087/CestaKVedeni_013-1944-1_6.pdf
http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy/Metody.pdf
http://dml.cz/dmlcz/402750

	Inverze
	Sférická inverze
	Stereografická projekce
	Vybrané vlastnosti sférické inverze

	Kruhová inverze
	Vybrané vlastnosti kruhové inverze
	Analytické vyjádrení kruhové inverze
	Cvicení – kruhová inverze

	Projektivní rozšírení n prostoru En
	Projektivní rozšírení roviny E2
	Homogenní souradnice v 2
	Zobecnení
	Cvicení – projektivní rozšírení prostoru

	Dvojpomer
	Pappova veta a její dusledky
	Stredové promítání
	Pappova veta o invarianci dvojpomeru
	Princip duality v projektivní rovine
	Princip duality v praxi
	Cvicení – Pappova veta a princip duality

	Stredová kolineace
	Kolineace kružnice a kuželosecky

	Vybrané vety projektivní geometrie
	Pappova veta o šestiúhelníku
	Šestiúhelník
	Pascalova veta
	Brianchonova veta
	Desarguesova veta

	Krivky v E3
	Popis krivky
	Tecna krivky
	Oskulacní rovina
	Oblouk krivky
	První krivost krivky
	Frenetuv trojhran
	Oskulacní kružnice

	Vybrané rovinné krivky
	Obalová krivka
	Evoluta a evolventa


