Uloha neni euklidovskyesitelna.
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Dokazeme ni@Sitelnost Ulohy pomoci kruzitka a pravitka. Zvditp=—,t, =—, r =1.
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VSechna tatd@isla jsou #ejm¢ konstruovatelna. Dale dokazeme, Ze troluhelrtl,fksi,

t, = , I =lexistuje. Vyjdeme ze vzoiic

S

-a’ +2b? +2c? = 42,
287 b + 267 = 47,

Oznaime A =a®, u=Db?, v =c?(coz je obrat, ktery nam po technické strance velsniadni
dalSi ivahy) a dosadime raat, . Dostavame

-A+2u+2v =1
2A—-u+2v =2

Z téchto dvou rovnic vypé&teme

(1)

Déle pouZzijeme vzorec

abc

" aJds-a)s-b)s-0)

r

)

] 1 . . ‘oz
Po umocsni, dosazens = E(a+ b+c) a Gpravach zaho dostavame

2r2(F +u? +v?)=r?2(A + u+v)+ Auv = 0.
Dosadime-li senmr =1a zadau z (1), vychazi

3V +27W?2 -3 +1=0.

Ozname f(x)=36x® +27x? - 34x+1= 0. Snadno zjistime, Zé (3_14j > 0. Potom plati

f[%j = -6 < 0. Mnohcailenf ma tedy v interval{s—ldf,%j alespa jeden kaen. Vyberme

tedy jeden kien lezici v tomto intervalu a oztrae hoé . (Tento vykr je fakticky zbytény,
porgvadz se da ukazat, Eena v tomto intervalu jediny ken. Tim se ale nemusimébec



zabyvat. VSimgite si, Ze kéen & explicitné nezname, zname jen interval, ve kterém lezi. To

ale postai.)
V souladu s (1) polozime

_ [5-6¢ _ [4-e¢ _
- /—3 , b 1/—3 , c=4¢& 3)

a ukazme, Ze existuje trojuhelmBC se stranamithto déle. K tomu je nutné a &taverit
tii trojuhelnikové nerovnosti (oztiae je postupi(4), (5), (6)).

\/?<\/5—36£+\/4—36£' %)
5-6¢  , [(5-66)4-6¢) , 4-65
VE<=g 3 \/ 303 .

156 -9<2,/(5-6&)4-6¢).

(VSimnrgte si, ze5-6& >4-6¢ >0, neba £<%.) Ziejme 155—9<15§—9< 0, takze

posledni nerovnost plati. Tim je dok&zano, Ze pinajiihelnikova nerovnost (4) je spira.

5—6{<\/?+ 4—365’ (5)

5- 6{ <&+ 2/5‘4—655_}_4—65’
3 3 3

1—35<2 48 - 68?2
3 3
(2] <at 2
3 3
8182 -54& +1< 0.

Vysetovanim kvadratického mnoblenu 81% —54¢ + 1snadno zjistime, Ze je zaporny na
3-8 3+48 j [3 f 8 3++8
9 ' 9

. Protoze vsa i — |0
34’3 9 9

posledni nerovnost, a tudizZ i druha trojuhelnikogéovnost (5).

intervalu( J je jasné, Ze plati

4_—65<\/?+ 5_—365, (6)

4- 6E<E+2/5f5—655+5—65
3 3 3
el o [f6-6)

& 3<2 3 .




Posledni nerovnostegme plati, nebd jeji leva strana je zaporna. Plati tedketit
trojuhelnikova nerovnost (6).
Dokézali jsme tedy, Ze trojuhelnik se stranamikiéB existuje. Péitdme-Ili v tomto

trojuhelniku délkyt, at,, zjistime, zet, =% at, :%. Podob#g vypaitemer. Ze vzorce
(2) dostavame
abc

r =
\/4a2b2 - (a2 +b? +cz)2

odtud po dosazeni do (3) vychazi

| \/36¢° ~54¢° +20¢

J-8162 +546 -1
ProtoZe v3alk je karenem mnohdenuf, plati 366° = -27&% + 348 —1. Vychazi tedyr =1.
Dokazali jsme tak, ze trojuhelnik :%, t, :%, r =1 existuje. Jeiejmé, Z&tislo ¢ = \/?

je konstruovatelné, préakdyz je konstruovatelnéslo &. My dokadzeme, z& neni
konstruovatelné. To znamena, ze (an'erJi konstruovatelné, a Ze tedy trojuhelBC nelze
zkonstruovat pomoci kruzitka a pravitkaslo & je karenem mnohé&enemf stupré 3

s racionalnimi koeficienty. Dokazeme-li navic, éatb mnoholen je nerozlozitelny v oboru
racionalnichtisel, mame podle jist&ty dokazano, z& neni konstruovatelné. Mnotlen f

ma vSak dokonce caliselné koeficienty. Kdyby byl rozloZitelny v oboracionalnicktisel,
musel by podle Gaussovyty byt rozloZitelny téZ v oboru celyctisel. Existovala by tedy

celacislad,,d,,e,, e, e, takova, ze
36x3 +27x% —34x+1= (dox+d, (e, X* +ex+e, )

Platilo by tedyd,e, =1, coz plyne ze srovnani absolutnidéni na obou stranach. Muselo by
tedy byt bd’ d, =e, =1, nebod, = e, = -1. Zamtime se na prvniifpad. Druhy je zcela
analogicky. Srovnanim koeficignt x, x> a x> dostavame

d, +e =-34 d.e +¢, =27, d,e, =36.

Ihned vidime, Ze posledni rovnosti vyhovuji pougpaadané dvojice

(dy,&,) = (x1%36), (+ 2.+18), (£ 3+12), (£ 4,#9), (+ 6,26), (£ 9,+4), (x12+3), (x18%2),

(t 36,11). Ke kazdé takove dvojici z druhé rovnice vyfmmee,. Nevyjde-li e celé, neni
treba dale uvazovat. \fipadech, zes, vychazi celé, snadno zjistime, Ze prvni rovnosi ne

nikdy splréena. Dokazali jsme tak,Ze mnaikenf neni rozlozitelny v oboru racionalni¢fsel.
Tim je dokazéna euklidovskaiesitelnost ulohy.



