10 Vnéjsi soudin

Dosud jsme se seznamili se dvéma binérnimiﬂ operacemi s vektory, skaldrnim sou-
cinem, viz str. B8] jehoz vysledkem je ¢islo (skaldr) a ktery pro vektory 4,7 € V
zapisujeme

-0,

a vektorovym soucinem, definovanym v trojrozmérném prostoru, viz str. [[04], jehoz
vysledkem je vektor a ktery pro vektory u, v € V3 zapisujeme ve tvaru

U x V.

Kazda z téchto operaci ma své praktické uziti. Skaldrni souc¢in ndm dovoluje urcovat
odchylky smeért a velikosti vektorti. Vektorovy soucin nam zase dovoluje vypocitat
obsah plochy omezené vektory, vyznamné uziti ma i skutecnost, ze jeho vysledkem
je vektor kolmy na oba dané vektory. Nyni se seznamime s tieti operaci s vektory,
ktera je kombinaci uvedenych dvou.

Vnejsi soucin, téz smiseny soucin, je ve vektorovém prostoru dimenze 3 operaci,
do které vstupuji tii vektory (jednd se tedy o terndrni operaci) a jejimz vysledkem je
¢islo. Absolutni hodnota tohoto ¢isla je pritom rovna objemu rovnobéznosténu vy-
mezeného témi tremi vektory, které do soucinu vstupuji, viz Obr. 43l Jak si ukazeme,

Obrazek 43: Rovnobéznostén urceny vektory u, ¥, w

lze vnéjsi soucin v prostoru dimenze 3 interpretovat jako spojeni vektorového a ska-
larniho soucinu, proto se mu rika také smiseny soucin. Vnéjsi soucin neni omezen
na prostor dimenze 3, lze ho zobecnit do vektorového prostoru dimenze n (kde se
ovSem jednd o operaci n—arni). Pozdéji to provedeme pro pripad n = 2.

"Oznaceni bindrni znamend, ze do operace vstupuji dva operandy, v nasem piipadé dva vektory. Dalsimi piiklady
binarni operace jsou s¢itani, od¢itani, déleni, nasobeni. Pokud do operace vstupuje jeden operand, hovoiime o undarni
operaci. Piikladem unéarni operace je prifazeni ¢isla opacného, pricteni konstanty. Pokud do operace vstupuji tii
operandy, hovotime o terndrni operaci. Prikladem takovéto operace je vnéjsi soucin, jemuz je vénovana tato kapitola.
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Vztah pro vypocet vnéjsiho soucinu odvodime formou reSeni nasledujiciho prikladu.
Nejprve se bude zdat, ze né€jakou novou operaci vlastné ani nepotirebujeme, ze si
vystacime se skalarnim a vektorovym soucinem, abychom nakonec prisli na nece-
kané zjednoduseni, které nam zavedeni nové operace prinese. Notnou mérou k tomu
vyuzijeme znalost véty o rozvoji determinantu.

PRIKLAD 10.1. Vypoctéte objem rovnobéznosténu, ktery je urcen vektory i =
(u1,u2,us3), U= (v1,v9,v3), W = (w1, ws,ws), viz Obr. [43

Reseni: Nejprve si ujasnéme, jak lze vypodcitat objem rovnobéznosténu. Uplatné-
nim tzv. Cavaliertho principu dojdeme k tomu, ze pro objem rovnobéznosténu plati
stejny vztah jako pro objem kvadru, tj. V = .5 h, kde S je obsah podstavy a h je

vyska.
// . //

Obrézek 44: Cavalieriho princip v roviné

>

Cavalieriho princip si mizeme ilustrovat nejprve na prikladu rovinnych obrazcii.
Uvazujme obdélnik a rovnobéznik, oba se zakladnou stejné délky a a s vyskou h, viz
Obr. [44l. I bez Cavalieriho principu vime, Ze maji stejny obsah S = a-h. Pojdme vsak

Obrazek 45: Cavalieriho princip v trojrozmérném prostoru

ted na zeleny rovnobéznik nahlizet jako na utvar, jehoz obsah spocitat neumime,
zatimco u modrého obdélniku nam to necini problémy. V takové situaci nam prave
pomiize Cavalieriho princip. Ten ndm pro tyto dva rovinné obrazce rika toto: Ob-
razce maji steyn€ obsahy, pokud jsou shodné délky usecek, v nichz je protind kazZda
primka rovnobézna s primkou, v niz lezi jejich zakladny. Protoze je ziejmé, ze kazda
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takova primka méa s obéma utvary shodné priniky délky a, maji stejné obsahy, tj.
rovnobéznik ma stejny obsah S =a - h jako obdélnik.

Stejny princip nyni uplatnime na kvadr a rovnobéznostén, viz Obr @3 Jejich
podstavy lezi ve spolecné roviné, jsou jimi ty dva rovinné utvary, obdélnik a rov-
nobéznik, z Obr. 4] (online applet je zde: https://www.geogebra.org/m/fxz66m8q),
o kterych vime, ze maji stejny obsah. Cavalieriho princip nam pro takové prostorové
utvary tika, ze pokud se shoduji obsahy jejich tezi kaZdou rovinou rovnobézinou s
rovinou jejich podstav, shoduji se v jejich objemy. Jednou z takovych rovin rovno-
béznych s rovinou podstav je ¢ervend rovina na Obr. 44l S kvadrem ma jako prinik
obdélnik, s rovnobéznosténem rovnobéznik. Protoze se tyto obrazce tezii shoduji
s podstavami prislusnych utvart, o nichz vime, ze maji shodné obsahy, majii tyto
rezy shodné obsahy. Dle Cavalieriho principu ma tedy rovnobéznostén stejny objem
V =5 h jako kvadr o stejné vysce h a stejném obsahu podstavy S.

Pokracujeme v teSeni prikladu 0.1l dle Obr. 46l Vime, ze objem V rovnobéz-

Obrazek 46: Vypoctéte objem rovnobéznosténu urceného vektory u, U, w

nosténu urceného vektory 4, v, w je dan vztahem V =5 -h. Z Obr. 4@ a z vlastnosti
vektorového soucinu (absolutni hodnota jeho velikosti je rovna obsahu rovnobézniku

h

omezencho vektory) a z definice funkce cos o v pravotthlém trojihelniku (cos o = )

plyne, ze S =|i x | a h = || cos a. Potom
V =S5-h=|tx3||w|cosa.

Uzitim ([43)) (viz str.[68)) mizeme psat |ix v||w|cos ¢ = (ix7)-w. Objem uvazovaného
rovnobéznosténu je pak dan vztahem

V= (ix3)- (128)

ktery je pozoruhodny tim, Ze smysluplné (pro vypocet objemu rovnobéznosténu)
spojuje vektorovy a skalarni soucin. Je tak jiz zfejmé, pro¢ se vnéjSimu soucinu
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rika také smiseny soucin, jedna se o ,smeés®“ skalarniho a vektorového soucinu. Tim
bychom mohli skon¢it a prohlasit (I28) za onen hledany vztah pro vypocet objemu
rovnobéznosténu. Byla by to ale skoda, ve vztahu (I28)) se totiz skryva prima sou-
vislost vnéjsiho soucinu s determinantem, ktera navic dovoluje uskutecnit zobecnéni
vnéjsiho soucinu do jinych dimenzi.

Pokud za i x ¢ dosadime podle (I2])) a poté aplikujeme vétu o rozvoji determi-
nantuH, dostaneme postupné

YN o Uz U3 Up us Uy U2
V=(ix0) 0= - ; (w1, wa, w3),
V2 U3 U1 U3 U1 V2
VN o U2 U3 up ug Uy U2
VZ(UXU)"LUZ wy — wo + w3z =
V2 U3 U1 U3 U1 Vg
Uy U2 U3
=] U1 U2 U3
w1, Wy Ws

Vidime, Ze objem rovnobéznosténu urceného tiemi vektory @ = (uy,us,u3), ¥ =
(v1,v2,v3), W = (W, ws, ws), viz téz Obr. [0 je roven determinantu, jehoz fadky tvori
tyto vektory. V obecném piipadé, kdy nemame zaruceno, ze thel « je ostry (vyraz |tx
||| cos a = (i x¥) -0 je v takovém pripadé zaporny) je objem rovnobézZnosténu roven
absolutni hodnoté uvedeneho determinantu, tj. absolutni hodnoté vnéjsiho soucinu
prislusnych vektorii.

U1 U2 Us
V = |(7j X {)’) -tf)| =1l v1i vo w3 |]. (129)
w1, W2 W3

Tim je priklad [10.I vytesen! Poznatky, které jsme ziskali, shrneme formou nésledujici
vety.

Definice 24 (Vnéjsi (smiSeny) soucin). Operaci, kterd trem vektorim 1,v,w €
Vs, dangm soutadnicemi i = (uy, us,ug), 0 = (vy,v9,v3), W = (wy,ws, w3) vzhledem
k ortonormalni bazi V3, priradi hodnotu determinantu

Uy Uz Us
v U2 U3 |, (130)
w1 W2 W3
pripadné vyrazu
(4 x ©) -0, (131)

8Konkrétné nas v tuto chvili zajimd, ze z véty o rozvoji determinantu plyne pro determinant matice tietiho fadu A
vztah det A = ailAil +ai2Ai2 +ai3Ai3 = (A’Ll s Aig, Alg) . (ail, a;2, aig), kde 7 je ¢islo radku od 1 do 3. Vice o determinantu
viz https://en.wikipedia.org/wiki/Determinant.
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ktery je s nim ekvivalentni, nazgvdme vnéjsi soucin (té€Z smiseny soucin) vektori i,
U, W, znacime
[ v w].

10.1 Vlastnosti vnéjsSiho soucinu

Primo z ([I30) plynou nasledujici vlastnosti vnéjsiho soucinu:
(D [abel=[¢abl=[bca]l=-[acb]=-[bac]=-[¢bal
(2) Pro @,b,¢ lezici v jedné roviné (tj. komplandrni) je [a b &] = 0.

PRIKLAD 10.2. Uvedené vlastnosti vnéjsiho soucinu dokazte pouZitim jeho zdpisu
ve forme determinantu
ay az as
[@D¢]=|b by by
1 G2 C3

10.2 Uziti vnéjsSiho soucinu

Zde si uvedeme konkrétni priklady aplikace vnéjsiho soucinu v analytické geometrii
v trojrozmérném prostoru i v roviné. Protoze, jak plyne z definice 24, hodnota
smiseného soucinu vektori je rovna hodnoté determinantu matice, jejimiz radky jsou
v daném poradi tyto vektory, bude se zaroven jednat o priklady uziti determinantu
v analytické geometrii a tim o ukazky praktického vyznamu tohoto algebraického
pojmu.

10.2.1 Objem rovnobézZnosténu

PRIKLAD 10.3. Vypoctéte objem rovnobéznosténu urcencho vektory i = (2,-1,0),
v=(3,0,2), w=(1,1,5).

Reseni: Dle (I29) pro objem daného rovnbobéznosténu plati

2 -1 0
Vellavw]=|l3 0 2| =9 (132)
1 1 5
10.2.2 Obsah rovnobézniku/trojahelniku v roviné

V reseni prikladi 0.2, na str. a jsme si ukazali, jak lze k vypoctu obsahu
rovnobézniku ¢i trojuhelniku vyuzit vektorovy soucin, nejenom v prostoru dimenze
3, ale i v roviné. V pripadé roviny stacilo pridat jako treti souradnici nulu. Nyni si
ukazeme, jak tento postup souvisi s vnéjsim soucinem.
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Uvazujme vektory @ = (uy,us), U = (v1,v). Pokud jejich soufadnice upravime ne
tvar i = (u1,us2,0), U = (v1,v2,0) mizeme obsah rovnobézniku, ktery je jimi urcen,
vyjadrit vztahem

Se = |u||v]sina = |t x 0.

Protoze pro vektorovy soucin u x v plati

Ui U9 0
. Uy U2
uxv=|v ve 0 ]=(0,0, ),
€1 €2 €3

je zfejmé, ze obsah uvazovaného rovnobézniku lze vyjadrit také ve tvaru

5 o up u2
So = |t x| = :
vr U2
. ul u2 0 v ’ . ’ . Vv Ve — =
kde determinant muzeme dle (I30) chapat jako zapis vnéjsiho soucinu [ U]
vr U2

vektort i = (uy,uz), ¥ = (v1,v2). Potom ovSem miZzeme psat
So = [ v]|.

Pojem vnéjsiho soucinu tak mizeme pouzit i v roviné, tj. pro dva vektory o dvou
slozkach. Jeho absolutni hodnotu potom interpretujeme jako obsah rovnobézZniku
temato vektory omezeneho.

Pro obsah prislusného trojuhelniku pak plati

(133)

Mizeme ovSem pouzit i zapis, v némz figuruji primo souradnice bodi — vrcholt
trojuhelniku. Dva nezavislé vektory 4, ¥ prislusejici trojuhelniku AABC muzeme
umistit do jeho stran AB a AC, tj. 1= B-A, v = C— A. Po dosazeni do (I133) potom
pro A= [al,ag], B = [bl,bg], C = [Cl,Cg] plati

1

Saapc = 5

Pripadné mtzeme pouzit ekvivalentni tvar, v némz nefiguruji rozdily souradnic da-
nych bodu

bl—al bQ—CLQ (134)

Cl1—ayp Cy— a2

1 ay a9 1
SAABC = 5 bl bQ 1 . (135)
cp ¢ 1
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PRIKLAD 10.4. Uzitim svijch znalosti o vijpoctu determinantu pomoci véty o roz-
vogi determinantu dokazte, Ze plati

a; as 1

bi—ar by—as
by by 1]|=

C1—ap Cy—a2
cp ¢ 1

Reseni: Uvazujte rozvoj levého determinantu podle tretiho sloupce, ovsem s tim, ze
si matici nejdrive upravite tak, aby tento rozvoj mél jenom jeden clen.

Analogické vyjadreni bychom dostali i pro objem rovnobéznosténu v prostoru di-
menze 3. Dostavame tak nasledujici snadno zapamatovatelné vztahy:

(1) Obsah rovnobézniku urceného body A, B, C
A= [al,GQ], B = [b17b2]7 C= [01702] :

a a1 bi—a; by—a
S=| b b 1f[=|l" T BT (136)
Cl— Q1 Cop— a9
cp ¢ 1

(2) Objem rovnobéznosténu uréeného body A, B, C, D
A = [a17a27a3]7 B = [b17b27b3]7 C = [61702703]7 D = [d17d27d3] :

V = LR =l &1—a1 cp—az c3—as|f- (137)
a ool di—ay dy—ay d3—a
di dy dy 1 1—ap dp—a dz—as

PRIKLAD 10.5. Vypocitejte obsah trojihelnika ABC, je-li dino: A =[-1,1], B =
[3,3], C'=[1,5].

Reseni: Pouzijeme (I34) (miZeme oviem pouzit také (I35))

1|4 2
a2 3

by —ar by—a
Saapc =

1
2 Ci1— a1 Co2— Qa9

10.2.3 Rovnice roviny urcené tiremi body

Vneéjsi soucin miizeme vyuzit k elegantnimu zapisu obecné rovnice roviny dané tremi
nekolinedrnimi body, napfiklad A, B,C (viz Obr. @T). Vyuzijeme skutecnosti, ze
pravé jenom pro bod X nalezejici roviné ABC' je objem rovnobéznosténu urceného
trojici vektoru B — A, C'— A, X — A roven nule. Obecnou rovnici roviny ABC' tak
muzeme zapsat ve tvaru

[(X -A)(B-A)(C-A)]=0, (138)
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nebo pomoci determinantu obsahujiciho souradnice bodt X, A, B,C

T T9 T3 1
a; a9 as 1
by by by 1
cp ¢ c3 1

pripadné souradnice prislusnych vektort X - A, B-A,C'- A

Tr1—ay T2—a2 IT3—as
bl—al b2_a2 b3—a3 = 0.
Ci1—ap C—a2 C3—asg

Obréazek 47: Vektory X — A, B — A,C — A jsou linearné zavislé
PRIKLAD 10.6. Urcete obecnou rovnici roviny o = (ABC) pro A = [-2,3,1],
B=1[4,-2,5], C=[6,1,7].
Reseni: Zapis feSeni v kédu programu wxMaxima:

(% i4)  A:[-2,3,1]8 B:[4,-2,5]$ C:[6,1,7]$ X:[x,y,2]$
(% i5) M:matrix(X-A,B-A,C-A);

r+2 y-3 z-1
6 -5 4 (M)
8 -2 6

(% i16)  expand(determinant(M))=0;
282 -4y —22x - 60 =0 (% 06)
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10.2.4 Objem simplexu

Dosud jsme se zabyvali prevazné vlastnostmi vektorového prostoru (tj. mnoziny
sméri), piitom jsme si ale obcas odsko¢ili do bodového prostoru (tj. mnoziny bodi),
abychom s jeho pomoci vektorovy prostor znazornovali (pfimky nebo roviny jdouci
pocatkem soustavy souradnic), nebo abychom v ném zkouseli vypocty zalozené na
vlastnostech vektori (vzdélenosti bodu, odchylky piimek, rovnice pfimek a rovin).
Takovou navstévu bodového prostoru (konkrétné Fukleidovského bodového prostoru,
viz kapitola [I7) si dopfejeme i v této kapitole. Budeme se v ni sice zabyvat témér
tim samym, jako v predchazejicich kapitolach, tedy vypocty obsahti a objemt, ten-
tokrat ovsem budeme na predmétné ttvary nahlizet jako na specialni podmnoziny
Eukleidovského bodového prostoru, tzv. |simplexy.

,oimplex” znamend latinsky ,,jednoduchy®“. Zde timto pojmem rozumime kon-
vexni obal n + 1 linedrne nezavislych bodiu v E,, tj. konvexni obal 2 rtiznych bodu
v prostoru dimenze 1, 3 nezavislych bodl v prostoru dimenze 2, 4 nezavislych bodi
v prostoru dimenze 3 atd. Konvernim obalem mnoziny bodu rozumime prunik vsech
konvexnich mnozin, které tyto body obsahuji. Pro spravné pochopeni této charakte-
ristiky simplexu si pfipomeneme vyznam pouzitych pojmi.

Konvexni a nekonvexni atvar
Utvar (mnozina bodi) je konvezni, jestlize pro kazdé dva jeho body je tsecka, ktera
je spojuje, jeho podmnozinou, viz Obr. 48] vlevo. Nekonverni, téz konkdvni, je potom

Obrazek 48: Konvexni ttvar (vlevo) a nekonvexni, téz konkavni, Gtvar (vpravo)

utvar, v némz se nachéazeji takové body, ze jejich spojnice neni jeho podmnozinou,
tj. nendalezi mu celd, viz Obr. 48, vpravo.

Konvexni obal

Vyznam pojmu konvexni obal linedrné nezavislych bodi si vysvétlime na prikladu 3
linearné nezavislych bodt. Body jsou linedrné nezavislé, pokud jsou linedrné neza-
vislé vektory jimi urcené, viz definice 31l na str. (138 V pripadé tii bodu to nastane
tehdy, kdyz nelezi v piimce (tj. nejsou kolinedrni), ale tvori trojuhelnik. Na Obr.
se jedna o body A, B,C. Na obrazku tyto body patii konvexnimu atvaru ve tvaru
elipsy. Nyni tento atvar budeme ,,zmensovat®, abychom nakonec dostali , nejmensi*
konvexni utvar, ktery jesté body A, B,C obsahuje. Protoze takovy utvar je pruni-
kem vSech konvexnich mnozin, které tyto body obsahuji, jedna se o jejich konvexni
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Obrazek 49: Konvexnim obalem 3 linedrné nezavislych bodi A, B, C' je trojihelnik AABC

obal. Pro zachovani konvexnosti budeme pouzivat jenom rovné rezy, viz Cervené
prerusované cary. Je zrejmé, ze se jimi drive nebo pozdéji prorezeme praveé k troja-
helniku AABC, a déle jiz nebudeme moci pokracovat. Trojuhelnik AABC je proto
konvexnim obalem mnoziny linearné nezavislych bodta A, B, C.

Stejnym zpusobem bychom se profezali k tiseCce v prostoru dimenze 1 (jako
bychom hledali nejmensi ¢ast niti, ktera obsahuje ,uzliky* A, B) a ke Ctyfsténu
(trojbokému jehlanu) v prostoru dimenze 3 (zkuste okrajovat bramboru, pouzijte
konvexni, aby na ni zustaly ¢ty body, které si na jejim povrchu vyznacite), viz

Obr. BQO

A A B
A

Obrazek 50: Usedka, trojuhelnik a ¢tyfstén jako simplexy v bodovych prostorech 1, 2 a 3, v daném
poradi

Nyni tedy jiz zname vSe potrebné k tomu, abychom si néasledujici priklad I0.7
uvedli jako priklad na vypocet objemu simplexu v prostoru dimenze 3.
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PRIKLAD 10.7. Urcete objem ctyrsténu s vrcholy A = [3,4,0], B = [9,5,-1],
C=[1,7,1], D =[3,2,5].

Reseni: Ctytstén ABCD si miizeme piedstavit jako ¢ast rovnobéznosténu uréeného
body A, B,C, D, viz Obr. 1l Protoze objem rovnobéznosténu umime spocitat, plati

Obrazek 51: Ctyfstén jako ¢ast rovnobéznosténu

pro néj

V=luvw]|=[[B-A, C-A, D-A],

viz téz (I37), staci zjistit, jakou ¢asti rovnobéznosténu ctyistén je. Reseni je piekva-
pivé jednoduché. Diky jiz zminénému Cavalieriho principu, viz str. [[14], staci vyresit
tuto otazku pro krychli. Pro libovolny rovnobéznostén pak bude platit totéz.

Ptame se tedy: ,, Na jaky neymensi pocet ctyrsteniu tehoz objemu miZeme rozrezat
krychli?“ Odpovéd zni ,,6%, jak vidime na nasledujicich obrazcich.
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Objem ctytsténu ABCD je tak dan vztahem

bi—a; by—ay b3—as
Cl—Qa1 Cy—Qay C3—as

V(ABCD) =%|[B—A, C-A D-A -
dl—CLl dg—ag d3—CL3

|~

Jak vime, simplexem v roviné je trojihelnik. Rovinnou analogii vyse uvedeného
vypoctu objemu simplexu v prostoru dimenze 3 je tak vypocet obsahu trojtihelniku

AABC

V(ABC) = %|[B _A C-A] - %

Jak ilustruje definice v nasledujici kapitole, lze vztah pro vypocet objemu

by —ar by —a
C1—ap Cy— a2

simplexu zobecnit do prostoru libovolné dimenze n.

10.3 Vnéjsi soucin v prostoru V,
Studium této kapitoly je dobrovolné.
Definice 25 (Vnéjsi soucin). Vnéjsim soucinem! vektord dy, as, ..., a, € V;, které

Jsou dany soutadnicemi a; = (a1, a2, ..., i), 7 = 1,2, ...,n, vzhledem k ortonormdlni
bazi, nazyvame determinant

air a2 - Qip

21 A9z - Agp

anl1 Ap2 - App
Znacime ho

[G1, a0, ..., dy].

Spolu se zobecnénim vnéjsiho soucinu do prostoru dimenze n lze to samé provést i
s vypoctem objemu simplexu.

Definice 26 (Objem simplexu). Objemem simplezu, ktery je urcen n + 1 body
Ay, Ag, ..., Apir € B, Trozumime cislo:

1
V(AL Ay, Avn) = 1AL = Aty ey A= Ay

'Pro podrobnéjsi studium tématu této kapitoly doporu¢uji publikaci [1] PECH, P. (2004) Analy-
tickd geometrie linedrnich tvari, Ceské Budgjovice, Jihoceskd univerzita v C. B., dostupnou na adrese
http://www.pt.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy / Analyticka.pdf
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10.4 Cviceni: Vnéjsi soucin

1. Vypoctéte objem rovnobéznosténu urceného vektory & = (1,-3,1), [ = (2,1,2),
m=(1,1,7).

2. Vypocitejte obsah trojihelnika AABC je-liA = [5,-1], B =[3,4], C' =[-1,6].

3. Urcete obecnou rovnici roviny p = (KLM) pro K = [2,1,3], L = [-4,5,3], M =
[1,1,6].

3. Urcete objem ctytsténu s vrcholy A = [1,-5,2], B =[4,7,3], C =[1,0,1], D =
[-3,1,6].

'Pro dalsi studium tématu této kapitoly doporucuji publikaci [1] PECH, P. (2004) Analytickd ge-
ometrie linedrnich dtvari, Ceské Bud&jovice, Jihoteskd univerzita v C. B., dostupnou na adrese
http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy /Analyticka.pdf, str. 117-125
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