3 Linearni kombinace vektoru. Linearni zavislost a nezavis-
lost vektoru.

Pro uskutecnéni ,,pohybu® v bodovém prostoru, tj. pro premisténi z bodu do bodu,
je dilezité mit moznost udat smér (a samoziejmeé také vzdalenost). Smér udavame
pomoci vektoru, potrebnou vzdalenost potom prekondme pomoci jeho nasobku.
Zijeme-li napitiklad na pt¥imce p, viz Obr. B, tj. v prostoru dimenze 1, dostaneme
se z bodu A do bodu B tak, ze se vydame ve sméru vektoru @ a urazime jeho 3.5
nasobek. Do bodu C' se potom vydame ve sméru vektoru opac¢ného k 4 a urazime
jeho 1,7 nésobek (z hlediska geometrického maji vektory i a —i stejny smer, lisi se
orientaci). Mizeme proto psat:

B=A+35i, C=A-17Ti.

Obréazek 6: B=A+35u, C=A-1,7u

Jak tomu bude pri ,,pohybu‘, tj. pfemisténi z bodu do bodu, v roviné nebo
v prostoru (rozuméj v prostoru dimenze 3)7 Potrad stejné, opét budeme z vychoziho

&=—160+3.8V

Obrézek 7: B=A+b=A+150+20, C=A+¢=A—-1,60+ 3,80

bodu mirit vektorem do cilového bodu. Akorat budeme muset néjak postihnout
skutecnost, ze v téchto prostorech je, na rozdil od primky, nekonecné mnoho riiznych
sméri (pfimka ma jenom jeden). Vhodnym nastrojem pro to je linedrni kombinace
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vektorta. Jak vidime na Obr. [7] staci zvolit si v roviné dva rtiznobézné vektory u, .
Kazdy dalsi vektor se da potom vyjadrit jako jejich linearni kombinace. Cestu z A
do B tak mtzeme popsat vztahem

B=A+b=A+150+27,
cestu z A do C pak takto
C=A+¢=A-1,6u+3,80.

Vyrazy 1,5u+20, —1,6u+3,80 predstavuji linearni kombinace vektort 4 a v. Je ziejmé,
ze stejny postup lze pouzit na vSechny cesty. Vyhoda je pak jasna. VSechny vektory
(cesty mezi dvéma body) v roviné mizeme vyjadrit pomoci linedrni kombinace dvou
riznobéznych (hovorime o nezduvislych vektorech, viz dale) vektori. Vektory s touto
roli tvori tzv. systém generdtoru prislusného vektorového prostoru. Samoziejme se
hned nabizeji otazky k jejich poctu. My jsme pro rovinu pouzili dva. Mtze jich byt
ale 1 vice?” Nebo méné? Méné jich byt samoziejmé nemiize. S jednim vektorem a jeho
nasobky bychom neobsahli celou rovinu. Vice jich byt mtze. Pak je ale vyjadifovani
smeéru jako jejich linearni kombinace zbytecné pracné. Proc psat linedrni kombinaci
tri nebo i vice vektori, kdyz nam staci dva? Systém generatort s minimalnim poctem
vektord nutnym pro vytvoreni vsech vektort prislusného vektorového prostoru, tj.
pro ,generovani“ tohoto prostoru, se nazyva bdze vektorového prostoru. Mnozina
{1, 9} nasich dvou vektori 4, ¥ je tak prikladem baze vektorového prostoru dimenze
2. Dalsi otazky se mohou tykat prostoru dimenze 3, tj. prostoru, v némz zijeme.
Pro ,cestovani“ v tomto prostoru nam dva smeéry nestaci. To bychom se omezili
jenom na rovinu. Potfebujeme tedy alespon tri sméry, takové, které nelezi zaroven v
jedné roviné (tj. t¥i nezdvislé sméry, viz dale). Proto je baze tohoto prostoru tvorena
tremi nezavislymi vektory a proto hovorime o dimenzi 3. S linearni kombinaci tii
vektort v trojrozmérném prostoru muzete experimentovat prostrednictvim appletu
https://www.geogebra.org/m/KFL30nqgl. Uvedenymi pojmy se budeme podrobné
zabyvat v nasledujicich pasazich.

3.1 Linearni kombinace vektoru

Definice 4. Necht u, v, 0s, ..., 0p jsou proky vektorového prostoru V. nad telesem T.
Rekneme, Ze vektor i je linearni kombinaci vektora vy, v, ..., ¥,, prave kdyz
existugt prvky ai,as, ...,a, €T tak, Ze plati:

n
U= alﬁl + ag?_jg + ...+ anﬂn = Zalﬁl
=1

Proky a1, ao, ..., a, nazyvame koeficienty [linedarni kombinace. Jsou-li vSechny koe-
ficienty rovny nule, nazyvad se linearni kombinace trivialni, jinak se nazyvd netri-
vialni.
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PRIKLAD 3.1. Ovéite, zda vektor i = (4,-1,3) je linedrni kombinaci vektori
v1=(1,0,2), ¥ = (-2,1,1).

Reseni: ReSime soustavu rovnic, kterd vzejde z vektorové rovnice

1 =) 4
zlol+y| 1 |=]-1
2 1 3

Geometrické znazornéni i algebraické feseni prikladu mizeme provést v programu
GeoGebra, viz https://www.geogebra.org/m/rbsz8eug. Vektor 4 je linedrni kombi-
naci vektorti 1 a ¥y, plati 4 = 207 — Us.

PRIKLAD 3.2. Ovéite, zda vektor © = (=1,1,0) je linedrni kombinaci vektori
v1=(1,0,2), 9o = (-2,1,1).

Reseni: Resime analogicky s piikladem B.Il Geometrické zndzornéni i algebraické

feseni prikladu muzeme opét provést v programu GeoGebra, viz https: / /www.geogebra.org /1
Tentokrat vektor w neni linedrni kombinaci vektord v a ¥y. Geometricky to zna-

mena, ze w nelezi v roviné urcené sméry vektori v a vs. Algebraickou interpretaci

je potom skutecnost, ze prislusna soustava linearnich rovnic nema reseni.

PRIKLAD 3.3. Vymyslete nejméné tii vektory o stejném poctu proki a vytvorte
gegich tri rizné linedrni kombinace.

3.2 Linearni zavislost a nezavislost vektoru

S pojmem [inedrni kombinace Gzce souvisi pojmy linedrni zavislost a linedrni neza-
vislost vektori. Tyto pojmy pouzivame ve spojeni se skupinou (mnozinou) vektort

Obrazek 8: Vektory 1, 9, w jsou linearné nezavislé, zadny z nich se neda vyjadrit linedrni kombinaci
ostatnich
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ze stejného vektorového prostoru (tj. vsechny maji napf. stejny pocet soufadnic) a
strucné znamenaji toto: JestliZe se ve skupiné vektori alespon jeden z nich da vyja-
drit linearni kombinaci ostatnich, jedna se o vektory linedarné zavislé. Pokud tomu tak
nent, tj. Zadny vektor ze skupiny se nedad vyjadrit linearni kombinaci ostatnich, ho-
vorime o vektorech linedarné nezawvislych. Prikladem linedrné zavislych vektort jsou
vektory u, v, l;, ¢ na Obr. [l Prikladem linedrné nezavislych vektori jsou potom
vektory 1, ¥, @ na Obr.

Definice 5 (Linearni zavislost a nezavislost vektoru I). Vektory iy, s, ..., Uy,
kde k > 1, z vektorového prostoru V nad télesem T jsou linearné zawvisle prave tehdy,
kdyz aspon jeden z nich je linearni kombinaci ostatnich. Pokud tomu tak neni, t.
zZadny z vektoru neni linearni kombinact ostatnich, jsou vektory linedarne nezavisle.

Poznamka. Za pozornost stoji skutecnost, ze v definici [6l neni viibec specifikovano,
zda se jednd o linedrni kombinaci trivialni ¢i netrivialni. Jsou tedy pripustné obé
varianty!

PRIKLAD 3.4. Uzitim definice @ a pozndmky, kterd je za ni uvedena, dokazte
nasleduyict tvrzeni:

a) Je-li jeden z vektori nulovy, jsou vektory linedrné zdvislé.

b) Jsou-li aspori dva vektory stejné, jsou vektory iy, Us, ..., U, zdavislé.

PRIKLAD 3.5. Rozhodnéte o linedrni zdvislosti vektori vy = (1,0,2), 7o = (=2,1,1),
By = (4,-1,3).

Reseni: Dle definice B bychom méli zjistit, zda lze néktery z uvedenych vektorti
vyjadrit linedrni kombinaci ostatnich. Tj. méli bychom prozkoumat, zda ma smysl
alespon jeden z téchto zapisi:

?71 = a’l_jg + b?_jg, ’172 = C’l_jl + d’l_jg, ?73 = 6?71 + f?_jQ,

kde a,b,c,d,e, f € R. Nastésti neni nutné resit kazdou z téchto tii rovnic zvlast.
Protoze kazdou z nich Ize snadno prevést na homogenni tvar, konkrétné v, —avy—bvs =
0, Uy — c¥1 — dU3 = 0, U3 — ety — fUs = 0, staci misto tfi rovnic resit jedinou ve tvaru

x¥y + YUy + 203 = 0, (10)

s neznamymi x,y, z € R. Pti pouziti sloupcovych vektori mtzeme po dosazeni sou-
radnic danych vektort psat rovnici (I0) ve tvaru

1 -2 1 0
z|0)+y| 1 |+2]-1]=]0]. (11)
2 1 3 0
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Po tpravé levé strany vynasobenim a naslednym secteni vektorti obé strany rovnosti
(1) porovname. To vede k homogenni soustavé linedrnich rovnic s matici

1 -2 4
0 1 -1], (12)
2 1 3

jejiz sloupcové vektory odpovidaji danym vektorim (tato matice se tedy da psat
primo ze zadani). Uzitim Gaussovy eliminace dostavame

1 -2 4 10 2 xr+22=0
01 -1 [~ein —

Jestlize zvolime z = k; k € R, pro zbyvajici neznamé plati x = -2k, y = k, tj. mnozinou

reseni homogenni soustavy je W = {(-2k, k,k);k € R}. Pro nase ucely staci pouzit
jedno konkrétni feseni. Napfr. pro k = -1 dostédvame feSeni (2,-1,-1) a prislusna
linearni kombinace méa tvar

20, — Uy — U3 = 0. (13)

Dané vektory ¢y, U, U3 jsou tedy linedrné zavislé. Z rovnosti ([I3)) vidime, ze kazdy
z téchto vektori se da vyjadrit jako linearni kombinace téch zbyvajicich, konkrétné
1_53 = 21_51 —172, 172 = 21_51 —173, 61 = %172 + %173

Je naprosto prirozené pokouset se najit co nejsnazsi cestu vedouci k reseni dané
ulohy. V tomto pripadé, kdy resime otazku, zda je dand skupina vektord linearne
zawsla ¢t nezdvisld, nAm pomtize znalost linearni algebry. Rozhodujici roli hraje ma-
tice (12)). Pokud ma hodnost mensi nez je pocet neznamych, tj. vektoru (neznamymi
jsou sice koeficienty linearni kombinace, téch je ale stejné jako vektoru), ma pfislusna
homogenni soustava i netrividlni feseni a dané vektory jsou proto linedrné zduvisle.
To je pripad feseni tohoto prikladu. Pokud by vsak hodnost matice (I2)) byla rovna
poctu neznamych, prislusnd homogenni soustava by méla pouze trivialni reseni a
dané vektory by byly linedrné nezdvislé (rovnice ([I0) by totiz byla splnéna pravé
jenom tehdy, kdyz jsou vSechny koeficienty x, y, z rovny nule, tj. 00 + 009 + 003 = 6,
pak ale nelze zadny z vektora vyjadrit jako linedrni kombinaci ostatnich).

Geometrické znazornéni a algebraické reseni prikladu v programu GeoGebra na-
jdete zde: https://www.geogebra.org/m/aktd8cez. Vsimnéte si, ze vSechny tii vek-
tory lezi v jedné roviné, coz odpovida tomu, ze jsou linedrné zavislé.

Vyznamnym poznatkem ziskanym resenim prikladu je nasledujici efektivni
metoda urceni linearni zavislosti ¢i nezavislosti vektort: Vektory usporddame
do matice (je jedno, zda do sloupci ¢i radki), zjistime jeji hodnost a porovndame ji
s poctem vektoru. Je-li mensi, jsou vektory linedrné zauvisle, je-li steyna jako pocet
vektori, jsou linedarné zavisle.
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Pouceni resenim prikladu 3.5 muzeme vyslovit alternativni definici linearni zavis-
losti a nezavislosti.

Definice 6 (Linearni zavislost a nezavislost vektoru 1I). Vektory iy, s, ..., Uy,
z vektoroveho prostoru V' nad télesem T' se nazyvayji:

a) vektory linedrné nezavislé, pravée kdyz je pouze trividlni linedrni kombinace
techto vektori rovna nulovému vektoru, tj.

n
VCLl,CLQ,...,CLn ET;ZCLiﬂi =0= (CL1 =0/\CL2 =0A... NQ, = 0)
i=1
b) vektory linedarné zavislé, privé kdyz existuje aspomn jedna jejich netrividlni line-
arni kombinace, kterd je rovna nulovéemu vektoru, tj.

n
Elal,aQ,...,aneT;Za,-ﬁ,-=5=>(a1¢0va2¢0v...van¢0).
i=1

Poznamka. Linearni zavislost ¢i nezavislost jednoho vektoru. V obou defi-
nicich se hovori o obecném poctu n vektort, jejichz linearni zavislost posuzujeme.
Co kdyby ale bylo n = 1, tj. kdybychom rozhodovali o linedrni zavislosti jediného
vektoru ;. Pouzijeme k tomu definici 6l Je-li vektor #; nenulovy, tj. 4 # 0, existuje
pouze jeho trividlni linedrni kombinace (rozuméj nasobek), ktera je rovna nulovému
vektoru, tj. pouze Ou; = 6. Jeden nenulovy vektor je tedy vzdy linearné ne-
zavisly! V pripadé nulového vektoru, kdyz i, = 0, existuje samoziejmé nekonecné
mnoho jeho netrividlnich linedrnich kombinaci (nasobkit), které jsou rovny nulovému
vektoru, napt. 20206 = 6. Jeden nulovy vektor je tedy vzdy linearné zavisly!

PRIKLAD 3.6. Mnozina M = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1),(1,2,3)} je tvorena cty-
rmi vektory z vektorového prostoru R3. Rozhodnéte, zda jsou linedrné zdvislé ¢i ne-
zawisle. Pokud jsou linedrné zawvisle, najdéte aspon jednu jejich netrivialni linearni
kombinact, ktera je rovna nulovému vektoru.

Reseni: Reseni prvniho tkolu, tj. rozhodnuti, zda jsou vektory linedrné zavislé ¢i
nezavislé, je snadné. Vidime, ze pocet vektord 4 presahuje pocet jejich slozek 3.
Pokud je tedy uspordddme do matice, jedno zda do sloupci ¢i radku, viz (I4);

ooy [110
110 2], , (14)
111 3 Vol

123

jeji hodnost nebude moci byt vétsi nez 3 (zdivodnéte). Hodnost této matice tedy
bude mensi nez pocet vektord. V souladu se zavérem z reSeni prikladu proto
konstatujeme, ze uvedené vektory jsou linedrné zavislé.
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Reseni druhého tikolu, nalezeni netrivialni linedrni kombinace vektort, ktera je rovna
nulovému vektoru, bude vyzadovat vice tsili. [ kdyz v tomto konkrétnim pripadé ne
zas tak velkého. Oznac¢me dané vektory ¢; = (1,1,1), 95 = (0,1,1), 95 = (0,0,1) a
Uy = (1,2,3). Tyto vektory tvori sloupce levé z matic (I4)). Z té se d& ,,vykoukat®, ze
plati ¥y + ¥ + U3 — ¥4 = 6. (Pokud bychom feSeni nevidéli hned, museli bychom fesit
prislusnou soustavu homogennich rovnic, jako v pripadé predchoziho prikladu
nebo nésledujicitho B7) Je tedy zfejmé, ze kazdy z danych vektoru se da vyjadrit
jako linedrni kombinace téch zbyvajicich, napriklad vy = —9; — 03 + ¥4. Ale pozor, ne
vzdy tomu tak je! Jak zjistime fesenim nésledujiciho prikladu B.7]

PRIKLAD 3.7. Jsou dany vektory ¥, = (1,1,1), ¥, = (0,1,1), #3 = (0,0,1) a
U4 =(0,2,1). Rozhodnéte, zda lze kazZdy z nich vyjadrit jako linedrni kombinaci téch
zbyvaygicich.

Reseni: Pouceni fesenim piikladu se ptame, zda existuji takové koeficienty
k,l,m,n € R, pro které plati kv + [0y + m¥3 +nvy = 6. Po dosazeni souradnic vektori
muzeme psat

1 0 0 0 0
Ey1l+l]1]+m]O|+n|2]=]0]. (15)
1 1 1 1 0

Po vynasobeni a seCteni na levé strané obé strany rovnosti (I5) porovname. To vede
k homogenni soustavé linearnich rovnic s matici

1000
110 2

1111

(vSimnéte si, ze sloupcovymi vektory této matice jsou dané vektory). Uzitim Gaus-
sovy eliminace dostavame

1000 100 0 k=0
1102(f~-~]1010 2 |— [+2n =0
1111 001 -1 m-n=0

Jestlize zvolime n = t; t € R, pro zbyvajici neznamé plati k = 0,1 = =2t,m = ¢, tj.

mnozinou feSeni homogenni soustavy je W = {(0,-2¢,¢,t);t € R}. Pro nase ucely
staci pouzit jedno konkrétni feseni. Napfr. pro t = 1 dostdvame feseni (0,-2,1,1) a
prislusna linearni kombinace ma tvar

0’171—2?72+?73+?74=5.

7, této rovnosti je zrejmé, ze kazdy z vektort vo, U3, U4 miizeme vyjadrit jako linedrni
kombinaci zbyvajicich, napr. 3 = 209 — U4. Pro vektor ¥7 to vsak neplati! Ten kvtli
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jeho nulovému koeficientu nemtzeme vyjadrit jako linedrni kombinaci ostatnich vek-
tort. Uvazujte dané vektory jako geometrické vektory reprezentované orientovanymi
tseckami (Sipkami) se spolecnym pocatetnim bodem, totoznym tieba s pocatkem
soustavy souradnic. Jak mizeme vysledek reseni prikladu interpretovat pomoci jejich
vzajemnych poloh? Zobrazeni v GeoGebre: https://www.geogebra.org/m/pbze7qys.

PRIKLAD 3.8. Jsou ddny vektory @ = (1,1,0), b = (0,3,1), & = (1,0,2) a d =
(2,-1,-1). Rozhodnéte, zda lze kazdy z nich vyjadrit jako linedrni kombinaci téch
zbyvaygicich.

Reseni: Reste sami dle postupti feseni predchozich prikladii. Zde je zobrazeni vektort
v GeoGebre: https://www.geogebra.org/m/dakpt7ps.

PRIKLAD 3.9. Rozhodnéte o linedrni zdvislosti vektori iy = (1,0,2), iy = (=2,1,1),
is = (~1,1,0).

Reseni: Reste sami. Vyuzijte feseni p¥ikladu B.5l Zde je pro kontrolu feseni v Geo-
Gebre: https:/ /www.geogebra.org/m/za9m7feq.

Jiz umime u dané skupiny vektort urcit, zda jsou linearné zavislé nebo nezavislé,
nyni se jesté zamyslime nad tim, jaky vliv ma na zavislost €i nezavislost sku-
piny vektoru pridani nebo odebrani vektoru. Z definice [l primo vyplyva,
ze pokud ke linedrné nezavislym vektortim pridame vektor, ktery je jejich linearni
kombinaci, vznikne skupina linearné zavislych vektorti a naopak, pokud ze skupiny
linearné zavislych vektori postupné odstranime vsechny vektory, které jsou linearni
kombinaci ostatnich, dostaneme nakonec skupinu linearné nezavislych vektori. Pro
dalsi mozné situace vyslovime nasledujici dvé véty.

Véta 4. Jsou-li vektory iy, g, ..., Ux (k> 1) z vektorového prostoru V nad télesem T
linearne nezawvisle, dostaneme vynechanim kterehokoliv z nich opét linedarné nezavisle
vektory.

Véta 5. Jsou-li vektory tq, s, ..., U z vektoroveho prostoru V- nad 'l linearné zavisle,
gsou zavislé © vektory iy, s, ..., Uk, Ups1, kde g je ltbovolny vektor z V.

PRIKLAD 3.10. Pro kaZdou z vyse uvedengch vét [, [A vytvorte alespori jeden
priklad, ktery ilustruje jeji turzeni. MuzZete k tomu pouzit GeoGebru.

Na zacatku kapitoly [, konkrétné na strané [30, uvadime, Ze v roviné staci zvolit
si dva riznobézné vektory (ted uz vime, Ze to znamena linedrné nezdvislé vektory) a
kazdy dalsi se da vyjadrit jako jejich linearni kombinace. Toto tvrzeni je zalozeno na
geometrické predstavé a je podporeno vizualnim vjemem ziskanym z Obr. [1l Nyni
si, v TeSeni nasledujiciho prikladu B.11], toto tvrzeni dokdzeme uzitim prostiedki
linearni algebry.
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PRIKLAD 3.11. Jsou ddny dva linedrné nezdvislé vektory a,b e Vy. Dokaste, e
kazdy vektor u € Vs lze vyjadrit jako jejich linearni kombinacs.

Reseni: Oznaéme soufadnice vektorti d = (aq,az),b = (by,bs), % = (uy, us). Potom
se ptame, zda existuji takova k,l € R, pro kterad je u = ka + 1b. Po rozepsani této
vektorové rovnice pro jednotlivé souradnice dostavame soustavu dvou linearnich
rovnic o dvou neznamych k£, :

alk + bll = U

agk + bgl = U9

Tato soustava je pro linedrné nezavislé vektory d, b regularni (proc¢?). Muzeme ji tak

Coen i .y . u1by — byus AUz — U a2
resit treba uzitim Cramerova pravidla. Dostaneme: k = —— [ = ——,
a1b2 - b1a2 a1b2 - b1a2

Koeficienty k,[ jsou tedy pro dané vektory a,bai urceny jednoznacné.

PRIKLAD 3.12. Jsou ddny tii linedrné nezdvislé vektory ZL,B,E € V3. Dokazte, Ze
kazdy vektor u € V3 lze vyjadrit jako jejich linearni kombinacs.

PRIKLAD 3.13. Jaky je mazimdlni pocet linedrné nezdvislych vektord v prostorech
Vo a V3?2 Pro svd turzeni predlozte verohodné argumenty.

3.3 Linearni obal mnoziny vektort

Zajiméa nas, jak vypada mnozina vSech linedrnich kombinaci danych vektori. Rika se
ji linedrni obal dané skupiny vektori. Linearnim obalem jednoho vektoru, tj. mnozi-
nou vsech jeho nasobkii, je zrejmé mnozina vsech vektort téhoz smeéru. Mtuzeme ji
znazornit primkou, viz napt. Obr. [f] na str. 29, Linearnim obalem dvou nezavislych
vektorl je zfejmé rovina rovnobézna s jejich sméry. Linearnim obalem t¥i nezavis-
lych vektori je potom trojrozmeérny prostor. Zkoumani téchto mnozin jsou vénovany
nasledujici priklady.

PRIKLAD 3.14. Uvazujte vektory @ = kil + 10 a 7 = kil + [0 zobrazené v appletech
https://www.geogebra.org/m/PsG8FOnH a https://www.geogebra.org/m /hrbzybjg.
Charakterizugte mnoziny vsech takovychto vektori pro vsechny mozné hodnoty koefi-
cienti k,l € R.

Reseni: V obou piipadech se jedna o rovinu. V obou piipadech spliiuji mnoziny véech
vektoru tvoricich tuto rovinu (tj. vSech vektort, které jsou linedrnimi kombinacemi
danych dvou) definici vektorového prostoruf3, viz str. 24l V prvnim pripadé se jedna
o vektorovy prostor, v druhém pripadé jde o tzv. vektorovy podprostor, podmnozinu
prostoru V3 dimenze 3, kterd sama spliiuje definici vektorového prostoru (viz téz
feseni prikladu B.I8).

37


https://www.geogebra.org/m/PsG8F0nH
https://www.geogebra.org/m/hrbzybj9

PRIKLAD 3.15. Uvazujte vektor § = kii+10+mi zobrazeny v dynamickém appletu
https://www.geogebra.org/m/KFL30nq1. Charakterizujte mnoZinu vsech takoviyjchto
vektorid pro vsechny mozné hodnoty koeficienti k, [, m € R.

Reseni: V tomto pripadé vektory (piedstavujte si jejich koncové body) vypliuji cely
trojrozmérny prostor. Jejich mnozina opét splhuje definici vektorového prostoru.
Jednéa se o vektorovy prostor V3 dimenze 3.

Definice 7 (Linearni obal mnoziny vektort). Necht M = {0y, Uy, ..., U1} je podm-
nozina vektorového prostoru V  (tj. je to mnozZina obsahujici k vektori o stejném
poctu slozek). Linedrnim obalem mnoziny M rozumime mnoZinu vSech line-
arnich kombinaci vektori vy, ¥, ..., 0. Linedrni obal mnoziny M znacime [M] a
plati, Ze [M]c V.

Poznamka. Linearni obal mnoziny M = {¥1,%s,..., 7} znacime dle potreby bud
[M] nebo [{©1, Vs, ..., Tr}].

PRIKLAD 3.16. Urcete linedrni obaly [M] pro ndsledujici mnoZiny M :
a) M ={(0,0)},

b) M = {(172)}7
c) M ={(1,0,0),(0,0,1)}.

PRIKLAD 3.17. Uvazujme mnozinu M = {(2,-3,0),(1,0,3)}. Potom linedrnim
obalem [M] mnoziny M je mnozina vSech vektord U, které se daji zapsat ve tvaru
v =a(2,-3,0)+06(1,0,3), kde a,b € R.

Reseni: Znazornéni v GeoGebie: https://www.geogebra.org/m/wxVwhw9oW

PRIKLAD 3.18. UvaZujte mnoZinu vektori M = {(1,2,0),(0,3,1)}. Rozhodnéte,
jakou strukturu tvori jeji linedrni obal (zndzornéte si ho v GeoGebre). Podle defi-
nice [ ovérte, zda to neni vektorovy prostor. Jaky je vztah [M] k aritmetickému
vektorovému prostoru R3?

Reseni: Linearnim obalem dané mnoziny vektord je, stejné jako v piikladu B.I7,
rovina prochazejici poc¢atkem soustavy souradnic (tj. bodem (0,0,0)) rovnobézné
se smery urcenymi vektory z mnoziny M. Ovérenim jednotlivych vlastnosti uvede-
nych ve definici [3] zjistime, Ze se jednd o vektorovy prostor. Presnéji hovorime
o vektorovém podprostoru vektorového prostoru R3.

Véta 6. Kazdy linearni obal je vektorovym prostorem.

PRIKLAD 3.19. Naznacte mozny postup dikazu pravdivosti turzeni véty (.
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Zjistili jsme, ze linearni obal mnoziny vektori M je vektorovym prostorem, ozna-
¢me ho V. Plati tedy [M]=V. O vektorovém prostoru V' potom miizeme ¥ici, ze je
linearnim obalem mnoziny M. Jak ale popiSseme vztah mnoziny M vzhledem k V7
Pouziva se k tomu pojem mnozina generdtori (téz systém generatori) vektorového
prostoru V.

Definice 8 (Systém generatorti vektorového prostoru). Necht [M]| =V, kde V
je vektorovy prostor. Mnozina M se potom nazyjvé mnozinou (systémem) gene-
ratora vektorového prostoru V. Rikdme, e mnoZina M generuje vektorovy prostor

V.

PRIKLAD 3.20. Najdéte mnoZiny generdtortd pro ndsledujici vektorové prostory.
Pokuste se najit mnoziny generatori o neymensim poctu vektori.

a) Mnozina vsech vektori (Sipek) v roviné a v trirozmérném prostoru.

b) Aritmeticky vektorovy prostor R?.

c¢) Aritmeticky vektorovy prostor R!.

d) Aritmeticky vektorovy prostor R3.

e) Mnozina P, vsech polynomi stupné nejvyse n s koeficienty z R.

PRIKLAD 3.21. Rozhodnéte, zda plati wvedend tvrzeni o linedrnim obalu mnoZiny
M :

a) M ={[2,1]} potom [M] = R?,

b) M ={[2,1],[1,3]} potom [M] = R?,

&) M = {[2,1],[4,2]} potom [M] = R?,

d) M ={[1,2],[3,4]. [1,1]} potom [M] = R?,

e) M ={f(x) =3}, V={f(x) =cceR} potom [M] =V,

f) M ={[1,-1,1],[6,1,3],[-2,0,-1]} potom [M] = R3,

g) M ={[1,-1,1],[6,1,3],[8,-1,5]} potom [M] = R3.
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3.4 Cviceni: Linearni kombinace, linearni zavislost a nezavis-
lost vektort

1. Jsou dény vektory @ = (1,2,3,4), b= (1,1,1,-1), ¢=(1,0,-2,-6). Vypocitejte:
a) a+b-¢,

b) (a-0b) +¢,
c) 3d-2b+¢.
2. Zjistéte, ktera dvojice Cisel ¢q, ¢y splhuje vztah
a) c¢1(-3,4) + c2(1,2) = (0,0);
b) c1d + b = 8, jestlize d = (2,~1), b= (~6,3), 6 = (0,0).

3. Zjistéte, pii které hodnoté ¢ je vektor b = (7,-2,¢) linearni kombinaci vektort
al—(235) a2—(378) a3—(1 61)

4. Zjistéte, ktery z vektort d; = (2,2,0,0,-1), d2 = (1,1,5,5,1) je linedrni kombinaci
vektort ds = (1,1,1,1,0), ds = (1,1,-1,-1,-1), @5 = (1,-1,-1,0,0).

5. Urcete koeficienty linedrni kombinace polynomii ¢;(z) = x+1, ¢2(x) = z-1, ¢3(z) =
(z+1)2, qu(x) = (x+1)3, kterd je rovna polynomu p(z) = 23 - 2x + 3.

Ndpovéda: Pri feseni uloh, kde v roli vektort vystupuji polynomy (neni to nic div-
ného, mnozina P, (x) polynomi stupné nejvyse n je vektorovym prostorem) mutzeme
vyuzit izomorfismus (vzajemné jednoznacné zobrazeni) prostoru P,(z) s aritme-
tickym vektorovym prostorem R"*! (Pozor, prostor je dimenze n + 1! Vite proc?).
Kazdému polynomu a, 2" +a,_12" ' +- - -+asx?+a1 2 +ay mizeme, pii dohodé o uspora-
déani jeho ¢lend, jednoznac¢né priradit usporadanou (n + 1)-tici (aritmeticky vektor)
(any@p1,-..,a2,a1,a9) € R™! a naopak, kazdé takové (n+1)-tici polynom stupné n.

Konkrétné pro tento priklad plati ¢;(z) =x+1 — (0,0,1,1), go(z) =2 -1 —
(0,0,1,-1), g3(x) = (x+1)? = 22+2x+1 — (0,1,2,1), gu(x) = (x+1)3 = 23+322+ 32+
1 — (1,3,3,1), p(z) =23 - 22 +3 — (1,0,-2,3). Pivodni zaddni tak nahradime
jinym, ovéem s nim ekvivalentnim, které je pro nas jednodussi. Resime tikol nalézt
koeficienty linedrni kombinace vektoru (0,0, 1,1), (0,0,1,-1),(0,1,2,1) a (1,3,3,1),
kterd je rovna vektoru (1,0,-2,3). Samoziejmé, toto neni jediny mozny postup.
Priklad mtzeme vyftesit i bez vyuziti aritmetickych vektort, primymi vypocty s
danymi polynomy. Pro provedeni linedrni kombinace polynomi potiebujeme akorat
mit definované prislusné dvé operace, nasobeni polynomu realnym cislem a scitani
polynomi (samozfejmé se stejnou proménnou, bavime se stale o polynomech jedné
proménné). Na tom vSak nic neni, operace provadime obvyklym zptisobem, zndmym
ze stfedni Skoly. Jedninou nevyhodou primych vypocti s polynomy je jejich pracnost.

6. Urcete koeficienty linedrni kombinace polynomt a;(x) = 1 — 3z + 222, as(x) =
1+x+42% az(x) =1+ 722, kterd je rovna polynomu b(x) = 3 - 2x + 22
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7. Zjistéte, zda jsou dané vektory linearné zavislé nebo nezavislé. Po zjisténi linearni
zavislosti urcete tu jejich linearni kombinaci, ktera je rovna nulovému vektoru.

a) i=(2,5,7),b=(6,3,4), ¢=(5,-2,3),

b) d=(6,4,2), b=(-9,6,3), ¢= (-3,6,3).

c) a=(-1,0,3), b=(4,2,0), = (-5,-1,9).

d) a=(1,3,5), b=(2,4,6),

e) d=(3,-8,1), b=(-6,16,-2),

f) a=(3,2,7),b=(1,1,1), ¢=(2,0,3),

g) i=(3,2,0),b=(1,1,1), &= (5,4,2),

h) @=(1,0,0,0), b=(2,1,0,1), ¢=(3,2,1,1),

i) @=(3,0,1,0), b=(0,3,0,1), &= (0,1,0,3), d = (1,0,3,0).

8. Necht i, ¥, W jsou linedrné nezavislé vektory vektorového prostoru V. Rozhodnéte,
zda jsou linedrné nezavislé i tyto vektory:

=3

U+ 7+, —-Uv-2w, 3u+0.

Napovéda: I kdyz tato tiloha vypada zahadné, jeji reSeni je prekvapivé jednoduché.
Avsak pozor, za touto jednoduchosti se skryvaji solidni znalosti zakladt linearni
algebry! ®

Nejprve si uvazované vektory pojmenujeme: d = %+ 0 + 0, b=1-0-2w, ¢ =3u+0.
Jsou-li linedrné nezavislé, je dle definice [0l (str. B4)) rovna nulovému vektoru pouze
jejich trividlni linearni kombinace, tj. rovnice

Td +yb+2¢ = 6 (16)

ma jediné feseni ve tvaru (x,y, z) = (0,0,0). Nyni se vratime k puvodnim vektorim
a prislusné jejich linedrni kombinace do rovnice ([I6]) dosadime

r(l+0+w)+y(i—7—-2w)+ 2(3U+0) =0, (17)
roznasobime

U+ 20+ 20 + Yyt — Yy — 2yw + 320 + 20 = 0 (18)
a upravime

wrx+y+32)+0(x—y+2)+w(x-2y)=0. (19)

Protoze ze zadéani vime, ze vektory @, ¥, w jsou linedrné nezavislé (o téchto vektorech
to vime, o vektorech @, b, ¢ to zjistujeme), vime také to, Ze rovnice (I9) je splnéna
jediné tehdy, kdyz jsou vSechny tii koeficienty na levé strané rovny nule, tj. kdyz

r+y+3z = 0,
r—-y+z = 0,
r—-2y = 0.
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Této homogenni soustaveé potom prislusi matice

11 3
A=[1 -1 1], (20)
1 -2 0

jejiz hodnost je 2 (spocitejte sami). Zde uvadim vypocet hodnosti v programu
pro algebraické vypocty wxMaxima, ktery si miizete zdarma stahnout na adrese
https://wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima,/:

(% i1)  A:matrix([1,1,3],[1,-1,1],[1,-2,0));

1 1 3
1 -1 1 (A)
1 -2 0
(% i2) rank(A);
2 (% 02)

To, ze hodnost matice je mensi nez jeji fad (tj. matice je singuldrni) ale znamena,
ze vySe uvedend soustava ma i netrivialni feseni pro z,y,z. Potom ale i rovnice
[I6] s niz je soustava ekvivalentni, ma i netrividlni feSeni. Z toho vyplyva, ze dané
vektory 4 + U +w, U -0-2wW, 3u+7v jsou linedrné zavislé!

9. Necht i, 9, w0 jsou linedrné nezavislé vektory vektorového prostoru V. Rozhodnéte,
zda jsou tyto vektory linearné nezavislé:

20— 0,0+ 30,U + U+ W.
10. Rozhodnéte o linearni zavislosti (nezavislosti) polynomi:
pi(x) =2 -2, po(x) = 2% =5z +4, p3(x) = 32° - 4x.
11. Rozhodnéte o linearni zavislosti (nezavislosti) polynomi:
pi(x) =2 -2, po(x) =2% =5z +4, p3(x) =32% -4z, py(x) =2%-1.
12. Rozhodnéte o linearni zavislosti (nezavislosti) polynomi:

fi(z) =2® =3, fo(z) =2-2, fa(x)=(z-1)%
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Priklady pro dobrovolné reseni

Nasledujici priklady jsou doplikové, urcené pro dobrovolné reseni. Rozhodné vsak
stoji za pozornost. Pokud Vam budou v souvislosti s pojmy linearni kombinace,
zavislost a nezavislost pripadat podivné, vratte se k podstaté téchto pojmu. Linearni
kombinaci objekt ©, & a & rozumime vyraz kO + [ + m#, kde k,[,m € R.

13. Rozhodnéte o linearni zavislosti (nezavislosti) mnoziny funkci:

2 2

1, cosx, sinxz, cos“x, cosxsinx, sin”x.

14. Rozhodnéte, zda jsou dané funkce linearné zavislé ¢i nezavislé:

a) 2-a2% 3z, 2?+x -2,

b) 3z -1, z(2x + 1), z(z-1),

C) ex’ ex+1’

d) sinz, sin(x+1),

e) ex’ ex+1’ ex+2’

f) sinz, sin(z+1), sin(x +2),

g) ev, xe®, x’e”,

}1) ex’ 62x’ e3x’
15. Necht vektory u = cos?x, v = sin® z tvor{ bazi vektorového prostoru V. Zjistéte,
ktery z uvedenych vektori lezi ve V:

a) 2,

b) sin 2z,

c) 0,

d) cos2z,

e) 2+ 3z,

f) 3 —4cos2z.
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