
3 Lineární kombina
e vektorù. Lineární závislost a nezávis-

lost vektorù.

Pro uskuteènìní þpohybuÿ v bodovém prostoru, tj. pro pøemístìní z bodu do bodu,

je dùle¾ité mít mo¾nost udat smìr (a samozøejmì také vzdálenost). Smìr udáváme

pomo
í vektoru, potøebnou vzdálenost potom pøekonáme pomo
í jeho násobku.

®ijeme-li napøíklad na pøím
e p, viz Obr. 6, tj. v prostoru dimenze 1, dostaneme

se z bodu A do bodu B tak, ¾e se vydáme ve smìru vektoru
Ñu a urazíme jeho 3,5

násobek. Do bodu C se potom vydáme ve smìru vektoru opaèného k
Ñu a urazíme

jeho 1,7 násobek (z hlediska geometri
kého mají vektory
Ñu a �

Ñu stejný smìr, li¹í se

orienta
í). Mù¾eme proto psát:

B � A � 3,5Ñu, C � A � 1,7Ñu.

Obrázek 6: B � A � 3,5Ñu, C � A � 1,7Ñu

Jak tomu bude pøi þpohybuÿ, tj. pøemístìní z bodu do bodu, v rovinì nebo

v prostoru (rozumìj v prostoru dimenze 3)? Poøád stejnì, opìt budeme z vý
hozího

Obrázek 7: B � A �

Ñb � A � 1,5Ñu � 2Ñv, C � A � Ñc � A � 1,6Ñu � 3,8Ñv

bodu míøit vektorem do 
ílového bodu. Akorát budeme muset nìjak postihnout

skuteènost, ¾e v tì
hto prostore
h je, na rozdíl od pøímky, nekoneènì mnoho rùzný
h

smìrù (pøímka má jenom jeden). Vhodným nástrojem pro to je lineární kombina
e
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vektorù. Jak vidíme na Obr. 7, staèí zvolit si v rovinì dva rùznobì¾né vektory
Ñu, Ñv.

Ka¾dý dal¹í vektor se dá potom vyjádøit jako jeji
h lineární kombina
e. Cestu z A

do B tak mù¾eme popsat vztahem

B � A �

Ñb � A � 1,5Ñu � 2Ñv,


estu z A do C pak takto

C � A �
Ñc � A � 1,6Ñu � 3,8Ñv.

Výrazy 1,5Ñu�2Ñv, �1,6Ñu�3,8Ñv pøedstavují lineární kombina
e vektorù
Ñu a Ñv. Je zøejmé,

¾e stejný postup lze pou¾ít na v¹e
hny 
esty. Výhoda je pak jasná. V¹e
hny vektory

(
esty mezi dvìma body) v rovinì mù¾eme vyjádøit pomo
í lineární kombina
e dvou

rùznobì¾ný
h (hovoøíme o nezávislý
h vektore
h, viz dále) vektorù. Vektory s touto

rolí tvoøí tzv. systém generátorù pøíslu¹ného vektorového prostoru. Samozøejmì se

hned nabízejí otázky k jeji
h poètu. My jsme pro rovinu pou¾ili dva. Mù¾e ji
h být

ale i ví
e? Nebo ménì? Ménì ji
h být samozøejmì nemù¾e. S jedním vektorem a jeho

násobky by
hom neobsáhli 
elou rovinu. Ví
e ji
h být mù¾e. Pak je ale vyjadøování

smìru jako jeji
h lineární kombina
e zbyteènì pra
né. Proè psát lineární kombina
i

tøí nebo i ví
e vektorù, kdy¾ nám staèí dva? Systém generátorù s minimálnímpoètem

vektorù nutným pro vytvoøení v¹e
h vektorù pøíslu¹ného vektorového prostoru, tj.

pro þgenerováníÿ tohoto prostoru, se nazývá báze vektorového prostoru. Mno¾ina

�
Ñu, Ñv� na¹i
h dvou vektorù

Ñu, Ñv je tak pøíkladem báze vektorového prostoru dimenze

2. Dal¹í otázky se mohou týkat prostoru dimenze 3, tj. prostoru, v nìm¾ ¾ijeme.

Pro þ
estováníÿ v tomto prostoru nám dva smìry nestaèí. To by
hom se omezili

jenom na rovinu. Potøebujeme tedy alespoò tøi smìry, takové, které nele¾í zároveò v

jedné rovinì (tj. tøi nezávislé smìry, viz dále). Proto je báze tohoto prostoru tvoøena

tøemi nezávislými vektory a proto hovoøíme o dimenzi 3. S lineární kombina
í tøí

vektorù v trojrozmìrném prostoru mù¾ete experimentovat prostøedni
tvím appletu

https://www.geogebra.org/m/KFL3Onq1. Uvedenými pojmy se budeme podrobnì

zabývat v následují
í
h pasá¾í
h.

3.1 Lineární kombina
e vektorù

De�ni
e 4. Ne
h»
Ñu, Ñv1, Ñv2, ..., Ñvn jsou prvky vektorového prostoru V nad tìlesem T.

Øekneme, ¾e vektor
Ñu je lineární kombina
í vektorù

Ñv1, Ñv2, . . ., Ñvn, právì kdy¾

existují prvky a1, a2, ..., an > T tak, ¾e platí:

Ñu � a1Ñv1 � a2Ñv2 � ... � anÑvn �
n

Q

i�1

aiÑvi.

Prvky a1, a2, ..., an nazýváme koe�
ienty lineární kombina
e. Jsou-li v¹e
hny koe-

�
ienty rovny nule, nazývá se lineární kombina
e triviální, jinak se nazývá netri-

viální.
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PØÍKLAD 3.1. Ovìøte, zda vektor
Ñu � �4,�1, 3� je lineární kombina
í vektorù

Ñv1 � �1, 0, 2�, Ñv2 � ��2, 1, 1�.

Øe¹ení: Øe¹íme soustavu rovni
, která vzejde z vektorové rovni
e

x
�

�

�

1

0

2

�

�

�

� y
�

�

�

�2

1

1

�

�

�

�

�

�

�

4

�1

3

�

�

�

.

Geometri
ké znázornìní i algebrai
ké øe¹ení pøíkladu mù¾eme provést v programu

GeoGebra, viz https://www.geogebra.org/m/rbsz8eug. Vektor
Ñu je lineární kombi-

na
í vektorù
Ñv1 a Ñv2, platí Ñu � 2Ñv1 � Ñv2.

PØÍKLAD 3.2. Ovìøte, zda vektor
Ñw � ��1, 1, 0� je lineární kombina
í vektorù

Ñv1 � �1, 0, 2�, Ñv2 � ��2, 1, 1�.

Øe¹ení: Øe¹íme analogi
ky s pøíkladem 3.1. Geometri
ké znázornìní i algebrai
ké

øe¹ení pøíkladumù¾eme opìt provést v programuGeoGebra, viz https://www.geogebra.org/m/ebtv
vs6.

Tentokrát vektor
Ñw není lineární kombina
í vektorù

Ñv1 a
Ñv2. Geometri
ky to zna-

mená, ¾e
Ñw nele¾í v rovinì urèené smìry vektorù

Ñv1 a Ñv2. Algebrai
kou interpreta
í

je potom skuteènost, ¾e pøíslu¹ná soustava lineární
h rovni
 nemá øe¹ení.

PØÍKLAD 3.3. Vymyslete nejménì tøi vektory o stejném poètu prvkù a vytvoøte

jeji
h tøi rùzné lineární kombina
e.

3.2 Lineární závislost a nezávislost vektorù

S pojmem lineární kombina
e úz
e souvisí pojmy lineární závislost a lineární nezá-

vislost vektorù. Tyto pojmy pou¾íváme ve spojení se skupinou (mno¾inou) vektorù

Obrázek 8: Vektory Ñu, Ñv, Ñw jsou lineárnì nezávislé, ¾ádný z ni
h se nedá vyjádøit lineární kombina
í

ostatní
h
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ze stejného vektorového prostoru (tj. v¹e
hny mají napø. stejný poèet souøadni
) a

struènì znamenají toto: Jestli¾e se ve skupinì vektorù alespoò jeden z ni
h dá vyjá-

døit lineární kombina
í ostatní
h, jedná se o vektory lineárnì závislé. Pokud tomu tak

není, tj. ¾ádný vektor ze skupiny se nedá vyjádøit lineární kombina
í ostatní
h, ho-

voøíme o vektore
h lineárnì nezávislý
h. Pøíkladem lineárnì závislý
h vektorù jsou

vektory
Ñu, Ñv, Ñb, Ñc na Obr. 7. Pøíkladem lineárnì nezávislý
h vektorù jsou potom

vektory
Ñu, Ñv, Ñw na Obr. 8

De�ni
e 5 (Lineární závislost a nezávislost vektorù I). Vektory
Ñu1, Ñu2, ..., Ñuk,

kde k A 1, z vektorového prostoru V nad tìlesem T jsou lineárnì závislé právì tehdy,

kdy¾ aspoò jeden z ni
h je lineární kombina
í ostatní
h. Pokud tomu tak není, tj.

¾ádný z vektorù není lineární kombina
í ostatní
h, jsou vektory lineárnì nezávislé.

Poznámka. Za pozornost stojí skuteènost, ¾e v de�ni
i 5 není vùbe
 spe
i�kováno,

zda se jedná o lineární kombina
i triviální èi netriviální. Jsou tedy pøípustné obì

varianty!

PØÍKLAD 3.4. U¾itím de�ni
e 5 a poznámky, která je za ní uvedena, doka¾te

následují
í tvrzení:

a) Je-li jeden z vektorù nulový, jsou vektory lineárnì závislé.

b) Jsou-li aspoò dva vektory stejné, jsou vektory
Ñu1, Ñu2, . . . , Ñun závislé.

PØÍKLAD 3.5. Rozhodnìte o lineární závislosti vektorù
Ñv1 � �1, 0, 2�, Ñv2 � ��2, 1, 1�,

Ñv3 � �4,�1, 3�.

Øe¹ení: Dle de�ni
e 5 by
hom mìli zjistit, zda lze nìkterý z uvedený
h vektorù

vyjádøit lineární kombina
í ostatní
h. Tj. mìli by
hom prozkoumat, zda má smysl

alespoò jeden z tì
hto zápisù:

Ñv1 � aÑv2 � bÑv3, Ñv2 � cÑv1 � dÑv3, Ñv3 � eÑv1 � fÑv2,

kde a, b, c, d, e, f > R. Na¹tìstí není nutné øe¹it ka¾dou z tì
hto tøí rovni
 zvlá¹».

Proto¾e ka¾dou z ni
h lze snadno pøevést na homogenní tvar, konkrétnì
Ñv1�aÑv2�bÑv3 �

Ño, Ñv2 � cÑv1 � dÑv3 � Ño, Ñv3 � eÑv1 � fÑv2 � Ño, staèí místo tøí rovni
 øe¹it jedinou ve tvaru

xÑv1 � yÑv2 � zÑv3 � Ño, (10)

s neznámými x, y, z > R. Pøi pou¾ití sloup
ový
h vektorù mù¾eme po dosazení sou-

øadni
 daný
h vektorù psát rovni
i (10) ve tvaru

x
�

�

�

1

0

2

�

�

�

� y
�

�

�

�2

1

1

�

�

�

� z
�

�

�

4

�1

3

�

�

�

�

�

�

�

0

0

0

�

�

�

. (11)
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Po úpravì levé strany vynásobením a následným seètení vektorù obì strany rovnosti

(11) porovnáme. To vede k homogenní soustavì lineární
h rovni
 s mati
í

<

�

�

�

�

�

>

1 �2 4

0 1 �1

2 1 3

=

A

A

A

A

A

?

, (12)

její¾ sloup
ové vektory odpovídají daným vektorùm (tato mati
e se tedy dá psát

pøímo ze zadání). U¾itím Gaussovy elimina
e dostáváme

<

�

�

�

�

�

>

1 �2 4

0 1 �1

2 1 3

=

A

A

A

A

A

?

� � � � � �

1 0 2

0 1 �1
	��

x � 2z � 0

y � z � 0

.

Jestli¾e zvolíme z � k; k > R, pro zbývají
í neznámé platí x � �2k, y � k, tj. mno¾inou

øe¹ení homogenní soustavy je W � ���2k, k, k�;k > R�. Pro na¹e úèely staèí pou¾ít

jedno konkrétní øe¹ení. Napø. pro k � �1 dostáváme øe¹ení �2,�1,�1� a pøíslu¹ná

lineární kombina
e má tvar

2Ñv1 � Ñv2 � Ñv3 � Ño. (13)

Dané vektory
Ñv1, Ñv2, Ñv3 jsou tedy lineárnì závislé. Z rovnosti (13) vidíme, ¾e ka¾dý

z tì
hto vektorù se dá vyjádøit jako lineární kombina
e tì
h zbývají
í
h, konkrétnì

Ñv3 � 2Ñv1 � Ñv2, Ñv2 � 2Ñv1 � Ñv3, Ñv1 �
1

2
Ñv2 �

1

2
Ñv3.

Je naprosto pøirozené pokou¹et se najít 
o nejsnaz¹í 
estu vedou
í k øe¹ení dané

úlohy. V tomto pøípadì, kdy øe¹íme otázku, zda je daná skupina vektorù lineárnì

závislá èi nezávislá, nám pomù¾e znalost lineární algebry. Rozhodují
í roli hraje ma-

ti
e (12). Pokud má hodnost men¹í ne¾ je poèet neznámý
h, tj. vektorù (neznámými

jsou si
e koe�
ienty lineární kombina
e, tì
h je ale stejnì jako vektorù), má pøíslu¹ná

homogenní soustava i netriviální øe¹ení a dané vektory jsou proto lineárnì závislé.

To je pøípad øe¹ení tohoto pøíkladu. Pokud by v¹ak hodnost mati
e (12) byla rovna

poètu neznámý
h, pøíslu¹ná homogenní soustava by mìla pouze triviální øe¹ení a

dané vektory by byly lineárnì nezávislé (rovni
e (10) by toti¾ byla splnìna právì

jenom tehdy, kdy¾ jsou v¹e
hny koe�
ienty x, y, z rovny nule, tj. 0Ñv1 � 0Ñv2 � 0Ñv3 � Ño,

pak ale nelze ¾ádný z vektorù vyjádøit jako lineární kombina
i ostatní
h).

Geometri
ké znázornìní a algebrai
ké øe¹ení pøíkladu v programu GeoGebra na-

jdete zde: https://www.geogebra.org/m/aktd8
ez. V¹imnìte si, ¾e v¹e
hny tøi vek-

tory le¾í v jedné rovinì, 
o¾ odpovídá tomu, ¾e jsou lineárnì závislé.

Významným poznatkem získaným øe¹ením pøíkladu 3.5 je následují
í efektivní

metoda urèení lineární závislosti èi nezávislosti vektorù: Vektory uspoøádáme

do mati
e (je jedno, zda do sloup
ù èi øádkù), zjistíme její hodnost a porovnáme jí

s poètem vektorù. Je-li men¹í, jsou vektory lineárnì závislé, je-li stejná jako poèet

vektorù, jsou lineárnì závislé.
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Pouèeni øe¹ením pøíkladu 3.5 mù¾eme vyslovit alternativní de�ni
i lineární závis-

losti a nezávislosti.

De�ni
e 6 (Lineární závislost a nezávislost vektorù II). Vektory
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun

z vektorového prostoru V nad tìlesem T se nazývají:

a) vektory lineárnì nezávislé, právì kdy¾ je pouze triviální lineární kombina
e

tì
hto vektorù rovna nulovému vektoru, tj.

�a1, a2, ..., an > T ;
n

Q

i�1

aiÑui � Ño� �a1 � 0 , a2 � 0 , ... , an � 0�.

b) vektory lineárnì závislé, právì kdy¾ existuje aspoò jedna jeji
h netriviální line-

ární kombina
e, která je rovna nulovému vektoru, tj.

§a1, a2, ..., an > T ;
n

Q

i�1

aiÑui � Ño� �a1 x 0 - a2 x 0 - ... - an x 0�.

Poznámka. Lineární závislost èi nezávislost jednoho vektoru. V obou de�-

ni
í
h se hovoøí o obe
ném poètu n vektorù, jeji
h¾ lineární závislost posuzujeme.

Co kdyby ale bylo n � 1, tj. kdyby
hom rozhodovali o lineární závislosti jediného

vektoru
Ñu1. Pou¾ijeme k tomu de�ni
i 6. Je-li vektor

Ñu1 nenulový, tj. Ñu1 x Ño, existuje

pouze jeho triviální lineární kombina
e (rozumìj násobek), která je rovna nulovému

vektoru, tj. pouze 0Ñu1 � Ño. Jeden nenulový vektor je tedy v¾dy lineárnì ne-

závislý! V pøípadì nulového vektoru, kdy¾
Ñu1 � Ño, existuje samozøejmì nekoneènì

mnoho jeho netriviální
h lineární
h kombina
í (násobkù), které jsou rovny nulovému

vektoru, napø. 2020Ño � Ño. Jeden nulový vektor je tedy v¾dy lineárnì závislý!

PØÍKLAD 3.6. Mno¾ina M � ��1, 1, 1�, �0, 1, 1�, �0, 0, 1�, �1,2, 3�� je tvoøena èty-

ømi vektory z vektorového prostoru R3
. Rozhodnìte, zda jsou lineárnì závislé èi ne-

závislé. Pokud jsou lineárnì závislé, najdìte aspoò jednu jeji
h netriviální lineární

kombina
i, která je rovna nulovému vektoru.

Øe¹ení: Øe¹ení prvního úkolu, tj. rozhodnutí, zda jsou vektory lineárnì závislé èi

nezávislé, je snadné. Vidíme, ¾e poèet vektorù 4 pøesahuje poèet jeji
h slo¾ek 3.

Pokud je tedy uspoøádáme do mati
e, jedno zda do sloup
ù èi øádkù, viz (14);

<

�

�

�

�

�

>

1 0 0 1

1 1 0 2

1 1 1 3

=

A

A

A

A

A

?

,

<

�

�

�

�

�

�

�

�

>

1 1 1

0 1 1

0 0 1

1 2 3

=

A

A

A

A

A

A

A

A

?

, (14)

její hodnost nebude mo
i být vìt¹í ne¾ 3 (zdùvodnìte). Hodnost této mati
e tedy

bude men¹í ne¾ poèet vektorù. V souladu se závìrem z øe¹ení pøíkladu 3.5 proto

konstatujeme, ¾e uvedené vektory jsou lineárnì závislé.
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Øe¹ení druhého úkolu, nalezení netriviální lineární kombina
e vektorù, která je rovna

nulovému vektoru, bude vy¾adovat ví
e úsilí. I kdy¾ v tomto konkrétním pøípadì ne

zas tak velkého. Oznaème dané vektory
Ñv1 � �1, 1, 1�, Ñv2 � �0, 1, 1�, Ñv3 � �0, 0, 1� a

Ñv4 � �1, 2, 3�. Tyto vektory tvoøí sloup
e levé z mati
 (14). Z té se dá þvykoukatÿ, ¾e

platí
Ñv1 � Ñv2 � Ñv3 � Ñv4 � Ño. (Pokud by
hom øe¹ení nevidìli hned, museli by
hom øe¹it

pøíslu¹nou soustavu homogenní
h rovni
, jako v pøípadì pøed
hozího pøíkladu 3.5

nebo následují
ího 3.7.) Je tedy zøejmé, ¾e ka¾dý z daný
h vektorù se dá vyjádøit

jako lineární kombina
e tì
h zbývají
í
h, napøíklad
Ñv2 � �Ñv1 � Ñv3 � Ñv4. Ale pozor, ne

v¾dy tomu tak je! Jak zjistíme øe¹ením následují
ího pøíkladu 3.7.

PØÍKLAD 3.7. Jsou dány vektory
Ñv1 � �1, 1, 1�, Ñv2 � �0, 1, 1�, Ñv3 � �0, 0, 1� a

Ñv4 � �0, 2, 1�. Rozhodnìte, zda lze ka¾dý z ni
h vyjádøit jako lineární kombina
i tì
h

zbývají
í
h.

Øe¹ení: Pouèeni øe¹ením pøíkladu 3.5 se ptáme, zda existují takové koe�
ienty

k, l,m,n > R, pro které platí kÑv1 � lÑv2�mÑv3�nÑv4 � Ño. Po dosazení souøadni
 vektorù

mù¾eme psát
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. (15)

Po vynásobení a seètení na levé stranì obì strany rovnosti (15) porovnáme. To vede

k homogenní soustavì lineární
h rovni
 s mati
í

<

�

�

�

�

�

>

1 0 0 0

1 1 0 2

1 1 1 1

=

A

A

A

A

A

?

(v¹imnìte si, ¾e sloup
ovými vektory této mati
e jsou dané vektory). U¾itím Gaus-

sovy elimina
e dostáváme

<

�

�

�

�

�

>

1 0 0 0

1 1 0 2

1 1 1 1

=

A

A

A

A

A

?

� � � � �
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�

�

�

�

�

>

1 0 0 0

0 1 0 2

0 0 1 �1

=

A

A

A

A

A

?

��

k � 0

l � 2n � 0

m � n � 0

.

Jestli¾e zvolíme n � t; t > R, pro zbývají
í neznámé platí k � 0, l � �2t,m � t, tj.

mno¾inou øe¹ení homogenní soustavy je W � ��0,�2t, t, t�; t > R�. Pro na¹e úèely

staèí pou¾ít jedno konkrétní øe¹ení. Napø. pro t � 1 dostáváme øe¹ení �0,�2, 1, 1� a

pøíslu¹ná lineární kombina
e má tvar

0Ñv1 � 2Ñv2 � Ñv3 � Ñv4 � Ño.

Z této rovnosti je zøejmé, ¾e ka¾dý z vektorù
Ñv2, Ñv3, Ñv4 mù¾eme vyjádøit jako lineární

kombina
i zbývají
í
h, napø.
Ñv3 � 2Ñv2 � Ñv4. Pro vektor

Ñv1 to v¹ak neplatí! Ten kvùli
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jeho nulovému koe�
ientu nemù¾eme vyjádøit jako lineární kombina
i ostatní
h vek-

torù. Uva¾ujte dané vektory jako geometri
ké vektory reprezentované orientovanými

úseèkami (¹ipkami) se spoleèným poèáteèním bodem, toto¾ným tøeba s poèátkem

soustavy souøadni
. Jak mù¾eme výsledek øe¹ení pøíkladu interpretovat pomo
í jeji
h

vzájemný
h poloh? Zobrazení v GeoGebøe: https://www.geogebra.org/m/p6ze7qys.

PØÍKLAD 3.8. Jsou dány vektory
Ña � �1, 1, 0�, Ñb � �0, 3, 1�, Ñc � �1, 0, 2� a

Ñd �

�2,�1,�1�. Rozhodnìte, zda lze ka¾dý z ni
h vyjádøit jako lineární kombina
i tì
h

zbývají
í
h.

Øe¹ení: Øe¹te sami dle postupù øe¹ení pøed
hozí
h pøíkladù. Zde je zobrazení vektorù

v GeoGebøe: https://www.geogebra.org/m/dakpt7ps.

PØÍKLAD 3.9. Rozhodnìte o lineární závislosti vektorù
Ñu1 � �1, 0, 2�, Ñu2 � ��2, 1, 1�,

Ñu2 � ��1, 1, 0�.

Øe¹ení: Øe¹te sami. Vyu¾ijte øe¹ení pøíkladu 3.5. Zde je pro kontrolu øe¹ení v Geo-

Gebøe: https://www.geogebra.org/m/za9m7feq.

Ji¾ umíme u dané skupiny vektorù urèit, zda jsou lineárnì závislé nebo nezávislé,

nyní se je¹tì zamyslíme nad tím, jaký vliv má na závislost èi nezávislost sku-

piny vektorù pøidání nebo odebrání vektoru. Z de�ni
e 5 pøímo vyplývá,

¾e pokud ke lineárnì nezávislým vektorùm pøidáme vektor, který je jeji
h lineární

kombina
í, vznikne skupina lineárnì závislý
h vektorù a naopak, pokud ze skupiny

lineárnì závislý
h vektorù postupnì odstraníme v¹e
hny vektory, které jsou lineární

kombina
í ostatní
h, dostaneme nakone
 skupinu lineárnì nezávislý
h vektorù. Pro

dal¹í mo¾né situa
e vyslovíme následují
í dvì vìty.

Vìta 4. Jsou-li vektory
Ñu1, Ñu2, ..., Ñuk (k A 1) z vektorového prostoru V nad tìlesem T

lineárnì nezávislé, dostaneme vyne
háním kteréhokoliv z ni
h opìt lineárnì nezávislé

vektory.

Vìta 5. Jsou-li vektory
Ñu1, Ñu2, ..., Ñuk z vektorového prostoru V nad T lineárnì závislé,

jsou závislé i vektory
Ñu1, Ñu2, ..., Ñuk, Ñuk�1, kde Ñuk�1 je libovolný vektor z V.

PØÍKLAD 3.10. Pro ka¾dou z vý¹e uvedený
h vìt 4, 5 vytvoøte alespoò jeden

pøíklad, který ilustruje její tvrzení. Mù¾ete k tomu pou¾ít GeoGebru.

Na zaèátku kapitoly 3, konkrétnì na stranì 30, uvádíme, ¾e v rovinì staèí zvolit

si dva rùznobì¾né vektory (teï u¾ víme, ¾e to znamená lineárnì nezávislé vektory) a

ka¾dý dal¹í se dá vyjádøit jako jeji
h lineární kombina
e. Toto tvrzení je zalo¾eno na

geometri
ké pøedstavì a je podpoøeno vizuálním vjemem získaným z Obr. 7. Nyní

si, v øe¹ení následují
ího pøíkladu 3.11, toto tvrzení doká¾eme u¾itím prostøedkù

lineární algebry.
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PØÍKLAD 3.11. Jsou dány dva lineárnì nezávislé vektory
Ña,Ñb > V2. Doka¾te, ¾e

ka¾dý vektor
Ñu > V2 lze vyjádøit jako jeji
h lineární kombina
i.

Øe¹ení: Oznaème souøadni
e vektorù
Ña � �a1, a2�,Ñb � �b1, b2�, Ñu � �u1, u2�. Potom

se ptáme, zda existují taková k, l > R, pro která je
Ñu � kÑa � lÑb. Po rozepsání této

vektorové rovni
e pro jednotlivé souøadni
e dostáváme soustavu dvou lineární
h

rovni
 o dvou neznámý
h k, l �

a1k � b1l � u1

a2k � b2l � u2

Tato soustava je pro lineárnì nezávislé vektory
Ña,Ñb regulární (proè?). Mù¾eme ji tak

øe¹it tøeba u¾itím Cramerova pravidla. Dostaneme: k �
u1b2 � b1u2

a1b2 � b1a2
, l �

a1u2 � u1a2

a1b2 � b1a2
.

Koe�
ienty k, l jsou tedy pro dané vektory
Ña,Ñb a Ñu urèeny jednoznaènì.

PØÍKLAD 3.12. Jsou dány tøi lineárnì nezávislé vektory
Ña,Ñb, Ñc > V3. Doka¾te, ¾e

ka¾dý vektor
Ñu > V3 lze vyjádøit jako jeji
h lineární kombina
i.

PØÍKLAD 3.13. Jaký je maximální poèet lineárnì nezávislý
h vektorù v prostore
h

V2 a V3? Pro svá tvrzení pøedlo¾te vìrohodné argumenty.

3.3 Lineární obal mno¾iny vektorù

Zajímá nás, jak vypadá mno¾ina v¹e
h lineární
h kombina
í daný
h vektorù. Øíká se

jí lineární obal dané skupiny vektorù. Lineárním obalem jednoho vektoru, tj. mno¾i-

nou v¹e
h jeho násobkù, je zøejmì mno¾ina v¹e
h vektorù tého¾ smìru. Mù¾eme ji

znázornit pøímkou, viz napø. Obr. 6 na str. 29. Lineárním obalem dvou nezávislý
h

vektorù je zøejmì rovina rovnobì¾ná s jeji
h smìry. Lineárním obalem tøí nezávis-

lý
h vektorù je potom trojrozmìrný prostor. Zkoumání tì
hto mno¾in jsou vìnovány

následují
í pøíklady.

PØÍKLAD 3.14. Uva¾ujte vektory
Ñw � kÑu � lÑv a

Ñr � kÑu � lÑv zobrazené v applete
h

https://www.geogebra.org/m/PsG8F0nH a https://www.geogebra.org/m/hrbzybj9.

Charakterizujte mno¾iny v¹e
h takový
hto vektorù pro v¹e
hny mo¾né hodnoty koe�-


ientù k, l > R.

Øe¹ení: V obou pøípade
h se jedná o rovinu. V obou pøípade
h splòují mno¾iny v¹e
h

vektorù tvoøí
í
h tuto rovinu (tj. v¹e
h vektorù, které jsou lineárními kombina
emi

daný
h dvou) de�ni
i vektorového prostoru 3, viz str. 24. V prvním pøípadì se jedná

o vektorový prostor, v druhém pøípadì jde o tzv. vektorový podprostor, podmno¾inu

prostoru V3 dimenze 3, která sama splòuje de�ni
i vektorového prostoru (viz té¾

øe¹ení pøíkladu 3.18).
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PØÍKLAD 3.15. Uva¾ujte vektor
Ñq � kÑu�lÑv�m Ñw zobrazený v dynami
kém appletu

https://www.geogebra.org/m/KFL3Onq1. Charakterizujte mno¾inu v¹e
h takový
hto

vektorù pro v¹e
hny mo¾né hodnoty koe�
ientù k, l, m > R.

Øe¹ení: V tomto pøípadì vektory (pøedstavujte si jeji
h kon
ové body) vyplòují 
elý

trojrozmìrný prostor. Jeji
h mno¾ina opìt splòuje de�ni
i vektorového prostoru.

Jedná se o vektorový prostor V3 dimenze 3.

De�ni
e 7 (Lineární obal mno¾iny vektorù). Ne
h»M � �
Ñv1, Ñv2, ..., Ñvk� je podm-

no¾ina vektorového prostoru V (tj. je to mno¾ina obsahují
í k vektorù o stejném

poètu slo¾ek). Lineárním obalem mno¾iny M rozumíme mno¾inu v¹e
h line-

ární
h kombina
í vektorù
Ñv1, Ñv2, ..., Ñvk. Lineární obal mno¾iny M znaèíme �M� a

platí, ¾e �M� b V.

Poznámka. Lineární obal mno¾iny M � �
Ñv1, Ñv2, ..., Ñvk� znaèíme dle potøeby buï

�M� nebo ��
Ñv1, Ñv2, ..., Ñvk��.

PØÍKLAD 3.16. Urèete lineární obaly �M� pro následují
í mno¾iny M :

a) M � ��0, 0��,

b) M � ��1, 2��,


) M � ��1, 0, 0�, �0, 0, 1��.

PØÍKLAD 3.17. Uva¾ujme mno¾inu M � ��2,�3, 0�, �1, 0, 3��. Potom lineárním

obalem �M� mno¾iny M je mno¾ina v¹e
h vektorù
Ñv, které se dají zapsat ve tvaru

Ñv � a�2,�3, 0� � b�1, 0, 3�, kde a, b > R.

Øe¹ení: Znázornìní v GeoGebøe: https://www.geogebra.org/m/wxVwhw9W

PØÍKLAD 3.18. Uva¾ujte mno¾inu vektorù M � ��1, 2, 0�, �0, 3, 1��. Rozhodnìte,

jakou strukturu tvoøí její lineární obal (znázornìte si ho v GeoGebøe). Podle de�-

ni
e 3 ovìøte, zda to není vektorový prostor. Jaký je vztah �M� k aritmeti
kému

vektorovému prostoru R3?

Øe¹ení: Lineárním obalem dané mno¾iny vektorù je, stejnì jako v pøíkladu 3.17,

rovina pro
házejí
í poèátkem soustavy souøadni
 (tj. bodem �0, 0, 0�) rovnobì¾nì

se smìry urèenými vektory z mno¾iny M. Ovìøením jednotlivý
h vlastností uvede-

ný
h ve de�ni
i 3 zjistíme, ¾e se jedná o vektorový prostor. Pøesnìji hovoøíme

o vektorovém podprostoru vektorového prostoru R3.

Vìta 6. Ka¾dý lineární obal je vektorovým prostorem.

PØÍKLAD 3.19. Naznaète mo¾ný postup dùkazu pravdivosti tvrzení vìty 6.
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Zjistili jsme, ¾e lineární obal mno¾iny vektorùM je vektorovým prostorem, ozna-

ème ho V . Platí tedy �M� � V . O vektorovém prostoru V potom mù¾eme øí
i, ¾e je

lineárním obalem mno¾iny M . Jak ale popí¹eme vztah mno¾iny M vzhledem k V ?

Pou¾ívá se k tomu pojem mno¾ina generátorù (té¾ systém generátorù) vektorového

prostoru V .

De�ni
e 8 (Systém generátorù vektorového prostoru). Ne
h» �M� � V , kde V

je vektorový prostor. Mno¾ina M se potom nazývá mno¾inou (systémem) gene-

rátorù vektorového prostoru V . Øíkáme, ¾e mno¾ina M generuje vektorový prostor

V .

PØÍKLAD 3.20. Najdìte mno¾iny generátorù pro následují
í vektorové prostory.

Pokuste se najít mno¾iny generátorù o nejmen¹ím poètu vektorù.

a) Mno¾ina v¹e
h vektorù (¹ipek) v rovinì a v tøírozmìrném prostoru.

b) Aritmeti
ký vektorový prostor R2
.


) Aritmeti
ký vektorový prostor R1
.

d) Aritmeti
ký vektorový prostor R3
.

e) Mno¾ina Pn v¹e
h polynomù stupnì nejvý¹e n s koe�
ienty z R.

PØÍKLAD 3.21. Rozhodnìte, zda platí uvedená tvrzení o lineárním obalu mno¾iny

M �

a) M � ��2, 1�� potom �M� � R2,

b) M � ��2, 1�, �1, 3�� potom �M� � R2,


) M � ��2, 1�, �4, 2�� potom �M� � R2,

d) M � ��1, 2�, �3, 4�, �1,1�� potom �M� � R2,

e) M � �f�x� � 3�, V � �f�x� � c; c > R� potom �M� � V,

f) M � ��1,�1, 1�, �6, 1, 3�, ��2, 0,�1�� potom �M� � R3,

g) M � ��1,�1, 1�, �6, 1, 3�, �8,�1, 5�� potom �M� � R3.
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3.4 Cvièení: Lineární kombina
e, lineární závislost a nezávis-

lost vektorù

1. Jsou dány vektory
Ña � �1, 2, 3, 4�, Ñb � �1, 1, 1,�1�, Ñc � �1, 0,�2,�6�. Vypoèítejte:

a)
Ña � Ñb � Ñc,

b) �
Ña � Ñb� � Ñc,


) 3Ña � 2Ñb � Ñc.

2. Zjistìte, která dvoji
e èísel c1, c2 splòuje vztah

a) c1��3, 4� � c2�1, 2� � �0, 0�;

b) c1Ña � c2Ñb � Ño, jestli¾e Ña � �2,�1�, Ñb � ��6, 3�, Ño � �0, 0�.

3. Zjistìte, pøi které hodnotì c je vektor

Ñb � �7,�2, c� lineární kombina
í vektorù

Ña1 � �2, 3, 5�, Ña2 � �3, 7, 8�, Ña3 � �1,�6, 1�.

4. Zjistìte, který z vektorù
Ña1 � �2, 2, 0, 0,�1�, Ña2 � �1, 1, 5, 5, 1� je lineární kombina
í

vektorù
Ña3 � �1, 1, 1, 1, 0�, Ña4 � �1, 1,�1,�1,�1�, Ña5 � �1,�1,�1, 0, 0�.

5. Urèete koe�
ienty lineární kombina
e polynomù q1�x� � x�1, q2�x� � x�1, q3�x� �

�x � 1�2, q4�x� � �x � 1�3, která je rovna polynomu p�x� � x3 � 2x � 3.

Nápovìda: Pøi øe¹ení úloh, kde v roli vektorù vystupují polynomy (není to ni
 div-

ného, mno¾ina Pn�x� polynomù stupnì nejvý¹e n je vektorovým prostorem) mù¾eme

vyu¾ít izomor�smus (vzájemnì jednoznaèné zobrazení) prostoru Pn�x� s aritme-

ti
kým vektorovým prostorem Rn�1
(Pozor, prostor je dimenze n � 1! Víte proè?).

Ka¾dému polynomu anxn�an�1xn�1�� � ��a2x2�a1x�a0 mù¾eme, pøi dohodì o uspoøá-

dání jeho èlenù, jednoznaènì pøiøadit uspoøádanou �n � 1�-ti
i (aritmeti
ký vektor)

�an, an�1, . . . , a2, a1, a0� > Rn�1
a naopak, ka¾dé takové �n�1�-ti
i polynom stupnì n.

Konkrétnì pro tento pøíklad platí q1�x� � x � 1 �� �0, 0, 1, 1�, q2�x� � x � 1 ��

�0, 0, 1,�1�, q3�x� � �x�1�2 � x2�2x�1 �� �0, 1, 2, 1�, q4�x� � �x�1�3 � x3�3x2�3x�

1 �� �1, 3, 3, 1�, p�x� � x3 � 2x � 3 �� �1, 0,�2, 3�. Pùvodní zadání tak nahradíme

jiným, ov¹em s ním ekvivalentním, které je pro nás jednodu¹¹í. Øe¹íme úkol nalézt

koe�
ienty lineární kombina
e vektorù �0, 0, 1, 1�, �0, 0, 1,�1�, �0, 1, 2, 1� a �1, 3, 3, 1�,

která je rovna vektoru �1, 0,�2, 3�. Samozøejmì, toto není jediný mo¾ný postup.

Pøíklad mù¾eme vyøe¹it i bez vyu¾ití aritmeti
ký
h vektorù, pøímými výpoèty s

danými polynomy. Pro provedení lineární kombina
e polynomù potøebujeme akorát

mít de�nované pøíslu¹né dvì opera
e, násobení polynomu reálným èíslem a sèítání

polynomù (samozøejmì se stejnou promìnnou, bavíme se stále o polynome
h jedné

promìnné). Na tom v¹ak ni
 není, opera
e provádíme obvyklým zpùsobem, známým

ze støední ¹koly. Jedninou nevýhodou pøímý
h výpoètù s polynomy je jeji
h pra
nost.

6. Urèete koe�
ienty lineární kombina
e polynomù a1�x� � 1 � 3x � 2x2, a2�x� �

1 � x � 4x2, a3�x� � 1 � 7x2, která je rovna polynomu b�x� � 3 � 2x � x2.
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7. Zjistìte, zda jsou dané vektory lineárnì závislé nebo nezávislé. Po zji¹tìní lineární

závislosti urèete tu jeji
h lineární kombina
i, která je rovna nulovému vektoru.

a)
Ña � �2, 5, 7�, Ñb � �6, 3, 4�, Ñc � �5,�2, 3�,

b)
Ña � �6, 4, 2�, Ñb � ��9, 6, 3�, Ñc � ��3, 6, 3�.


)
Ña � ��1, 0, 3�, Ñb � �4, 2, 0�, Ñc � ��5,�1, 9�.

d)
Ña � �1, 3, 5�, Ñb � �2, 4, 6�,

e)
Ña � �3,�8, 1�, Ñb � ��6, 16,�2�,

f)
Ña � �3, 2, 7�, Ñb � �1, 1, 1�, Ñc � �2, 0, 3�,

g)
Ña � �3, 2, 0�, Ñb � �1, 1, 1�, Ñc � �5, 4, 2�,

h)
Ña � �1, 0, 0, 0�, Ñb � �2, 1, 0, 1�, Ñc � �3, 2, 1, 1�,

i)
Ña � �3, 0, 1, 0�, Ñb � �0, 3, 0, 1�, Ñc � �0, 1, 0, 3�, Ñd � �1, 0, 3, 0�.

8. Ne
h»
Ñu, Ñv, Ñw jsou lineárnì nezávislé vektory vektorového prostoru V. Rozhodnìte,

zda jsou lineárnì nezávislé i tyto vektory:

Ñu � Ñv � Ñw, Ñu � Ñv � 2 Ñw, 3Ñu � Ñv.

Nápovìda: I kdy¾ tato úloha vypadá záhadnì, její øe¹ení je pøekvapivì jednodu
hé.

Av¹ak pozor, za touto jednodu
hostí se skrývají solidní znalosti základù lineární

algebry! ,

Nejprve si uva¾ované vektory pojmenujeme:
Ña � Ñu�Ñv� Ñw, Ñb � Ñu�Ñv�2 Ñw, Ñc � 3Ñu�Ñv.

Jsou-li lineárnì nezávislé, je dle de�ni
e 6 (str. 34) rovna nulovému vektoru pouze

jeji
h triviální lineární kombina
e, tj. rovni
e

xÑa � yÑb � zÑc � Ño (16)

má jediné øe¹ení ve tvaru �x, y, z� � �0, 0, 0�. Nyní se vrátíme k pùvodním vektorùm

a pøíslu¹né jeji
h lineární kombina
e do rovni
e (16) dosadíme

x�Ñu � Ñv � Ñw� � y�Ñu � Ñv � 2 Ñw� � z�3Ñu � Ñv� � Ño, (17)

roznásobíme

xÑu � xÑv � x Ñw � yÑu � yÑv � 2y Ñw � 3zÑu � zÑv � Ño (18)

a upravíme

Ñu�x � y � 3z� � Ñv�x � y � z� � Ñw�x � 2y� � Ño. (19)

Proto¾e ze zadání víme, ¾e vektory
Ñu, Ñv, Ñw jsou lineárnì nezávislé (o tì
hto vektore
h

to víme, o vektore
h
Ña, Ñb, Ñc to zji¹»ujeme), víme také to, ¾e rovni
e (19) je splnìna

jedinì tehdy, kdy¾ jsou v¹e
hny tøi koe�
ienty na levé stranì rovny nule, tj. kdy¾

x � y � 3z � 0,

x � y � z � 0,

x � 2y � 0.
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Této homogenní soustavì potom pøíslu¹í mati
e

A �

<

�

�

�

�

�

>

1 1 3

1 �1 1

1 �2 0

=

A

A

A

A

A

?

, (20)

její¾ hodnost je 2 (spoèítejte sami). Zde uvádím výpoèet hodnosti v programu

pro algebrai
ké výpoèty wxMaxima, který si mù¾ete zdarma stáhnout na adrese

https://wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/:

(% i1) A:matrix([1,1,3℄,[1,-1,1℄,[1,-2,0℄);

�

�

�

1 1 3

1 �1 1

1 �2 0

�

�

�

(A)

(% i2) rank(A);

2 (% o2)

To, ¾e hodnost mati
e je men¹í ne¾ její øád (tj. mati
e je singulární) ale znamená,

¾e vý¹e uvedená soustava má i netriviální øe¹ení pro x, y, z. Potom ale i rovni
e

16, s ní¾ je soustava ekvivalentní, má i netriviální øe¹ení. Z toho vyplývá, ¾e dané

vektory
Ñu � Ñv � Ñw, Ñu � Ñv � 2 Ñw, 3Ñu � Ñv jsou lineárnì závislé!

9. Ne
h»
Ñu, Ñv, Ñw jsou lineárnì nezávislé vektory vektorového prostoru V . Rozhodnìte,

zda jsou tyto vektory lineárnì nezávislé:

2Ñu � Ñv, Ñu � 3Ñv, Ñu � Ñv � Ñw.

10. Rozhodnìte o lineární závislosti (nezávislosti) polynomù:

p1�x� � x � 2, p2�x� � x
2
� 5x � 4, p3�x� � 3x2 � 4x.

11. Rozhodnìte o lineární závislosti (nezávislosti) polynomù:

p1�x� � x � 2, p2�x� � x
2
� 5x � 4, p3�x� � 3x2 � 4x, p4�x� � x

2
� 1.

12. Rozhodnìte o lineární závislosti (nezávislosti) polynomù:

f1�x� � x
2
� 3, f2�x� � 2 � x, f3�x� � �x � 1�2.
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Pøíklady pro dobrovolné øe¹ení

Následují
í pøíklady jsou doplòkové, urèené pro dobrovolné øe¹ení. Rozhodnì v¹ak

stojí za pozornost. Pokud Vám budou v souvislosti s pojmy lineární kombina
e,

závislost a nezávislost pøipadat podivné, vra»te se k podstatì tì
hto pojmù. Lineární

kombina
í objektù £, ¤ a ¥ rozumíme výraz k£ � l¤ �m¥, kde k, l,m > R.

13. Rozhodnìte o lineární závislosti (nezávislosti) mno¾iny funk
í:

1, cosx, sinx, cos2 x, cosx sinx, sin2 x.

14. Rozhodnìte, zda jsou dané funk
e lineárnì závislé èi nezávislé:

a) 2 � x2, 3x, x2 � x � 2,

b) 3x � 1, x�2x � 1�, x�x � 1�,


) ex, ex�1,

d) sinx, sin �x � 1�,

e) ex, ex�1, ex�2,

f) sinx, sin �x � 1�, sin �x � 2�,

g) ex, xex, x2ex,

h) ex, e2x, e3x,

15. Ne
h» vektory u � cos2 x, v � sin2 x tvoøí bázi vektorového prostoru V. Zjistìte,

který z uvedený
h vektorù le¾í ve V :

a) 2,

b) sin 2x,


) 0,

d) cos 2x,

e) 2 � 3x,

f) 3 � 4 cos 2x.
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