4 Baze vektorového prostoru

V kapitole 3l jsme se na strané B0l zamysleli nad tim, Ze je uzitecné uvazovat mnozinu
(systém) generatoriu vektorového prostoru o minimalnim nutném poctu vektor,
ktery je potfebny pro vytvoreni vSech vektori onoho vektorového prostoru (tj. pro
»generovani“ tohoto prostoru). Tuto mnozinu generatori jsme nazvali bdze vektoro-
veho prostoru. V této kapitole se budeme pojmu bdzeﬁ vektorového prostoru vénovat
podrobnéji. Nejprve vyslovime definici baze a dokazeme si, ze kazdy vektor daného
prostoru lze vzhledem k bazi vyjadrit jedinym zptisobem. Tato vlastnost se pozdéji
ukaze jako klicova pro zavedeni pojmu souradnice vektoru vzhledem k bazi. S pojmem
baze souvisi téz pojem dimenze vektorového prostoru. Je to, jednoduse receno, Cislo,
které udava pocet vektorli baze uvazovaného prostoru. Dimenze je pro dany vek-
torovy prostor unikatni. Je to dano tim, ze ackoliv lze pro dany vektorovy prostor
vytvorit nekonecné mnoho bazi, vsechny maji stejny pocet vektort.

Nasledujici definici zavadime bazi vektorového prostoru jako takovou mmnozinu
generatorti tohoto prostoru, ktera je tvorena linedrné nezavislymsi vektory.

Definice 9 (Baze vektorového prostoru). Podmnozina M vektorového prostoru
V' se nazyva baze vektorového prostoru V', prave kdyz:

1. [M]=V (. M je mnozZinou generdtori prostoru V),
2. M je linearné nezavisla mnozina.

Pro pozdéjsi zavedeni pojmu souradnice vektoru vzhledem k bdzi, viz definice [11]
na str. B0 je klicova skutecnost, ze konkrétni vektor lze vzhledem ke konkrétni bazi
vyjadrit jedinym zptisobem.

Véta 7 (O jedinecénosti souradnic vzhledem k bazi). Necht M = {1, Us, ..., Uy, }

je baze vektoroveho prostoru V. Potom kaZdy nenulovy vektor i € V' [ze psat praveé
jednim zpusobem jako linedrni kombinact vektoru baze M, tj.

n
Vﬂl,ﬂz, ,ﬂn € M, 3&1,&2, ey Qpy € T; U= Zalﬁl
i=1

Dikaz. Vétu [l dokdzeme sporem. Predpokladame, ze plati jeji negace, tj., ze kazdy
nenulovy vektor # € V' lze psat asponl dvéma riznymi zptsoby jako linearni
kombinaci vektort baze M, a pokusime se z ni odvodit sporné tvrzeni. Pro zjedno-
duSeni zapisu se omezime na prostor V3, zobecnnéni na V,, bude potom zrejmé. Pro
kazdy vektor u tedy existuji aspon dvé rizné trojice koeficienti ay, as,as a by, by, b3
takové, ze

u = alﬂl + agﬂQ + a3ﬂ3 a zrove U = blﬂl + 627:22 + 537:23.

Pokud od sebe tyto dvé rovnosti odecteme, dostaneme
(bl - al)ﬁl + (b2 - ag)l_ZQ + (b3 - ag)ﬁg = 0. (21)

*Pro dal3i studium viz napf. https://en.wikipedia.org/wiki/Basis linear,lgebra)
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Dle predpokladu jsou vektory 1, s, 13 linedrné nezavislé. Jedina jejich linearni kom-
binace, ktera mtize byt rovna nulovému vektoru je tak trivialni linedrni kombinace.
Rovnost (21)) je potom splnéna pravé tehdy, kdyz jsou vsechny t¥i koeficienty by —ay,
by — ag, by —az rovny nule. To mutze ale nastat jediné tehdy, kdyz b1 = a1, by = as
a b = ag. Tim dostavame spor s predpokladem, ze trojice aq,as,ag a by, bo, bs jsou
rlizné. ]

4.1 Dimenze vektorového prostoru

S pojmem dimenzeﬁ jsme se vsichni setkali jiz mnohokrat. Omezme se zde na geome-
tricky vyznam tohoto slova. Dimenzi rozumime cislo, které udava pocet nezavislych
smeérl, které potrebujete pro pohyb v daném prostoru.

Pokud zijete na primce, vystacite s jednim smérem, reprezentovanym jednim
vektorem, napt. i. Veskeré premistovani po primce vyridite potom pomoci nasobkt
ki, viz Obr. [@l na str. 29, Primka ma proto dimenzi 1!

Pokud zijete v roviné, potrebujete k premistovani po ni dva nezavislé sméry, tj.
dva linearné nezavislé vektory, napt. 4 a v. Kazdé presunuti muzete potom vyjadrit
pomoci jejich linedrni kombinace ku + [9, viz Obr. [ na str. 29. Rovina méa proto
dimenzi 2!

Pokud zijete v prostoru, v némz zijeme, potiebujete k premistovani v ném tri
nezavislé sméry, tj. tii linedrné nezavislé vektory, dva pro pohyb v roviné, ten treti
pro pohyb ,nahoru“ a ,dold“, napr. 4, v a w. Kazdé premisténi muzete potom
vyjadrit pomoci jejich linearni kombinace ku + (v + mw. Nas zivotni prostor ma
proto dimenzi 3!

Definice 10 (Dimenze vektorového prostoru). Rekneme, Ze vektorovy prostor
V' nad télesem T ma kone€nou dimenzi, jestlize ve V' existuje konecnd mnozina
generdtori V (tj. mizZeme tici, Ze V je konecné generovany). Dimenzi vektorového
prostoru V' rozumime pocet pruki jeho libovolné baze (tj. jeho systému generdtori
tvoreného linedrné nezavislymi vektory). Znacime

dimV =n nebo V..

Napriklad informaci o tom, ze vektorovy prostor V ma dimenzi 3 zapiSeme ve tvaru
rovnosti: dim V' = 3, nebo zkracené pomoci dolniho indexu: V3.

Véta 8 (O existenci baze). Kazdy netrividlni konecné generovany vektorovy pro-
stor ma aspon jednu konec¢nou bazi.

—

Diikaz. Nazna¢ime pouze mysSlenku dtkazu, viz Obr. @ Vektory d, E, c, J, é, f
predstavuji mnozinu generatorti vektorového prostoru V5. Jsou evidentné linedrné
zavislé. Nyni vezméte tuzku a postupné (po jednom) vyskrtavejte vektory, které se

3Pro dalsi studium viz napt. https://en.wikipedia.org/wiki/Dimension
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daji vyjadrit jako linedrni kombinace ostatnich. Mély by Vam ztstat dva lineadrné
nezavislé vektory, ty tvori bazi prostoru V5. VSimnéte si, ze popsanym zpusobem
miizete dospét k riznym takovymto dvojicim. To je projev toho, Ze neexistuje jenom
jedna baze vektorového prostoru. Vsechny ale, jak vime, maji stejny pocet vektort!

Obrazek 9: Kolik linearné nezavislych vektort ztistane po postupném odstranéni téch, které se daji
vyjadrit jako linedrni kombinace ostatnich?

Dtikaz véty je zalozen na popsaném mechanismu. Mame-li kone¢nou mnozinu ge-
neratort, je jisté, ze drive nebo pozdéji se z ni uvedenym postupem proskrtame az
k bazi. ]

Dusledek 1. Odstranime-li ze systéemu generdtori vektorového prostoru V' wvektor,
ktery je linearni kombinaci ostatnich, pak mnozina zbyvajicich vektoru je opét sys-
témem generatoru vektorového prostoru V.

PRIKLAD 4.1. Rozhodnéte, zda je dand mnoZina vektord systémem generdtord,
nebo primo bdzi, vektorového prostoru R3.

a) (1,2,3),(1,2,1),(-1,1,0), (2,-1,0),
b) (1,2,3),(1,2,1),(0,0,2),(1,2,-1).

Reseni: Na prvni pohled je zfejmé, Ze ani jedna z uvedenych mnozin neni bazi. Maxi-
malni pocet nazavislych usporadanych trojic redlnych cisel je 3. Je-li jich vice, jsou
vzdycky zavislé (Souvisi to s poctem feSeni prislusné homogenni soustavy rovnic.
Zduvodnéte!). Zbyva vysetrit, zda se jedna alespon o systémy generdtorti prostoru
R3. Zkouméme proto, zda lze kazdy vektor ¢ € R? vyjadrit jako linedrni kombinaci
danych ctyr vektori.
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ad a)

1 1 -1 2 U1
|2 +x ]2 +as| 1 | +aa]-1]=|02]|. (22)
3 1 0 0 V3

Rovnice (22)) vede k soustavé linearnich rovnic s rozsifenou matici

11 -1 2|y
22 1 -1|v
31 0 Ofwvs

(vSimnéte si, ze sloupcovymi vektory této matice jsou dané vektory). Uzitim Gaus-
sovy eliminace dostavame

11 -1 2|y 11 -1 2 U1
2 2 1 -1 Vo |~ ™ 02 -3 6 3’01—"03
31 0 0]uvs 00 3 -5|-2v+wv

Ma-li mit prislusnéd soustava linedrnich rovnic feseni (protoZe je rovnic méné nez
neznamych, jedno mit nemtze, tak je ve hfe nekonetné mnoho feseni) nezavisle na
volbé vektoru ¢, musi mit matice soustavy dle Frobeniovy véty hodnost 3 (tj. rovnu
dimenzi vektorového prostoru R3, jehoz maji byt vektory systémem generatori).
Tato podminka je evidentné splnéna. Miizeme tedy rici, Ze dand mnozina vektort je
systémem generdtori vektorového prostoru R3. Vektory jsou zobrazeny na Obr. 10l
Viz téz prislusny applet https://www.geogebra.org/m/wptxscy7. Vidime, ze v sou-
ladu s vysledkem algebraického reseni nelezi vSechny v jedné roviné (dokonce zadné
tri nelezi v jedné roviné). V duchu dikazu véty § bychom tak vyskrtnutim jednoho
z nich ziskali t¥i linearné nezavislé vektory.

ad b)
1 1 0 1 U1
2112+ 22 +23]0 )+ 2 |=]0a]. (23)
3 1 2 -1 V3

Rovnice (23]) vede k soustavé linearnich rovnic s rozsifenou matici

1 1T0 1f|un
2 20 2w
31 2 -1|vs

(vSimnéte si, ze sloupcovymi vektory této matice jsou dané vektory). Uzitim Gaus-
sovy eliminace dostavame

110 1 v 1 10 1 U1
220 2|vy|~>~]0 -2 2 -4|-3v+uv3
31 2 -1 U3 0 00 0 —2U1 + U9
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Obréazek 10: Mnozina vektoru (1,2,3),(1,2,1),(-1,1,0),(2,-1,0) generuje prostor dimenze 3

Matice prislusné soustavy linearnich rovnic ma hodnost 2. Rozsirena matice sou-
stavy mé az na pripad, kdy vs = 2v1, hodnost 3. Dle Frobeniovy véty tedy prislusna
soustava nemd pro vSechny vektory ¢ € R? FeSeni (soustava ma feSeni pouze pro
takové vektory ¢ = (w1, v9,v3), pro které je vo = 2v1, my ale potfebujeme, aby méla
feseni pro jakykoliv vektor ¢). Dand mnozina vektora neni systémem generatori
vektorového prostoru R3. Vektory jsou zobrazeny na Obr. [[1l Viz téz prislusny ap-
plet https:/ /www.geogebra.org/m/rqs3zxvs. Vidime, ze, opét v souladu s vysledkem
algebraického reseni, lezi vSechny ctyri vektory v jedné roviné. V duchu dikazu véty
bychom tak vyskrtnutim dvou z nich ziskali dva linedrné nezavislé vektory.

Obréazek 11: Mnozina vektoru (1,2,3),(1,2,1),(0,0,2), (1,2,-1) generuje prostor dimenze 2
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Poznamka. Priklad miizeme Tesit i rychleji, pouze s vyuzitim matic, jejichz
sloupce (nebo radky) jsou dané vektory. Navrhnéte a zdivodnéte postup takového
reSeni.

4.2 Souradnice vektoru vzhledem k bazi

Jak vime, konkrétni vektor lze vyjadrit jako linedrni kombinaci vektortd konkrétni
baze jedinym zpusobem, viz véta [l na str. 44l Koeficienty takové linearni kombinace
tak dany vektor vzhledem k dané bazi jednoznaéné identifikuji. Rikdme, Ze jsou jeho
soufadnicemi vzhledem k této bazi. Tak mtizeme ici, ze vektor b na Obr. ma
vzhledem k bazi B = {u,0} souradnice (1.5,2), zatimco vektor ¢ ma vzhledem k ni
souradnice (-1.6,3.8). Vime, Ze bazi daného vektorového prostoru mizeme vytvorit
nekone¢né mnoho (naptiklad pro rovinu jsou to vSechny mozné dvojice linedrné
nezavislych vektort). Potom ke kazdé z nich jsou souradnice daného vektoru jiné!
Vzdy je tedy treba védét, vzhledem k jaké bazi jsou prislusné souradnice dany. Pro
prostory R" se pouziva prevazné (ve skolni matematice jeding) tzv. kanonickd bdze,
nejjednodussi baze, jakou miizeme vytvorit. Pro R? je to {(1,0),(0,1)}, pro R? je
to {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} atd.

¢=-160+3.8V

Obrazek 12: Soufadnice vektort b, ¢ vzhledem k bézi {ii,7}.

Dle véty [1 1ze vektor 4 € V' psat jedinym zpisobem jako linearni kombinaci vek-
tort dané baze M = {1, o, ..., i, } vektorového prostoru V. Jinak feceno, koeficienty
1, %o, ...,x, € T linedrni kombinace

jsou pro dany vektor @ a danou bazi M = {uy, s, ..., i, } uréeny jednoznacné. Tyto
koeficienty, konkrétné usporadanou n—tici (tj. aritmeticky vektor) z nich vytvorenou,
nazyvame souradnice vektoru u vzhledem k bazi M.
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Definice 11 (Souradnice vektoru vzhledem k bazi). Necht M = {1y, s, ..., U, }
je baze vektorového prostoru V. Potom kaZdy vektor 1 € V' lze napsat jednoznacné ve
tvary

n
U= .Ilﬁl + .IQI_ZQ + ...+ xnﬁn = Zx,ﬁl
1=1

Vektor (z1,xo,...,x,) € T nazveme soutadnicemi vektoru i vzhledem k bdzi M a
znacime
Upr = (21,2, ., Ty).

PRIKLAD 4.2. Mnozina M = {(1,1),(2,3)} je bdzi vektorového prostoru R2.
Urcete souradnice uys vektoru u vzhledem k této bazi, zndte-li jeho souradnice u =
(7,12) wvzhledem ke kanonické bdzi {(1,0),(0,1)}.

Regeni: Dle definice [T hleddme koeficienty x,y € R linedrni kombinace % = 2(1,1) +
y(2,3). Protoze zaroven plati @ = 7(1,0) + 12(0, 1), mizeme psét

i=x(1,1)+y(2,3) =7(1,0) + 12(0, 1), (24)

po Upravée
u=z(1,1)+y(2,3) = (7,12). (25)

Rovnici (25]) po dalsi apravé muzeme prepsat do podoby s ni ekvivalentni soustavy
dvou rovnic o neznamych z,y

r+2y = 7,
r+3y = 12,
jejimz fesenim je (z,y) = (-3,5). Pro vektor 4 = (7,12) € R? tak plati
i=-3(1,1) +5(2,3).
Hledané souradnice vektoru @ = (7,12) vzhledem k bazi M jsou proto (-3,5), piseme

ﬁM = (_3? 5)

Pripomenme si jesté pojem kanonicka baze, ktery jsme v této kapitole zacali
pouzivat. Jedna se o bazi, vzhledem k niz urcujeme souradnice vektorli, neni-li uve-
deno jinak. Pozdéji si kanonickou bazi uvedeme jako priklad tzv. ortonormalni baze,
jejiz pouziti prinasi urcité vyhody, viz definice I8 na str. [[0. V pripadé vektorového
prostoru R? je kanonickou bazi mnozina {(1,0),(0,1)}. Pro R? je potom kanonickou
bazi mnozina vektorta {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} atd.

20



PRIKLAD 4.3. Ovéite, Ze vektory

1 1 1 0
- 1 . 1 . -1 . 0
Ul = 1 9 /02 = _1 9 /U-?) - O 9 /U4 - 1
1 -1 0 -1

tvoti bazi vektorového prostoru R*. Potom urcete souradnice vektoru
7=(4,-2,1,5)"
vzhledem k této bazu.

Reseni: Vyjdéte z definice @ Ovéite, zda jsou dané vektory nezavislé, potom najdéte
koeficienty pozadované linearni kombinace.

Poznamka: Prirazeni souradnic vektoru vzhledem k dané bazi je prikladem izo-
morfismu, tj. linedrniho zobrazeni, které je vzajemné jednoznacné. Pro danou bazi
existuje vzajemné jednoznacna korespondence mezi vektorem a jeho souradnicemi.
Mame-li vektor, lze mu prifadit jediné souradnice vzhledem k této bazi a naopalk,
mame-li souradnice, existuje jediny vektor, které je k dané bazi ma.

4.3 Podprostor vektorového prostoru

Na pojem vektorovy podprostor jsme uz nékolikrat narazili. Jedna se o podmnozinu
vektorového prostoru, ktera sama o sobé splnuje definici [3] vektorového prostoru, viz
str. 24l Vsimnéte si napriklad Obr. 1] na str. 48] nebo si oteviete jemu prislusejici
applet https://www.geogebra.org/m/rqs3zxvs. VSechny ¢tyti vektory lezi v jedné
roviné. Predstavuji mnozinu generatori vektorového podprostoru, ktery je tvoren
vSemi vektory majicimi smér rovnobézny s touto rovinou (ta rovina je nazornym
modelem tohoto podprostoru). Kdybychom vhodné odstranili dva z nich, dostali
bychom béazi tohoto podprostoru. Jeho dimenze je 2.

Definice 12 (Podprostor vektorového prostoru). Necht'V je vektorovy prostor
nad télesem T. Rekneme, Ze W je podprostor vektorového prostoru V, pravé tehdy
kdyzZ plati:

1. W je neprdzdnd podmnozina V. W cV AW £3.)

2. W je vektorovym prostorem vzhledem k operacim scitani vektori a ndso-
beni vektoru prvkem z télesa T, které jsou definované na V (tj. spliiuje definici
vektorového prostoru).

Skutecnost, Ze W je podprostorem vektorového prostoru V- znacime takto:

WeccV.
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Poznamka. Vyznam pojmu uvedenych v definici si mizeme ilustrovat na prikladu
mnoziny U = {(z,y) € R?,y = 3z}, kterd je vektorovym podprostorem vektorového
prostoru V = R? definovaného nad télesem T = R, tj. U cc V.

g:y=3x—1

Obrazek 13: Jedna se v obou pripadech o vektorové podprostory?

PRIKLAD 4.4. Rozhodnéte, zda je mnozina W = {(z,y) € R%;y = 3z — 1} vektoro-
vym podprostorem prostoru R? (tj. zda plati W cc R?).

Z definice vektorového prostoru 3 vyplyva nutna podminka existence vektoro-
vého podprostoru: Vektorovy podprostor W cc V' musi obsahovat nulovy vektor
z prostoru V. Jeji uzitecnost se, jak to tak u nutnych podminek byva, projevi v
okamziku, kdy neni splnéna. To mame totiz jistotu, ze vySetrovand podmnozina W
neni vektorovym podprostorem. Pokud splnéna je, zaddnou jistotu nemame.

Nad definici [12] je dobré si promyslet podobu extrémnich podprostori:
»,Nejmensim“ podprostorem je trividlni vektorovy prostor {4}, tj. mnozina ob-
sahujici jediny prvek, nulovy vektor 4.

»Nejvetsim“ podprostorem je potom prostor V samotny (protoze, jak vime, mnozina
je sama sobé podmnozinou).

Obcas se setkame s kolem, rozhodnout, zda je néjakd podmnozina vektorového pro-
storu jeho podprostorem. Je proto dobré, ujasnit si, co je treba pro to udélat. Jak
rika nasledujici véta @, neni nastésti nutné ovéfit celou definici Bl (viz str. 24]). Podm-
nozina totiz prirozené prebird (dédi) nékteré vlastnosti od své materské mnoziny.
Naprtiklad, pokud je sc¢itani vektorti komutativni ve V', je samozrejmé komutativni i
vWccV.

Véta 9 (O urceni vektorového podprostoru). Neprdzdnd podmnozina W vek-
toroveho prostoru V' je podprostorem prostoru V, prave kdyZ plati:

(1) Vi,veW; u+0eW,
(2)VaeT YueW; atie W.
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PRIKLAD 4.5. Ovérte, zda W; cc (R, +, R) :

a) Wi ={[r,2r,5r];r € R},

b) Wy ={[r,2r,r?];r € R},

c) Wi ={[r,2r,1];r € R}.

Reseni: Naznacime si postup feseni pro zadani a). Postupujeme podle véty @ Vyja-

diime si dva vektory z Wy; i = [r1,2r1,5r1], U = [re, 219, 513 a ovéiime, zda spliuji
ony dvé vlastnosti (1) a (2) z véty Ol

Ad (1): Oveérime, zda @ + 9 patii do Wi. Plati
U+0=[r+re,2(ry +r2),5(r1 +19)].

Pokud nahradime r{ + 5 € R symbolem p; p € R, miizeme psat
U+ 0= [p,2p,5p],
coz je predpis pro podobu usporadané trojice patiici do Wi. Proto 4 + v € Wj.
Ad (2): Ovérime, zda ati, kde a € R patii do Wj. Plati
at = [ar,2ar, 5ar].
Pokud nahradime ar € R symbolem ¢; ¢ € R, mtizeme psat

at = [g,2q,5q],
coz je predpis pro podobu usporadané trojice pattici do W;. Proto au € W;.
Tim jsme prokézali, ze W; cc R3,
Zbyvajici dvé zadani prikladu resSte sami.

PRIKLAD 4.6. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici mnoZiny podprostory prostoru R3
nad R.

(a) MnoZina vsech Teseni (x,y,z) rovnice 3x + 2y —z = 0.
(b) Mnozina vsech linedrnich kombinact vektori vy = (2,-3,0), ¥2 = (1,0,3).

Provedte geometrickou interpretaci danych mnozin (podprostori).

V zavéru kapitoly vénované bazi vektorového prostoru je vhodné pripomenout si dvé
vlastnosti baze, na které jsme jiz narazili, ale dosud jsme je nijak nedokazovali:

(i) Dvé baze téhoz vektorového prostoru maji stejny pocet prvka.

(ii) Ve vektorovém prostoru nemuze byt vice linearné nezavislych vektor,

nez je pocet vektort jeho baze.

Dikazy obou téchto tvrzeni se daji elegantné provést jako disledky tzv. Steinitzovy
veta o vymene, které je vénovana nasledujici kapitola. Protoze vsak jeji obsah nebude
kromeé téchto disledkt nijak vyuzit v nasledujicich pasazich, je jeji studium cisté
dobrovolné.
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4.4 Steinitzova véta o vyméné*

Studium této kapitoly je dobrovolné. Znalosti véty a jejiho dikazu nebudou vyza-
dovany u zkousky. Je treba znat akorat jeji vyse uvedené dusledky.

Tato véta je pro nas dulezitd hlavné svymi disledky. Plynou z ni naptiklad tyto
skutecnosti:
I. Dvé baze téhoz vektorového prostoru maji stejny pocet prvki.

II. Ve vektorovém prostoru nemuze byt vice linearné nezavislych vektori,
nez je pocet vektort jeho baze.

Priklad: Mnozina M je systémem generatort prislusného vektorového prostoru.
Je mozné nahradit neékteré vektory z M vektory z mnoziny N tak, aby vysledna
mnozina opét generovala ten samy vektorovy prostor?

a) M = {(1,1,1),(2,1,3),(0,2,4),(1,0,1)}, N = {(1,0,0),(0,1,1)},
b) M ={(1,1,1),(2,1,3),(0,2,4),(1,0,1)}, N = {(0,1,2), (2,0,2)}.

Véta 10 (Steinitzova véta o vymeéné). Necht'V je vektorovy prostor nad télesem T.
Necht {iy, s, ..., 1,} je mnozina generatort prostoru V a necht ¥y, ¥, ..., V) jsou
libovolné linearné nezavislé vektory z V. Potom plati:

1) k<n,

2) pri vhodném piecislovani vektori iy, iy, ..., U, miZeme prunich k z nich nahra-
dit vektory ¥y, Vs, ..., Uy tak, Ze mnozina {1, Vg, ..., Vg, Uk+1, Uks2, ---, Un } j€ Systémem
generatora vektorového prostoru V.

Diikaz. Dikaz provedeme matematickou indukei podle % (tj. podle poctu linedrné
nezavislych vektoru ;).

I. Dokazeme, ze véta je pravdiva pro k=1

Méame tedy dokazat, ze je-li {uy,s,...,1%,} mnozina generatori prostoru V a v je
libovolny linedrné nezavisly vektor z V., potom:

(1) 1 <n,

(2) pti vhodném usporddani mohu prvni vektor z mnoziny {1y, s, ..., %, } nahradit
vektorem v;.

Je ziejmé, ze tvrzeni (1) plati; pro vSechna n € N je skutecné 1 < n.

Zamérime se tedy na dikaz tvrzeni (2). To, ze {uy,s,...,1u,} je mnozina genera-
tori prostoru V' lze zapsat rovnosti [y, Us, ..., 4,] = V. Potom chceme dokdzat, ze
z predpokladi véty vyplyva, ze plati také rovnost [y, dg, ..., U,] = V' (tj., ze vektor
47 muzeme nahradit vektorem o).
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Protoze 9, € V, lze vektor v psat jako linedrni kombinaci
”51 = alﬂl + agﬂz + ...+ anﬂn. (26)

Potom ovSem plati
[Uy, o, ..., U] = [U1, U1, U, ..., Up] =V

(linedrni obal mnoziny vektort se nezméni, pokud k ni pfidame vektor, ktery je line-
arni kombinaci jejich vektori). Vektor 9; je dle predpokladi véty linearné nezavisly a
proto nemuze byt nulovy. Alespon jeden z koeficient a; linearni kombinace (26) tak
musi byt rizny od nuly. Véta pripousti vhodné usporadani vektort ;, proto lze bez
jakékoliv jmy na obecnosti dikazu predpokladat, ze tim nenulovym koeficientem
je ai. Potom ale mtzeme vektor 4, vyjadrit jako linearni kombinaci

1 as Q, _,

ﬁl = —’171 - Uy — ... — —Up
ai aj aj

a pro vektorovy prostor V' plati
[y, o, ..., Uy ] = [U1, U1, Us, ..., Up ] = [T1, Uy ..., Up] =V

(linedrni obal mnoziny vektort se nezméni, pokud z ni odebereme vektor, ktery je
linedrni kombinaci jejich zbyvajicich vektoru). Dokazali jsme tak, Ze lze opravdu
pri vhodném usporadani vektoru q, us, ..., U, prvni z nich nahradit vektorem v; a
vyslednd mnozina bude stale mnozinou generatort prostoru V.

II. Dokazeme, ze pokud véta plati pro kK =m, platiipro k=m+1

Méjme na paméti, ze v tomto kroku (¥1ka se mu ,indukéni krok“) dokazujeme prav-
divost implikace SV (m) = SV (m+1) (kde symbolem SV (j) rozumime vyrok , Stei-
nitzova véta je pravdiva pro k = j*) nikoliv pravdivost samotného tvrzeni véty.

Predpoklddame tedy, Zze pro [iy,Us,...,U,] = V a m linedrné nezavislych vektort
V1,02, ...,0pm 2z V je (1) m <n a (2) pfi vhodném precislovani vektora uy, dg, ..., iy
muzeme psat [U1, Vo, ..., Uy Ums1, U2, -, U] = V. Checeme dokézat, Ze potom plati
i to, ze mame-lim+1 linedrné nezavislych vektora ¢y, s, . . ., Uy, Ups1 2V, je (1) m+1 <
n a (2) pfi vhodném precislovani vektori iy, s, ..., U, mizeme psat [Ty, Vg, ..., T, Va1, Ums2, -

V.

Protoze v,,,1 € V, lze vektor v,,,1 psat jako linedrni kombinaci vektori 9, ¥s, . .., Upn,
um_;,_l’ PP ’urn’ tj.

a1 = 0101 + balig + -+« + by Oy + Qa1 Uppat + -+ + A, (27)
a plati

[01, U2y vy Oy U 1, Uns 2y ooy U] = [01, U2, -vvy iy Vs 1 Ut 1 Unpa 2y -oes U | = V-
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Protoze vektory vy, ¥s, ..., Um, Ums1 jsou linedrné nezavislé, je ziejmé, ze alespon je-
den z koeficientt a1, @m+2, - - -, @y linedrni kombinace (27)) je rizny od nuly (pro-
myslete si detailni zduvodnéni). Véta pripousti vhodné usporadani vektori mnoziny
generatort, proto lze bez jakékoliv ijmy na obecnosti diikazu predpokladat, ze tim
nenulovym koeficientem je a,,,1. Potom ale miizeme vektor ,,,1 vyjadrit z rovnosti
(27) jako linearni kombinaci

1 by | by

Um_l,_l_ Ul_ UQ_..._ Um_ Um+2_..._ Un
Am+1 Am+1 Am+1 Am+1 Am+1 Am+1

ﬁm+1 =
a pro vektorovy prostor V' plati

[U17U27 cony Umyy U1y Um+2, 7un] = [0177}27 vy Umyy Um+ 15 U+ 1, Um+2, 7un] =

= [U17U27 cooy Umyy Um+ 15 Um+2, aun] = v

(linedrni obal mnoziny vektort se nezméni, pokud z ni odebereme vektor, ktery je
linedrni kombinaci jejich zbyvajicich vektort). Opravdu lze pti vhodném uspiadani
vektort vektor ;.1 nahradit vektorem v;,;. Tim jsme dokazali pravdivost implikace
SV (m) = SV (m+ 1), tzv. indukéniho kroku dikazu matematickou indukci. Tim
je tento dikaz kompletni a mizeme proto Fici, ze Steinitzova véta o vymeéné je
dokazana. ]

4.5 Dusledky Steinitzovy véty o vyméné

Véta 11. Kazdé dvé baze konecne generovaného vektoroveho prostoru V maji
tyZz pocet prvki.

Véta 12. KaZda skupina linearné nezavislych vektoru ltbovolného vektorového
prostoru, generovaného n—prvkovou mnozinou obsahuje nejvyse n vektora.

Véta 13. Je-li {uy,1s,...,u,} baze vektorového prostoru V a jsou-li vektory
U1, V2, ..., 0p € V linedrné nezavislé, je mnozina vy, Vs, ..., U, rovnéz baze vektoro-
veho prostoru V.

Véta 14. Necht {iy,1s,...,1U,} je mnozina generatort vektorového prostoru V,
pak
dimV <n.
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4.6 Cviceni: Baze vektorového prostoru, souradnice vektoru vzhledem
k bazi

1. Rozhodnéte, zda je danid mnozina vektort M; bazi vektorového prostoru R3.
Pokud ano, urcete souradnice vektoru d = (1,-2,5) vzhledem k této bazi. Pokud ne,
uvedte, jaky vektorovy ,podprostor* dand mnozina generuje.
a) My ={(-1,0,2),(3,1,-1),(2,1,1)},
b) M>={(2,1,2),(1,1,-1),(2,1,1)},
c) M;={(5,0,1),(0,1,3),(1,1,1),(1,0,2)},
d) M, ={(2,-4,6),(-1,2,-3),(4,-8,12)},
e) Ms={(1,2,0,1),(2,0,1,-3),(1,1,1,1)},
f) Ms={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)},
g) Mz = {(17 2)7 (_17 5)7 (17 1)}
2. Jsou uvedené polynomy bézi vektorového prostoru polynomi stupné nejvyse 27
a) 1 -3x+222 1+x+42? 1-"Tx,
b) 4+ 6x + 2%, -1 +4x +2x% 5+ 2x - 22
3. Necht P; je vektorovy prostor polynomt nejvyse tretiho stupné. Ovérte, zda

je mnozina M = x+1, z -1, (x+1)2, (z+1)3 bazl tohoto vektorového prostoru.
Pokud ano, urcete souradnice polynomu p(x) = 23 — 2z + 3 vzhledem k této bazi.

4. Necht Pj je vektorovy prostor polynomu nejvyse tietiho stupné. Ovérte, zda je
mnozina polynomi M = {x3+222+1, 23+ 22 +x, 23+ 1, 22+ 1} bazi tohoto vektorového
prostoru. Pokud ano, uréete souradnice polynomu p(z) = 23 + 22 — x + 2 vzhledem k
této bazi.

Priklady pro dobrovolné reseni

5. Vytvorte bazi vektorového prostoru R, kterd obsahuje vektory (1,2,0,1,2),
(2,3,-1,5,4), (-1,0,-2,0,1). Potom urcete souradnice vektoru (2,1,1,0,1) vzhle-
dem k této, vami vytvorené, bazi.

6. Najdéte bazi vektorového prostoru R, ktera obsahuje vektory (1,2,0,1,2),(2,5,-1,8,4),
(~1,0,-2,3,-1).

7. Najdéte bazi vektorového prostoru V', kterd obsahuje dany vektor :
a) V=[(1,2,3,-1),(1,0,1,-2),(-2,1,4,3)], & = (1,1,7,-3),
b) V =[(2,1,0,1),(-1,1,2,3),(2,3,4,0)], @ = (4,1,0,-6).

8. Urcete dimenzi vektorového prostoru
VvV =1[{(1,1,0,2,3),(2,-1,1,2,3),(-1,0,1,1,2),(2,0,1,-1,0) }]. Pokud to jde, vy-
tvorte jeho bazi tak, aby obsahovala vektor (-4,1,1,0,1).
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