5 Skalarni soudin

Skaldrni soucin' je operace, kterd dvéma vektortim prifazuje reélné ¢islo (obecné
skaldr, tj. prvek télesa T'). Protoze do skalarniho souc¢inu vstupuji dva prvky, kon-
krétné vektory, rikdme, ze je to operace bindrni (kdyz do operace vstupuje jeden
prvek, nazyva se undrni, kdyz tii, tak terndrni atd.). Symbolem operace skaldrni
soucin je tecka - (v anglictiné se mu proto fika také ,dot product®). Skalarni sou-
¢in je vyznamny tim, ze se jedna o operaci, kterda nam otevira cestu k méreni, tj. k
urcovani vzdalenosti, odchylek, obsahtl a objemt, v afinnim bodovém prostoru. Ri-
kame, ze umoznuje zavedeni tzv. metriky. Bez skaldrniho soucinu umime vysetrovat
pouze vzajemné polohy bodovych podprostort. Pojem skaldarni soucin se objevuje
jiz. ve stredoskolském ucivu matematiky. Konkrétné se jednd o tzv. Fukleidovsky
skaldrni soucin, ktery je pro vektory 4 = (u1,us), 0 = (vy,v2) z R? ddn vztahem

-0 = U1V + UQV9. (28)
Pro vektory 4 = (uy,us,u3), ¥ = (v1,v9,v3) z R? pak analogicky
uU-0 = U1V + UV + U3V3. (29)

Nasledujici priklad prinasi standardni problém ze stredoskolské matematiky, k
jehoz reseni se skalarni soucin vyuziva.

PRIKLAD 5.1. Je ddn trojihelnik AABC, A[1,-2], B[8,2], C[4,3]. Vypoctéte
velikost jeho vnitrniho uhlu o, viz Obr.[14).

C=(4,3)
a
B=(8,2)

A=(1,-2)

Obrazek 14: Vypoctéte velikost vnitiniho thlu « trojihelniku ABC

Reseni: Pouzijeme znamy vztah pro vypoéet odchylky dvou vektort @ a ¥

<y
Sy

Ccosa =

: (30)

=3
=

'Pro doplitkové studium tématu této kapitoly doporucuji publikaci [1] PECH, P. (2004) Analy-
tickd geometrie linedrnich tvari, Ceské Budg&jovice, Jihoceskd univerzita v C. B., dostupnou na adrese
http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy / Analyticka.pdf
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v némz se skalarni soucin (29) objevuje ve dvou rolich. Jednak je zfetelné pouzit
v Citateli, viz 4 -0, jednak se ponékud skryté uplatiiuje pri vypoctu norem (velikosti)
|i|, |0 vektort @ a ¥ ve jmenovateli lomeného vyrazu na pravé strané (B0). Pro
vypocet normy |i| vektoru i = (uy, ug, uz) totiz plati

|d| = \/u? +ud + u, (31)

kde vyraz pod odmocninou mizeme zapsat pomoci skalarniho soucinu (29) takto

2 2 2 _ _ =~ — 0 v v
Uy + Uy + U3z = UL+ UgUo + UzU3 = U - U. Potom (BII) muzeme piepsat do tvaru

| = Vi - i, (32)

Vratme se nyni k feseni prikladu Bl Pro vyuziti vztahu (B0) budeme uvazovat
orientované usecky AB a ZE’ jako umisténi vektort 4, v, v daném potadi. Tj. u =
B-A=(74)av=C-A=(3,5). Pro normy téchto vektori potom plati |i| =
VT2 +42 = /65 a [o] = V32 + 52 = /34. Po dosazeni do (B0) tak dostavime

B 7-3+4-5 4l
[alls]  V65v/34  V/651/34

Uhel «, ktery spliiuje rovnici (83), ma pii zaokrouhleni na tii desetinné mista velikost
0,511rad, tj. a =29, 29°.

S

cosa = = 0.872. (33)

Puvod skalarniho souc¢inu

Pti pohledu na formuli (29) ¢lovéka pfirozené napadne otazka, jak se tento vypocet
zrodil? Pro¢ zrovna takhle? Moznou odpovéd ndm nabizi nasledujici reSeni pro-
blému nalezeni vztahu pro vypocet velikosti vektoru 4 — ¢, viz Obr. I3 Jiz jsme
si pripomenuli, ze velikost (téz. normu; u geometrického vektoru se jedna o délku
orientované tsecky, ktera je jeho umisténim) vektoru @ = (wy, ws, w3) znacime || a
plati |0] = \/w% + w3 +w3. Potom pro vektor @ — @ plati dle Obr.

i — 9| = \/(u1 —01)? + (ug —v2)% + (ug — v3)?

(jednd se vlastné o opakované uplatnéni Pythagorovy véty v trojrozmérném pro-
storu), odkud po umocnéni obou stran na druhou dostaneme vztah

i — 0] = (ug —v1)% + (ug — v2)? + (uz — v3)?,
jehoz pravou stranu upravime na nésledujici tvar
|t — 0| = u? +u3 +ud + v} + 03+ 02 - 2(ugv; + ugvy + u3v3)
a pomoci vztahi pro velikosti vektort u, v prepiseme do podoby
i — B)? = |u]* + |0 - 2(urv1 + ugvy + uzvs). (34)
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Obrazek 15: Vztah pro velikost vektoru % —9 obsahuje formuli pro vypocet Eukleidovského skalarniho
soucinu

Pozadavek zapisu rovnosti (34) ve tvaru
|t — O = |if* + |9 - 24 - ©

nas potom vede k definovani skalarniho soucinu - ¥ formuli (29). Aby vse ,fungo-
valo“, musi mit tato operace urcité vlastnosti. Ty jsou specifikovany v nasledujici
definici [I3] ktera zavadi skaldrni soucin jako obecnéjsi operaci, nez je vyse uve-
deny Eukleidovsky skalarni soucin. Ten se tak stava jenom jednou z mnoha operaci
vyhovujicich této definici.

Definice 13 (Skalarni souéin). Skaldrnim soucinem rozumime operaci, kterd ka-
Zdé dvogici vektorid u,v € V pritazuje redlné cislo (skalar) -9 € R tak, Ze plati:

[ @-4=0-u (SYMETRIE)

2. U+W)=U-0+U-w, (BILINEARITA, vlastnosti 2 a 3)
3. (ku)-v

J. G020 A[d-i=0ea=3]. (POZITIVITA)
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Poznamky.

1. Skalarni soucin je vzdy definovan na néjakém vektorovém prostoru V. Potom
hovotrime o vektorovém prostoru se skalarnim soucinem, nebo strucnéji
o unitarnim prostoru.

2. Nejcastéji se setkame s nékterym z nasledujicich tii zptisobt zapisu skaldrniho
soucinu vektori u, v:

-9 nebo <4,v> mnebo [u,7].

5.1 Priklady skalarnich soucint

Existuji rizné skalarni souciny, vyse uvedeny Eukleidovsky neni jediny. Za skalarni

sou¢in totiz povazujeme kazdou operaci, kterd splinuje definici I3l Uvedme si zde
nekolik prikladi:

1. Eukleidovsky skalarni soucin
U-0 = UiV + UV + U3V3; Pro 1u,v € Vi.
2. Vazeny skalarni soucin
-0 =2u101 + dugVy; pro U, € Vs.

Obecné zapiseme vazeny skalarni soucin vektort u, v € V,, formuli
n
U-0 = ZC,”LL,'UZ',
i1
kde ¢; je vaha soucinu i—tych souradnic téchto vektori.

3. Skalarni soucin
U+ D = UV — U1V9 — UsV1 + dUsVs.

4. Skalarni soucin v prostoru spojitych redlnych funkci na uzavieném intervalu

{a;0)

b
f(@)-g(x) = [ F(2)g(a)du.

PRIKLAD 5.2. Ovéite, Ze operace definovand predpisem @ -0 = 2uivq + Sugve pro
u,v € Vo ge skutecné skalarnim soucinem.

Reseni: Zvolime vektory @ = (uy,us), ¥ = (vi,v2) a W = (wy,ws) a dosazenim je-
jich souradnic dle daného predpisu do obou stran prislusnych rovnosti (v pripadé
vlastnosti 4 nerovnosti) postupné ovérime platnost vSech vlastnosti z definice [I3]
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5.2 Norma (velikost) vektoru

Zde shrneme a zobecnime to, co jsme o normé (velikosti) vektoru zjistili na str (9]
viz formule (B1)), (B2). Zobecnéni spoc¢iva v tom, ze uvedenou definici [4 je norma
vektoru zavedena pro obecny skalarni soucin -, netesi se jeho konkrétni podoba.

Definice 14 (Norma vektoru). Normou (velikosti) vektoru i € V,, rozumime ¢islo

— —

|i| = Vi - 1.

Je tfeba mit na pameéti, ze definice 14l zavadi normu vektoru pomoci obecného pojmu
skalarni soucin. Hodnota normy tedy zavisi na tom, jaky konkrétni skalarni soucin
pouzijeme, tj. podle jaké formule ho budeme pocitat!

PRIKLAD 5.3. Je ddn vektor d = (2,-3,5). Vypocitejte jeho normu pro
a) Bukleidovsky skaldrni soucin i -9 = uqvq + ugve + ugvs; U, 0 € Vi,

b) vdZeny skaldrni soucin i -9 = 2ujv1 + Sugvy —usvs; U,V € V.

Poznamky.

1. Pro normu vektoru pouzivame téz oznaceni ||i| (potfebujeme-li ji odlisit od
absolutni hodnoty realného ¢isla).

2. Vektor s normou [4] = 1 nazyvame jednotkovy vektor.
3. Soucin 4 - i zkracujeme na 1 -4 = 2. Potom je zfejmé, Ze plati
i* = |uf*. (35)
4. Ke kazdému skalarnimu soucinu prislusi dle definice [I4] norma, ale ne kazda
norma je definovana pomoci skalarniho soucinu. Napriklad:

a) |ally = |u1| + || + ... + |uy|,  (tzv. 1-norma)

b) l[tlins = max{fual, fual, ..., [unl},

c) |lif2 = Ju? +u?+ ... + u2, Eukleidovsk4 norma (té% 2-norma)

5.2.1 INormovani vektoru

Jsou situace, kdy je vyhodné nahradit dany vektor jednotkovym vektorem téhoz
sméru. Hovoiime o tzv. normovdni vektoru. Casto se s tim setkdvame v souvislosti
s bazemi. Mame danu bazi B = {u, 0} vektorového prostoru V', jejiz vektory maji
riizné velikosti, a potiebujeme ji nahradit bazi G = {&, f}, jejiz vektory €, f maji
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Obrazek 16: Vztah pro velikost vektoru -2 obsahuje formuli pro vypocet Eukleidovského skaldrniho
soucinu

v daném pofadi stejné sméry jako vektory @,d, ale jsou jednotkové, tj. €] = |f] = 1,
viz Obr. [[6l Normovani vektoru % provedeme konkrétné tak, ze ho vydélime jeho
velikosti (normou), vysledny jednotkovy vektor rovnobézny s i, oznac¢me ho é, je
potom dan vztahem

|§¢

(36)

o
1
&

PRIKLAD 5.4. Normujte vektor d = (3,-4,0).

i 1 3 4
— = —(3,-4,0) = (2,-=,0]).
H 5(3:74.0) (5’ 5’)

Reseni:

€

1 11
PRIKLAD 5.5. Normujte vektor @ = (5, 10 5)
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5.3 DuleZité nerovnosti*

Studium této kapitoly je dobrovolné. Jeji obsah nebude vyzadovan u zkousky. To
vSak neznamena, ze neni zajimavy a nestoji za nahlédnuti.

Pti zkoumani vlastnosti vektorovych prostort se skalarnim souc¢inem nam vyrazné
pomohou nasledujici dvé nerovnosti:

1) |Cauchyova-Schwarzova nerovnost,
2) [Trojthelnikova nerovnost|.

Ukéazeme si, ze tyto nerovnosti plati v jakémkoliv vektorovém prostoru se skalarnim
soucinem.

5.3.1 Cauchyova—Schwarzova nerovnost

Véta 15 (Cauchyova—Schwarzova nerovnost). Pro kazdé dva vektory 4,0 €V, a pro
gakykoliv skalarni soucin plati

[@- o] < |l 7] (37)
Rovnost nastdvd prave tehdy, kdyz jsou vektory i, v linedrné zdvislé (tj. rovnobézné).

Dukaz. Uvazujme vektor @ + kv. Potom dle definice skaldrniho soucinu a normy

vektoru plati
i + k9))* > 0,

|@]? + 2kt - 5 + k2| 9] > 0. (38)

Kdyz levou stranu nerovnosti (B8) vhodné preusporadame
|6]1°k* + 24 - § k + [[a@i]|* 2 0,

muZeme na ni nahliZzet jako na kvadraticky trojc¢len Ak? + Bk + C' s proménnou k.
Potom je kvadratickd nerovnost (38)) vzhledem k této proménné splnéna praveé tehdy,
kdyz je diskriminant B? — 4AC tohoto troj¢lenu mensi nebo roven nule

4(a-0)* ~4]al*(|o)* < 0.
Odtud dostaneme po nékolika upravach nerovnost (37), kterou chceme dokazat
(a@-0)* < [af* o],

[ < |l o]
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Poznamka. Pouzivame rizné zapisy Cauchyovy—Schwarzovy (déle jen ,,C—S“) ne-
rovnosti:

PRIKLAD 5.6. Necht a,b,c,d, e jsou redlnd ¢isla, pro kterd plati:
a+b+c+d+e=8
a+ b+ +d?+e® = 16.
Urcete maximalni mozZnou hodnotu e.
Napovéda: Dané rovnice upravte na tvary
a+b+c+d=8-c¢
A+ ++d?=16-¢€%

a uvazujte C—S nerovnost pro vektory @ = (a,b,c,d) a v =(1,1,1,1).

5.3.2 Trojuhelnikova nerovnost

Maji-li t¥i secky a, b, ¢ tvorit strany trojihelniku ABC' (viz Obr. [I7), musi pro jejich
délky platit, ze soucet kazdych dvou z nich je vétsi nez ta treti (tj. a+b>c, a+c> b,
b+c > a). Nastane-li v nékterém z téchto pripadi rovnost, body A, B, C lezi v pfimce

C

A C B
Obrazek 17: Usecky délek a, b, ¢ jsou stranami trojihelniku

(trojuhelnik degeneruje v usecku, viz Obr. [I8). Tyto skutecnosti jsou popsany tzv.
trojuhelnikovou nerovnosti. Pokud do stran trojuhelniku ABC vhodné umistime
vektory 1,7 a 1 + U, jak ilustruje Obr. 19, mizeme tuto nerovnost formulovat i pro
vektory a jejich normy (viz Véta [16]).
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A c B

Obrazek 18: Pro a + b = ¢ lezi vrcholy ,trojuhelniku“ v primce

C

cl

+

<!
<{

A i B
Obrazek 19: Trojuhelnikova nerovnost pro vektory

Véta 16 (Trojuhelnikova nerovnost). Pro kazZdé dva vektory 4,0 € V,, a normu
vektoru prislusnou ltbovolnému skalarnimu soucinu plati

la+ 3] < flaf + 3] (39)
Rowvnost nastava praveé tehdy, kdyz existuje k € R, k > 0 takove, Ze 1 = kv nebo v = k.

Diikaz. Ukézeme, ze platnost nerovnosti (B9) je disledkem platnosti C-S nerovnosti
(B7). Nejprve obé strany nerovnosti (89) umocnime na druhou

@+ o> < (Jaf +[9]),
pravou stranu pri tom vyjadrime ve tvaru ptislusného trojclenu
1%

@+ 3)* < laf® + 2] all 5] + |12

Potom u ¢leni, které jsou druhymi mocninami norem vektort, uzijeme vztah (35) a
zapiseme je ve tvaru skalarni mocniny

(i +0)2 <%+ 2| al|||5]| + 5>

Po tprave levé strany

=2 2

0%+ 24 -5+ 0 < u? + 2)a) |8 + o
a nalezitém zjednoduseni dostavame nerovnost

u-v < fafv,

jejiz pravdivost vyplyva z pravdivosti C—S nerovnosti (|4 - 0| < ||4]|v]) a z definice
absolutni hodnoty (% -9 < |u - 9)). O
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PRIKLAD 5.7. Dokazte ndsledujici nerovnost:
lal - ol <lla-ol; abeV,.

Reseni: Postupujeme tuplné stejné jako pri vyse uvedeném dikazu trojihelnikové
nerovnosti.

PRIKLAD 5.8. Zapiste skaldrni soucin vektord @, ¥ pouze ugitim normy vektoru.
Reseni: Vyuzijeme vztah (BH), tj. toho, ze plati: @- i = 4? = |[il|2. Nejprve uvazujeme
vektor @ — 0. Dle (B3) plati

(i—0)2 =220 5+3 = |a|> - 25+ 3] = |d - 5]

Odtud potom mizeme vyjadrit skalarni soucin @ - ¥ pomoci norem vektort takto:

I . -

-0 = (lal + 12 - la - o). (40)
Dalsi moznosti je uvazovat vztahy ||i—9|? = |@|?-24-0 + |0]? a ||+ 3|? = |al|> + 24
U+ ||0]|?. Odecteme-li prvni od druhého, dostaneme vztah | + 0% - ||t — 0||? = 44 - 0,

ze kterého vyjadrime skalarni soucin 4 - v takto

I 7 T -
-9 = ([ +0) - |a-3]°). (41)

67



5.4 Odchylka vektoru

Vztah pro vypocet odchylky dvou vektort (B0), ktery jsme pouzili pfi feseni prikladu
6.1 na str. 68, mtizeme definovat jako disledek Cauchyovy—Schwarzovy nerovnosti
|t - 7]

[al[o]

(B7). Z nerovnosti |u - 9| < |4 |9] vyplyva vztah < 1, ktery miZzeme piepsat do

tvaru

~J]
Sy

<1

=

~J]

Uvazime-li prubéh hodnot funkce cosx, viz graf na Obr. 20, pro které plati
|cosz| <1,

je zrejmé, ze pro kazdé dva nenulové vektory u,v € V,, existuje jediné realné cislo
@ € (0, ), prislusné hodnoty cos ¢ viz Cervena ¢ast grafu na Obr. 20| takové, ze

=
Sy

CoS p =

Sy
=

Toto cislo nazveme odchylkou nenulovych vektort u, .

y f: y = cos(x)

/\ X
- A2 0 n/\Z\Tr/}w{/Z 2m 511\
-1

Obréazek 20: Graf funkce f: y = cosx

Definice 15 (Odchylka vektort). Odchylkou dvou nenulovych vektord u,v € V,,
rozumime realné cislo p € (0, ), které je dano vztahem

=
(4]

(42)

Cos =

=

Sy

PRIKLAD 5.9. Vypocitejte tihel mezi vektory © = (1,0,1), @ = (0,1, 1).
a) Uvazugte Eukleidovsky skaldarni soucin.
b) Uvazujte vazeny skaldrni soucin U - = vjwy + 2vaws + 3vsws.
Zapis skalarniho soucinu pomoci norem vektori

Disledkem vztahu (42]) je moznost zapisu skalarniho soucinu (nezapominejme na to,
ze je to Cislo) vektoru 1, ¥ pomoci jejich norem |il, |¥] a odchylky ¢ takto

U -0 = |u[v|cos . (43)
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5.4.1 Odchylka primek

Vime, ze u kazdé primky lze vyjadrit jeji smér prostrednictvimsmeéroveho vektoru
primky. Nabizi se tak vyuziti znalosti vypoctu odchylky dvou vektort, viz definice
42l k urceni odchylky primek. Samoziejme to jde, odchylku primek skutecné miizeme
spocitat pomoci odchylky jejich smérovych vektort. Musime vsak pri tom dat pozor
na to, ze ne vzdy se tyto dvé odchylky rovnaji. K jejich rozdilnosti miize dojit
v dtsledku toho, ze tyto dva druhy odchylky jsou definovany rtznym rozmezim
uhli. Zatimco odchylka dvou vektord muze byt tihlem ostrym i tupym, odchylka
dvou primek je definovana mensim z Ghla, které primky v roviné vytvareji, tj. je
vzdy thlem ostrym, maximéalné pravym. Viz Obr. 1], kde jsou zobrazeny obé mozné
situace, vlevo je pripad, kdy se odchylka vektort shoduje s odchylkou primek, vpravo
pak pripad, kdy se tyto thly lisi, ovSem tak, ze dohromady tvori tihel ptfimy. Jak

Obréazek 21: Odchylka piimek ¢ vs. odchylka smérovych vektora ¢

tedy budeme pri vypoctu odchylky primek postupovat? Nabizeji se nasledujici dvé
cesty:

(1) Spoc¢itame odchylku smérovych vektort primek. Pokud je mensi nebo rovna 90°,
tj. cosp < 0, je rovna odchylce primek. Pokud vyjde odchylka smérovych vektort
vétsi nez 90°, tj. cosp > 0, odchylka primek bude jejim doplikem do 180°.

(ii) Modifikaci vztahu (42]) vytvorime specialni vztah pro vypocet odchylky dvou
piimek 1. Z grafu funkce kosinus na Obr. 20 je zfejmé, Ze hodnoty cos ¢ a cos (7 — ¢)
se lisi pouze znaménkem, jejich absolutni hodnoty se rovnaji, pritom pro ostry thel ¢
je cosp > 0. Pro vypocet odchylky dvou primek pomoci jejich smérovych vektorti, bez
ohledu na jejich orientaci, se tak nabizi jednoduchd modifikace vztahu (42). Staci,
pridat zavorky pro absolutni hodnotu. Odchylka v dvou primek p, ¢ se smérovymi
vektory u, ¢ je tak dana vztahem

|_' _'|

u-v

cos ) = (44)

[alfo]
PRIKLAD 5.10. Urcete odchylku piimek p, q, pro které plati p: x = 1+ 3t,y =
1+t,z2=1+2t;te R, q: x=2s,y=3+9s,2=-1+6s; se R.

Reseni: Piimky jsou dany parametricky, tj. tak, ze soufadnice libovolného bodu
X[z,y] primky p jsou vyjadfeny pomoci jednoho jejiho zndmého bodu Alaq,as] a
jejiho smérového vektoru i = (uy,us) rovnici ve tvaru

X =A+ti;teR, (45)
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po dosazeni souradnic
[x,y] = [a1,a2] + t(ug,us); t € R, (46)
a rozepsani pro kazdou zvlast dostavame parametrické rovnice primky p

r =ay +tuy, (47)
Y =as+tus; t€R. (48)

Porovnanim téchto rovnic se zadanim prikladu tak ziskame souradnice sméro-
vych vektort danych pirimek, pro p je to i = (3, 1,2), pro ¢ potom 9 = (0,9,6).

Je otazka, zda k vypoctu odchylky téchto dvou primek mizeme pouzit vztah (44),
kdyz jsme ho ilustrovali prikladem v roviné a ted se pohybujeme v trojrozmérném
prostoru. V dimenzi prostoru problém neni, vztah (44)) je univerzalni. Musime si ako-
rat ujasnit, jaké vzajemné polohy dvou primek mohou v prostoru dané dimenze, zde
konkrétné dimenze 3, nastat a jak v kazdé z nich odchylku téchto primek urcujeme.

V pripadé ruznobeznych primek, které maji spole¢ny bod, je to jasné. Takové
primky lezi ve spolecné roviné, odchylku tak urcujeme stejné, jako je naznaceno na
Obr. 211

A jak to bude v pripadé mimobéznych primek? Ten jednoduse prevedeme na
predchozi pripad riznobézek. Primky zadané v prikladu shodou okolnosti mi-
mobézné jsou. Jejich konkrétni situaci miizeme sledovat v tomto GeoGebra appletu:
https://www.geogebra.org/m/gqnf6tst. Viz téz Obr. 221 Postupujeme tak, ze prim-

Obréazek 22: Odchylka dvou mimobéznych primek

kou ¢ prolozime rovinu, rikejme ji p, ktera je rovnobézna s primkou p, do ni potom
primku p posuneme, treba tak, aby jeji obraz prochazel bodem B. Tento primét
primky p do roviny p je s primkou p rovnobézny a s primkou ¢ riznobézny, jeho
odchylka s primkou ¢ je tak stejna, jako odchylka ptivodnich primek. I v pripadé
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mimobéznych primek lze proto pouzit vztah (44]). Dosazenim do néj dostavame

21 |21
V14117 31413

Vidime, ze skalarni soucin smeérovych vektorti primek je kladny, absolutni hodnota
v tomto konkrétnim pripadé zadnou zménu znaménka nezpusobi. Tento pripad od-

cosY =

povida situaci na Obr. 21] vlevo, odchylka primek je totozné s odchylkou smérovych
primek. Velikost tthlu dopocitame treba v programu wxMaximat:

(% i1) uhel rad:float(acos(21/(3*sqrt(14)*sqrt(13))));
1.025262482235325 (uhel_ rad)

(% i2) ﬂoat(uheljad*lgo/%pi);
5H8.74321312519065 (% 02)

Odchylka primek p, q je 58, 74°.

PRIKLAD 5.11. Urcete odchylku piimek k, |, pro které plati k : x = 2 —t,y =
—3+3t,z=1+t;teR,[: x=1+3s,y=-2s,2=5; s€ R.

Reseni: Reste analogicky s prikladem [5.10l Pro informaci o vysledku a pro zajemce
o pouziti matematického software zde uvadim reseni ve wxMaximeé:

(% i2)  w:[-1,3,1]$ v:[3,-2,0]$
(% i3)  %psi:acos((u.v)/(sqrt(u.u)*sqrt(v.v))), float;

2.422825092052891 (% 03)

(% i4) float(%psi*180/%pi);
138.8176522730258 (% 04)
Odchylka primek k, [ je 138, 82°.

Vice o vzajemnych odchylkach bodovych podprostori, tj. primek a rovin, viz kapi-
tola I8 na str. 166!

4Vice o préci s programem wxMaxima viz http://home.pf.jcu.cz/ hasek/VTMI1/wxMaxima ve vyuce.pdf
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5.4.2 Kolmost vektoru

Souvislost mezi skaldrnim soucinem # - ¥ a thlem ¢, presnéji jeho kosinem cos p,
ustavend vztahem (42), ndm poskytuje dilezity nastroj pro identifikaci vzajemné

kolmych vektort. Graf na Obr. 20 ndm pripomind, ze pro 90°, tj. grad, je hodnota
kosinu rovna 0. Dle (42) je pak pro kolmé (nenulové) vektory roven nule i jejich
skalarni soucin 4 - ¥. Plati tedy, ze dva nenulové vektory #,v jsou na sebe kolmé
prave tehdy, kdyz cosy =0, tj.

-0 =0. (49)
Tuto skute¢nost vyuzijeme zanedlouho, konkrétné v kapitole na str. [[8, k zave-
deni obecnéjsiho pojmu ortogondlni vektory.

PRIKLAD 5.12. Urcéete hodnotu parametru c € R tak, aby vektory a = (-2,3,¢),b =
(5,¢,-8) byly na sebe kolmeé.

5.4.3 Kolmy priumét vektoru do sméru jiného vektoru

Ze stredoskolské fyziky zname priklad na vypocet mechanické prace konané tdhnutim
bremene po vodorovné roviné pri pusobeni silou, ktera neni rovnobézna se smérem
pohybu, viz Obr. 23] vlevo, kde je pohyb bfemene ptisobenim sily F znézornén
vektorem posunuti S. Mechanickd prace W je v takovém pripadé kondna pouze

Obrézek 23: W = F - § = |F||3| cos ¢

slozkou sily Fy, kter4 je rovnobézna s vektorem posunuti §, viz Obr. 23| vpravo.
Slozka FQ, kolma na smér pohybu, nemé pohybovy G¢inek (samoziejmé, nepocitame
s tim, ze by se nadm ptlisobenim této slozky bremeno pti posouvani nadzvedavalo,
coz se v praxi bézné déje), proto mechanickou praci nekona.

Velikost prace W konané slozkou F je rovna soucinu velikosti této slozky |F| a
velikosti |3| vektoru posunuti g, tj. W = |F}||3]. Z Obr. 23] vpravo, je ziejmé, ze veli-
kost |Fi| = |F|cos ¢ Je rovna velikosti kolmého primétu vektoru F' do sméru vektoru
s, samotny vektor F| potom miizeme nazvat kolmym primétem vektoru F do sméru
vektoru S. UrCeni kolmého prumétu jednoho vektoru do smeéru druheho i vypocet
velikosti tohoto primétu mé Siroké uplatnéni nejenom ve fyzice, ale i v geometrii,
viz napr. tzv. Gramm-Schmidtiv proces vytvoreni ortonormalni baze predstaveny
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v kapitole 6.2l Proto nyni, inspirovani uvedenym prikladem z fyziky, tyto postupy
zobecnime. Pouzijeme pri tom skalarni soucin a operaci normovani vektoru, tj. na-
lezeni jednotkového vektoru daného sméru, viz (36]) na str. 63l

Nejprve odvodime postup vypoctu velikosti kolmého primétu vektoru u do
sméru vektoru ¥. Na Obr. 4] se jedna o velikost |ty,| vektoru 1y, Vidime, ze podle
velikosti ¢ je orientace #y, bud souhlasnd s ¥, pro ¢ € (0,%), nebo opacnd, pro

'3
@ e (5,m).

<i

> i_h >

s

Obrazek 24: Kolmy primét iy, vektoru @ do sméru @, vlevo pro 0 < o < 7,

Vpravo pro 5 <@ <m

Pro odvozeni vztahu pro |iyg,| se docasné omezime na situaci na Obr. 24 vlevo, kdy
¢ €(0, 3). Potom plati
i) = [ cos . (50)

Porovname-li (50) s (43)), tj. s vyjadienim skalarniho soucinu vektori pomoci jejich
norem a odchylky, které je predstaveno na str. 68, mtzeme psat

Sy

. . U-
[ty | = || cos = W (51)

u-v

Obecné mize byt hodnota vyrazu 7] jak kladna, tak i zaporna, podle toho zda je
v

—

tGhel ¢ mezi vektory @ a U ostry nebo tupy. Pro velikost iy, tak plati bud |ig,| = |—;|,
0

c

pro € (0, %), nebo |ig,| = —%, pro € (%,7‘(’). Struéné muzeme zapsat vztah pro

—

vypocet velikosti kolmého primétu iy, vektoru @ do sméru vektoru v takto

[t - 7]

Upp| = ——. 52

Nyni je nasim cilem vyjadrit kolmy primét vektoru # do sméru vektoru v jako

vektor. Jiz zname € R, cislo, jehoz absolutni hodnota je rovna velikosti vektoru

0]
Uyp a jehoz znaménko odpovida orientaci iy, vzhledem k 9. Cesta k vektoru 4y, je
ziejma. Protoze u vektoru ¢ nas zajima jenom smér, provedeme jeho znormovani, tj.

nahradime ho vektorem téhoz sméru, ale velikosti 1, viz (36]). Kdyz tento jednotkovy
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— =

Uu-v

vektor vynasobime cislem A dostaneme, co hledame, kolmy primét @ do sméru
v
v jako vektor

. Uw-v0 UV,

RANTIC o
Vysledny vyraz v (53) vpravo je mozné jesté dale upravit uplatnénim vztahu |0]? = 02,
viz (35) na str. 62, abychom dostali finalni vztah pro kolmy pramét jako vektor
u-v
Uy = —5-0. (54)

Mozné nékoho napada myslenka, ze vyraz na pravé strané (54) lze jesté zjednodusit.
Pozor, neni tomu tak! Tento vyraz totiz obsahuje dvé operace, které nelze zameénit,
skalarni soucin a nasobeni vektoru readlnym cislem. Skalarni soucin je pouzit ve

vyrazech 4 -0 a ©2, které jsou proto redlnymi ¢isly. Nasobeni redlnym c¢islem je
. / Ve / Ve - v/ ,ZZ ) /Z}’ 4 e
potom aplikovdno pii vyndsobeni vektoru ¢ ¢islem ——. Vyskyty symbolu @ v (54)

—

proto nelze nijak kratit!

PRIKLAD 5.13. Urcete kolmg primét vektoru a do sméru vektoru b:
a) i=(2,-3),b=(1,1), b) a=(3,-4), b=(4,3),
¢) a=(2,-31),b=(1,1,2), d) a=(7,5,-2), b=(1,0,0).

5.4.4 Kosinova véta

Ziskané poznatky o skalarnim soucinu vektorti a o vypoctu normy vektoru nyni
vyuzijeme k dikazu kosinove VétyEI.

Véta 17 (Kosinova véta). Pro libovolny trojihelnik ABC' s vnitinimsi ahly o, 3,7,
v daném potadi protilehlymi jeho strandm délek a,b,c (viz Obr.[2]), plati

a?=b*+c* -2bccosa, b*=a*+c*-2accosfB, c*=a*+b*-2abcosy.  (55)

Obrazek 25: Trojuhelnik ABC

®Vedle kosinové véty je zndma ivéta sinovd, kterd iiké, ze pro libovolny trojihelnik AABC s vnitinimi ahly «, j,
C

. . 7 . . ’ v z z a
v a jim protilehlymi stranami a, b, ¢, v daném potadi, plati: — = — = —
sina  sinf  sinvy
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Dikaz. Uvazujme vektory = B—A a v = C' - A, jejichz umisténimi jsou strany AB
a AC trojthelniku ABC. Strana BC' je potom umisténim vektoru - (viz Obr. 26])

C

A Tt B
Obrazek 26: Uziti vektort k dikazu kosinové véty

a pro normy uvedenych vektoru plati |i| = ¢, || = b, |0 - 4| = a. PFi vyuziti zkuSe-
nosti z dikazu véty [16 a feseni prikladu muzeme psat

U+ U

cl

a* =10 -al* = (0-1)* =" -2 2= 1o

O =20 - i + |l
Nyni stac¢i za skalarni soucin ¥ - @ dosadit podle vztahu (42) pro vypocet odchylky
dvou vektorli a dostaneme vztah

a® = b* - 2|v)|ii| cos o + 2, (56)
ktery je po dosazeni dle rovnosti [5| = b a |u] = ¢ jiz shodny s rovnosti a? = b? + ¢ —
2bccos a. Zbyvajici rovnosti dokazeme analogicky. []

PRIKLAD 5.14. JeZisova socha v Bilbau na ndmésti Jesusen Bihotza Plaza, viz
Obr.[277, je @ s podstavcem vysokd 40 m, pritom samotnd socha ma vysku 10m. Z jaké
vzddlenosti sochu (tj. postavu JeZise, bez podstavce) pozorujete, pokud ji vidite pod
zornym thlem 15° (UvazZugte, Ze terén kolem sochy je vodorovny).

Obrazek 27: Monumento al Sagrado Corazén de Jests Bilbao
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5.4.5 Pythagorova véta

Jako specialni pripad kosinové véty, pro pravouhly trojuhelnik, mizeme chapat zna-
mou Pythagorovu veétu.

Véta 18 (Pythagorova véta). V pravouhlém trojihelniku je obsah ctverce sestroje-

neho nad preponou roven souctu obsahi ctvercu sestrojenych nad obéma odvésnams.
(Pythagoras ze Samu, 5709-510 pr. n. [.)

Diikaz. Uvazujme, ze trojihelnik ABC z Obr. 26 mé pii vrcholu A pravy thel (tj.
a=90°a cosa =0). Potom dle (56) plati

a’ = b% + 2,
kde a je prepona a b, c jsou odvésny tohoto pravotihlého trojihelniku. ]

Dikazi Pythagorovy véty existuje mnoho, viz https:/ /www.cut-the-knot.org/pythagoras/.
Samostatnou kapitolu mezi nimi tvori dikazy obrazkem, tzv. dikazy beze slov. Jeden

takovy dikaz Pythagorovy véty je uveden na Obr. a vaze se k nému nasledujici
priklad.

b2

2 =a’+p?

Obrazek 28: Pythagorova véta (vlevo) a jeji ,dikaz beze slov* (vpravo)

PRIKLAD 5.15. Vysvétlete podstatu dikazu Pythagorovy véty beze slov na Obr.[238.
Potom najdéte na internetu nebo v literature yiny dikaz Pythagorovy véty, opet gra-
ficky, beze slov. Tento dukaz predstavte a vysvétlete.
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Cviceni: Skalarni soudin

1. Vypocitejte velikosti vnitinich ahla trojuhelniku ABC, je-li: A = [1,2], B = [3,5],
C=[1+3V3,2-2V3].

2. K vektoram a = (2,-1, 3), b= (1,-3,2) a ¢ = (3,2,-4) urcCete vektor Z tak, aby
platilo @-7 = =5, b- % = —11, - & = 20.

3. Vypoctéte thel mezi tseckami AB a AC'; A=[1,2,3], B=[-1,0,1],C =[1,-2,5].

4. Znormujte vektor ¢ = (-4, -3).

5. Jsou dany vektory ¥ = (1,-1), w = (3,2). Najdéte kolmy pramét % vektoru w do
smeéru 0.

4. Kvadr ABCDEFGH mé délky hran |AB| =4, |BC| =3 a |[AE| = 5. Vypoctéte
uhel sténové thlopricky DE a télesové thlopricky DF.

Priklady pro dobrovolné reseni

7. Ze ctverce o strané a je sestrojen plast pravidelného trojbokého hranolu. Vy-
poctéte thel ¢ sousednich stran lomené cary, kterou na plasti hranolu vytvari ahlo-
pricka daného ctverce.

8. Uréete vnitini tihly v trojahelniku K LM; K = [5v/3,5], L = [-V/3,-1], M = [0,0].

9. K jednotkovému vektoru a = (7, a2) , a9 > 0 najdéte jednotkovy vektor b s nim

ortogonalni.

10. Ktery z nésledujicich vyrazt definuje skalarni souc¢in @ - vektora @ = (vy,v2) a
w = (wl, UJQ):

a) 2vjwy + 3vgws, b) vyws + vowy, c) viw? + vaw3,

d) 2viwy + (v1 — ve) (wy — ws).
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