5.5 Ortogonalni a ortonormalni vektory

V kapitole na str. [[2 jsme se zabyvali otdzkou kolmosti dvou nenulovych vek-
tord. Ukazali jsme si, jak ze vztahu (42) pro vypocet odchylky dvou vektort vyplyva,
ze nenulové vektory u,? jsou na sebe kolmé prave tehdy, kdyz 4 - v = 0. Tato sku-
tecnost nam nyni poslouzi k zavedeni pojmu ortogondlnich vektorid a vyuzijeme ji
pti popisu vektorovych a bodovych (pod)prostort i pti zkoumani jejich vlastnosti a
vzajemnych poloh.

PRIKLAD 5.16. Napiste parametrické rovnice pvimky p, kterd prochdzi bodem
A =17,6] kolmo na primku q: x=-4+3t,y=5-2t; teR.

Reseni: 7 parametrickych rovnic piimky ¢ vyplyva, Ze tato pfimka je urc¢ena bodem
B = [-4,5] a smérovym vektorem @ = (3,-2) (viz Obr. 29). M&-li byt pfimka p

Obrazek 29: Pfimka p jdouci bodem A kolmo k primce ¢

kolma k primce ¢, je zfejmé, ze kazdy jeji smérovy vektor ¥ je kolmy k vektoru .
K teseni ulohy proto postacuje najit jeden nenulovy vektor ¥ = (v1,v2), ktery spliuje
rovnost 4 -0 = 0. Jeho souradnice jsou tedy feSenim rovnice

31)1 - 21)2 =0.

Z nekonecné mnoha takovych reSeni vybereme jedno konkrétni, nabizi se napft.
(v1,v9) = (2,3). Hledana prfimka p ma potom parametrické rovnice p: x =7+2t,y =
6+3t; teR.

PRIKLAD 5.17. Napiste parametrické rovnice primky p, kterd prochdzi bodem
<~
P[-3,2] kolmo na primku AB; A[-1,-2], B[2,3].

Ortogonalni a ortonormalni vektory

Pojem kolmé vektory ma v geometrickych vektorovych prostorech postizitelnych nasi
zkusSenosti a predstavivosti, tj. v prostorech dimenze 2 a 3, jasnou vizualni interpre-
taci prostrednictvim kolmosti orientovanych tsecek, které jsou jejich umisténimi.
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Pojem ortogonalni vektory je jeho zobecnénim, jak z pohledu dimenze prislusného
vektorového prostoru, tak i z pohledu poctu zucastnénych vektort a jejich velikosti.
Pojmem ortonormdalni vektory pak oznacujeme vektory ortogonalni, které jsou na-
vic jednotkové. Vse je uvedeno v nasledujicich definicich a [I7. Nejprve pojmy
definujeme pro dvojice vektorti, potom pro skupiny vice vektort.

Definice 16 (Dvojice ortogonalnich a ortonormalnich vektord). Dva vektory
u,v €V, gsou ortogonalni prave tehdy, kdyz

=3

5 =0. (57)

Jsou-li navic jednotkové, tj. |i| = [0 = 1, nazgvdme je ortonormdlni.

Poznamka. Uvazujeme-li Eukleidovsky skalarni soucin, je vektor 4 = (uy,us,us3)
jednotkovy prave tehdy, kdyz je splnéna podminka

| = \/u? +ud+ul =1,

kterou lze po umocnéni obou stran na druhou vyjadrit ve tvaru

u? +us+ul = 1.

O vektorech @ = (uy,us,us3), ¥ = (v1,v2,v3) tak muzeme fici, Ze jsou ortonormdlni
praveé tehdy, kdyz soucasné plati

U1V + UV + U3V3 = 0,

ut +ul +ul =1,

Vi +vs + 05 = 1.

Jako ortogonalni ¢i ortonormalni mizeme oznacit i vétsi skupinu vektort, jak uvadi
nasledujici definice.

Definice 17 (Ortogonadlni a ortonormadlni vektory). Vektory iy, s, ..., Uy € V,
gsou ortogonalni prave tehdy, kdyz

;- ;= 0,
pro vsechna v,7 =1,2,....k; 1+ j. Jsou-li navic vsechny vektory jednotkove, tj.
|ﬁl| =1,

pro vsechna i = 1,2, ..., k, nazyvdme je ortonormdlni.
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Poznamky.

6

1. Ortogonalni vektory i, ¥ znacime takto

u 1 0.

. Ortogonalita je zobecnénim kolmosti. Protoze kromé terminu ,,ortogonalni vek-

tory“ pouzivame téz oznaceni ,kolmé vektory“, je dobré mit na pameéti, ze
definice ortogonalnich vektort pripousti i nulovy vektor a vyplyva z ni, ze nu-
lovy vektor je ortogonalni ke vsem vektortim. Hovorime-li o kolmych vektorech,
uvazujeme vesmes vektory nenulové.

. Pojmem ortogonalni vektory oznacujeme skupinu dvou, ale i vice vektort, které

spliuji definici [I7 Tj. skupinu vektort iy, i, ..., i nazveme ortogonalni, kdyz
pro kazdé dva rizné vektory z nich plati 4; - 1i; = 0.

. Ortonormalni jsou vektory, které jsou ortogonalni a navic vsechny jednotkove,

tj. plati: .

U; - ;=07
pro viechna ¢,j = 1,2,...,n, kde 5{ je Kroneckerovo delta (5f =1lprot=7 a
67 =0 pro i # j).

Ortonormalni baze

Bazi vektorového (pod)prostoru je jakdkoliv mnozina jeho generdtort, kterd je li-

nearné nezavisla, viz definice [@ na str. 44l Vyluéné postaveni mezi vSemi bazemi

maji diky svym vlastnostem tzv. ortonormalni baze, tj. baze, jejichz vektory jsou
ortonormadlni (viz def. [IT).

Definice 18 (Ortogonalni a ortonormadlni baze). Bdzi B = {b1,bs,...,b,} vek-
torového prostoru V' se skaldrnim soucinem nazveme ortogondlni bazi, jestlize jsou

—

jegi vektory by, bs, ..., b, ortogondlni. Baz B nazveme ortonormalni bazi, jestliZe

gsou jeji vektory 51, 52, e ,l;n ortonormalni.

Poznamka. Baze B je tedy ortonormalni, jestlize

pro vSechna 7,7 =1,2,...,n, kde 6g je Kroneckerovo delta (5{ =lproi=7 a 5{ =0
pro i # j).
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PRIKLAD 6.1. Rozhodnéte, zda se jednd o ortogondlni ¢ ortonormdini bdze:
a) B1={(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)},
b) B2 ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)},
c) Bs ={(2,0,0),(0,-1,0),(0,0,4)}.

Ortogonalnost vektort zarucuje jejich nezavislost, jak ukazuje néasledujici véta.

Véta 19. Jsou-li nenulove vektory iy, s, ..., Uy, n € N, ortogonalni, jsou linearné
nezavisle.

Diikaz. Dikaz provedeme sporem. Predpokladame, ze nenulové ortogonalni vektory
iy, Us, ..., Up jsou linedrné zavislé. Aspon jeden koeficient k; linearni kombinace

]ﬂlﬁl + ]{32’&2 + ... knﬁn =0 (58)

tak musi byt rizny od nuly. Necht je to tfeba k;. Pokud nyni skaldrné vynasobime
obé strany rovnosti (58) vektorem ;, dostaneme rovnost

]{517:21'ﬂ1+k2ﬁ2'ﬂ1+...]€nﬂn'7j1=5'7:Z1, (59)

na jejiz levé strané jsou vSechny cleny kromeé prvniho diky predpokladané ortogona-
lité vektoru iy, g, ..., U, rovny nule. Rovnost (59) se tak redukuje na tvar

kyii? = 0, (60)

kde @2 # 0 (vektory @; jsou dle predokladu nenulové). Potom ale musi byt k; = 0, coz
je ale ve sporu s predpokladem, ze k1 # 0. Tim je pravdivost véty dokazana. ]

6.1 Vyhody ortonormalni baze

Uvedeme si dvé vyhody, které nam oproti ,obycejné“ bazi prinese pouziti ortonor-
malni baze.

6.1.1 Vypocet skalarniho soucinu

Jsou-li vektory i, ¥ ureny souradnicemi i = (ul,u2, ey Up), U= (v1,09,...,0,) vzhle-
dem k né&jaké ortonormalni bazi B = {1, by, ..., b,}, je jakykoliv skalarni soucin téchto
vektoril dan vztahem

-0 = U1V + U2V + ... + UpUp,

bez ohledu na jeho konkrétni definici.

Tuto uzitecnou skutecnost snadno dokazeme. Vektory i, ¥ zapiSeme jako linearni
kombinace vektori baze B

ﬁ=ulbl+u262+---+unbn, @=U1b1+?)2b2+"'+’l}nbn
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a skalarné je spolu vynasobime
U-0= (ulgl + UgBQ +e+ ungn) : (Ulgl + U262 +eF Ungn) (61)

Pravou stranu (61I) roznasobime uzitim vlastnosti 2 a 3 z definice skalarniho soucinu
(viz def. [[3)). Dostaneme

-

uU-0 = Uﬂ)lb% + U1U2b1 . bz + -+ ulvnbl . bn+ (62)
+UQ121Z71 . b2 + UQ'UQb% + -+ UQUan . bn+
+ cee +
+U, U101 - by, + UnVoby - by, + -+ + UV, D2,
kde ovSem, diky ortonormalnosti baze B, pro vSechna ¢,j =1,2,...,n plati b;-b; =0

pokud ¢ # j, jinak BZQ = 1. Rovnost (62) je tak pro kazdou ortonormalni bazi B =
{b1,bs,...,b,} ekvivalentni rovnosti

U0 = ugvy + Uy + -+ + UpUy, (63)

44

bez ohledu na to, jak je definovan skalarni soucin ,,-“.

Poznali jsme, Ze pokud pouzivame ortonormalni bazi (a my tak ¢inime, protoze neni-
li feceno jinak, pracujeme se souradnicemi vzhledem ke kanonické bazi), nemusime
se starat o definici skaldrniho souc¢inu a pocitame ho tak, jak jsme zvykli ze stredni
skoly.

PRIKLAD 6.2. Provedte vjpocet (61) a dpravu naznacenou v (62) pro ortonor-
malni bazi B = {€1,62} a vektory i = (uy,u2), ¥ = (v1,v2). Nedosazujte konkrétni
hodnoty, pracujte v ,,symbolickém® rezimu.

6.1.2 Urceni souradnic vektoru vzhledem k ortonormalni bazi

Uvazujme vektor i = (uy,us, ..., u,), jehoz soutfadnice uy, us, ..., u, jsou dany vzhle-
dem k ortonormélni bazi B = {b1, ba, ..., b, }, tj.

U= U181 + Uggg + ...+ ungn (64)
Potom pro i—tou souradnici u; vektoru u plati
U; = U - Bi, (65)

kdei=1,2,...,n.

Vztah (65]) ndm umoznuje rychly vypocet jednotlivych soufadnic vektoru. Podstatu
jeho dikazu si ukazeme na pripadu ¢ = 1, zobecnéni pro ¢ = 1,2,...,n bude zfejmé.
Jestlize vynasobime obé strany (64)) vektorem b;, dostaneme rovnost

{Z-Bl=ulg%+U2gg'81+...+Ungn'81, (66)
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ktera je diky ortonormaélnosti vektoru b1, bo, ..., b, ekvivalentni s rovnosti
uy = U - bl.
Pro zobecnéni staci zameénit 1 za ¢ a uvazovat 1 =1,2,...,n.

PRIKLAD 6.3. Urcete soufadm'ce vektoru ¥ = (1,1,1) vzhledem k ortonormdlni
bazi B = {ﬁ17ﬁ27ﬂ’3}; ﬁl = (%7%? ) ’U,2 (O?\/_ \/_) ’LL3 (\/_? \/_ \/_)

eseni: Oznacme vP z —tou soufadnici vektoru ¥ vzhledem k B. Potom v = (1,1,1)-
(do 2o = 2 0l = (L1 (0,22 2) = 2 of = (L L) (. ) =
4

6.2 Gram—Schmidtiv ortogonalizac¢ni proces

Véta [8 nam zarucuje, ze kazdy konecné generovany vektorovy prostor ma alespon
jednu konecnou béazi. Poté, co jsme se sezndmili s vyhodami ortonormalni baze, je
ziejmé, ze bychom uvitali stejnou zaruku i pro existenci ortonormalni baze. A sku-
tecne, takova zaruka existuje, pro vektorové prostory se skaldrnim soucinem nam ji
dava nasledujici véta.

Véta 20 (Existence ortonormadlni baze). Kazdy netrividlni konecné generovany
vektorovy prostor se skaldarnim soucinem md aspon jednu ortonormalni bazi.

Diikaz. Existence konecné baze je zarucena vétou [§. K dikazu véty R0l tak postaci
ukazat, ze z kazdé konecné baze uvazovaného vektorového (pod)prostoru mizeme
vytvorit bazi ortonormalni. To skutecné mozné je. Garantuje nam to postup znamy
jako |Gram—Schmaidtuv ortogonalizacni proces. Misto diitkazu véty 20 si podrobné ro-
zebereme tento postup pro pripad vektorovych prostori dimenze dva a tii. Zobecnéni
postupu pro pripad vektorového prostoru dimenze n, které je podstatou dikazu véty,
je potom ziejmé. ]

Gram—-Schmidtuv ortogonalizacni proces se tyka vytvoreni ortonormalni baze vek-
torového prostoru, vyuzivame ho vSak predevsim k urcovani ortonormalnich bazi
vektorovych podprostort. V pripadé vektorovych prostorii mizeme vzdy ,,sahnout*
po kanonické bazi (tj. naptiklad pro R? je to {(1,0),(0,1)} ).

6.2.1 Vytvoreni ortonormalni baze vektorového prostoru di-
menze 2

Predpokladejme, Ze zndme bazi {di, ds} vektorového podprostoru W cc V,, (tj. W =
[G1,d2]) a chceme vytvorit jeho ortonormalni bazi {é;,€2}. Budeme postupovat tak,
ze nejprve vytvorime ortogondalni bazi {b1, b2} podprostoru W. Potom vektory této
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baze pomoci formule (B6) znormujeme. Vysledkem je pozadovand ortonormalni baze
{é1,6-}.
. Vytvoreni ortogondlni baze podprostoru W

Prvni vektor b; ortogonalni baze ztotoznime s prvnim vektorem d; z dané baze

—

by = dn. (67)

Druhy vektor by potom vyjadrime jako linedrni kombinaci vektorii by a ds

62 = 62 + kgl (68)
tak, aby

bl'bg=b1'az+kb%=0. (69)
Z této podminky kolmosti vektorti ortogonalni baze vyjadiime hodnotu koeficientu

by -
k= (70)

b2

1

kterou dosadime do vztahu (B8) pro vektor by

—
—

. by G
by = g — 152“%1. (71)

1

Rovnostmi (67) a (ZI) jsou uréeny vektory by, by ortogonalni béze podprostoru W

. . by - Go -
b1=a1, bQ=CL2— 1_,a2b1. (72)

by=a,

Obrazek 30: Gram—Schmidtiv ortogonalizacni proces pro podprostor dimenze 2 - vytvoreni ortogo-
nalni baze

Poznamka. Vztah (70) pro vypocet vektoru by kolmého k vektoru by = d; mizeme
odvodit ,ryze geometricky“, bez nutnosti fesit rovnici (69) pro nezndmou k. Pouzi-
jeme k tomu obrazek B0 (nebo ptislusny [aplet vytvoreny v GeoGebre) a poznatky

84


https://www.geogebra.org/m/atFCRNsz

o kolmém primeétu jednoho vektoru do smeéru druhého, které jsme shroméazdili v
kap. 6.4.3 Vidime, ze vektor 52, ktery ma byt kolmy k 51, dostaneme jako soucet
vektoru ds s vektorem ', ktery je vektorem opacnym k vektoru u, jehoz velikost je
rovna kolmému primétu vektoru dy do sméru vektoru b; (viz kap. B.4.3, str. [[2).
Pro velikost kolmého prumeétu vektoru do do sméru vektoru by plati

_ d - by |
1]

—

[l

(73)

PFitom vyraz ds - by > 0 pro ¢ € (0; %) a ds - by <0 pro ¢ € (5,m), kde ¢ je thel

mezi vektory by (tj. také @) a dy. Pravdivost tohoto vztahu pro ¢ € (0;Z) snadno

)9
prokazeme rozepsanim jeho pravé strany podle vztahu pro vypocet odchylky dvou

vektori. Dostaneme vztah

_ 62'61 _ |&2||Z;1|COSQO

| = &2 !
|01] |01

= |dz|cos p,

ktery odpovida definici hodnoty funkce kosinus v pravouhlém trojtuhelniku (|ds| je
délka pTepony, |i| je délka odvésny prilehlé k thlu o). Pro ¢ € (§,7) staci uvazovat
thel 7 - .
Zname tedy velikost vektoru @ (viz ([[3)) a vime, ze ma smér vektoru by (nebo
ds - b
opacny, pro ¢ € (,7)). Staci tedy vynasobit cislem 25 |1 jednotkovy vektor sméru
1

b; a dostaneme vektor u

dg-by by dp-bi+
— - . - —»2
[ba] |ba] by

u = 1

Podle obrazku [30] je potom vhodnym vektorem by soucet Gy + @, kde i’ = -, tj.

- . . R ds - by -
b2=a2+u’:a2—u:a2— = bl. (74)

Vztah ([74)) je totozny se vztahem ([70)). Geometrickou tivahou jsme tak dostali stejny
vysledek jako vypoctem. (konec pozndmky)

I1. Vytvoreni ortonormalni baze podprostoru W

Nyni vektory by, by znormujeme a tim dostaneme pozadovanou ortonormalni bazi
podprostoru W

)

-

- 1 . b2
€1 = =0, €y = 5 . (75)
1] 2]
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PRIKLAD 6.4. Urcete ortonormdlni bdzi podprostoru W cc R3, kteryj je generovdn
vektory v1 = (1,1,2), 9o = (0,1,-1).

Reseni:
. Vytvorent ortogondlni baze podprostoru W
Prvni vektor b, ortogonalni baze ztotoznime s prvnim vektorem @ = (1,1,2) z dané
baze
by =(1,1,2).

Druhy vektor b, potom vyjadiime jako linedrni kombinaci vektort by = (1,1,2) a
U9 = (0,1,-1)

by =09+ kby = (0,1,-1) + k(1,1,2) (76)
tak, aby

by-by=(1,1,2)-(0,1,-1) + k(1,1,2)* = 0.

Z této podminky kolmosti vektori ortogonalni baze vyjadiime hodnotu koeficientu

_81'62 _ _(17172)'(0717_1) _ 1

b’ (1,1,2)? 6

kterou dosadime do vztahu (Z6) pro vektor by

b= (01,21 +20,1.2) = (5.5.2).

66 3

Protoze v pripadé ortogonalni baze jde jenom o smeéry vektorii, nikoliv o jejich veli-
kosti, mlizeme vysledny vektor nasobit 6, abychom se zbavili zlomki. Tuto tpravu
ocenime zanedlouho pri normovani vektoru. Hledanou ortogonalni bazi podprostoru

W tak tvori vektory
b1=(1,1,2), by=(1,7,-4). (77)

II. Vytvoreni ortonormdalni baze podprostoru W

Nyni vektory by, by znormujeme a tim dostaneme pozadovanou ortonormalni bazi
podprostoru W

é_és(l 1 2) é_@J(1 7 4) (78)
1 |Bl| \/6,\/6’\/6 ) 2 |—b>2| \/6—67\/%7 66 .

Reseni v programu wrMazima:
(%i1) 1load(eigen);

(%01) C:/PROGRA2|MAXIMA1.0/share/maxima/5.26.0/share/matriz/eigen.mac
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(%i2) b:gramschmidt({[1,1,2],[0,1,-11});

33
(%02) [[07 17 _1]7 [17 57 5]]

(%13) el1]:unitvector(b[1]); el[2]:unitvector(b[2]);
07 L) _L]

V2 V2
V2 3 3 |
VIT V211 V211

Poznamka. Vidime, ze algoritmus, ktery se skryva za prikazem ,gramschmidt®,
nezpracovava vektory v poradi, v jakém je zadame, ale voli si optimalni poradi sam.

(%003) [

(%o0d) |

Stejné muzeme postupovat i my.

6.2.2 Vytvoreni ortonormalni baze vektorového prostoru di-
menze 3

Studium této kapitoly je dobrovolné.

Predpokladejme, Ze zndme bazi {dy, ds, ds} vektorového podprostoru W cc V,, (tj.
W = [dy,ds,d3]) a chceme vytvorit jeho ortonormélni bazi {é, é,,€3}. Budeme po-
stupovat tak, ze nejprve vytvorime ortogonalni bazi {l;l, 52, 53} podprostoru W. Po-
tom vektory této baze pomoci formule (36]) znormujeme. Vysledkem je pozadovana
ortonormalni baze {é;,és,és}.

. Vytvorent ortogondlni baze podprostoru W

Postup vytvoreni prvnich dvou vektori by, by ortogonalni baze je identicky s vyse
popsanym pripadem podprostoru dimenze 2. Plati tedy

) ) D s
by=d1, by=ds— 225, (79)
b2
1
Treti vektor by potom vyjadrime jako linedarni kombinaci vektori by, by a ds
63 = EL3 + mgl + TLBQ (80)
tak, aby
51-53:51-&3+m5%+n51-52:7)1-&3+m5%=0, (81)
52-53:52-&3+m51-52+n55:52-&3+n53:0. (82)

Z téchto podminek (8T)), (6.2.1)) kolmosti vektori ortogonalni baze vyjadiime hod-
noty koeficienti

m=-———2 n=-— (83)




které dosadime do vztahu (80) pro vektor bs

bty by (84)

1 2

bs = d3 -

Rovnostmi (79) a (84) jsou urceny vektory by, bs, b3 ortogonalni baze podprostoru W

- - b . b -Gae bo-lao
by=dy, by =ds— ale, by = iy~~~ by, (85)
1 bl b?

Poznamka. I v pripadé nalezeni tretiho vektoru ortogonalni baze mutzeme uplatnit
,ryze geometricky® pristup. Tentokrat bychom pouzﬂl opacne vektory ke dvéma
kolmym pramétim vektoru ds do smeért vektori by a by, které bychom slozili s
vektorem dg, abychom dostali vektor b3 kolmy na oba vektory b1 a b2. Detailné se
zde timto postupem nebudeme zabyvat.

Obréazek 31: Gram—Schmidtiv ortogonalizac¢ni proces pro podprostor dimenze 3 - vytvotreni ortogo-
nalni baze

I1. Vytvoreni ortonormdalni baze podprostoru W

Nyni vektory by, b, by znormujeme a tim dostaneme pozadovanou ortonormalni bazi

podprostoru W

b b

Bl = —, Ey=-—, &3=—. (86)
|b1] b |bs]

PRIKLAD 6.5. Urcete ortonormdlni bdzi vektorového prostoru W = [{iiy, s, i3}];
uy = (1,1,-1,-2), 19 = (1,0,1,1), u3 = (0,1,1,0).
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Reseni:
. Vytvorent ortogondlni baze podprostoru W
Prvni vektor b; ortogonalni baze ztotoznime s prvnim vektorem ; = (1,1,-1,-2) z

dané baze
by =(1,1,-1,-2).

Druhy vektor by potom vyjadifme jako linearni kombinaci vektort by = (1,1,-1,-2)
a iy = (1,0,1,1)
by = @iy + Kby = (1,0,1,1) + k(1,1,-1,-2) (87)
tak, aby
by-by=(1,1,-1,-2)-(1,0,1,1) + k(1,1,-1,-2)% = 0.

Z této podminky kolmosti vektorti ortogonalni baze vyjadiime hodnotu koeficientu

- bi-Ty  (1,1,-1,-2)-(1,0,1,1) 2
R (1,1,-1,-2)2 7

kterou dosadime do vztahu (87) pro vektor by

82=(1,0,1,1)+%(1,1,—1,—2)=(9 20 3).

T
Protoze v pripadé ortogonalni baze jde jenom o smeéry vektort, nikoliv o jejich
velikosti, mtizeme vysledny vektor nasobit 7, abychom se zbavili zlomkii. Dostaneme

by =(9,2,5,3).

Tieti vektor by vyjadiime jako linedrni kombinaci vektort by = (1,1,-1,-2),by =
(9,2,5,3) a @3 = (0,1,1,0)

by = Gig +mby +nby = (0,1,1,0) + m(1,1,-1,-2) +n(9,2,5,3)
tak, aby

by -by=(1,1,-1,-2)-(0,1,1,0) + m(1,1,-1,-2)> +n(1,1,-1,-2) - (9,2,5,3) = Tm = 0,
by - b3 = (9,2,5,3)-(0,1,1,0) +m(9,2,5,3) - (1,1,-1,-2) +n(9,2,5,3)% = 7+ 119n = 0.
Z téchto podminek kolmosti vektort ortogonédlni baze (v§imnéte si, ze v tomto pii-

padé jsou vektory by = (1,1,-1,-2) a s = (0,1,1,0) jiz na sebe kolmé) vyjadiime
hodnoty koeficientt

1
:0 = —_-—
m=0, n T
které dosadime do vztahu pro vektor b
- 1 9 1512 3
=(0,1,1 1,1,-1,-2) — —(9,2 =l-—,—,—,—.
b3 (07 5 70)+0( s Ly 5 ) 17(97 7573) ( 177177177 17)
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Vektor 53 nasobime 17, abychom se zbavili zlomkt. Potom vektory 51, 52, 53 ortogo-
nalni baze podprostoru W jsou

51 = (17 17_17_2)7 Z_52 = (9,2,5,3), 63 = (—9, 15, 12,—3)

I1. Vytvoreni ortonormdalni baze podprostoru W

Nyni vektory b1, bo, b3 znormujeme a tim dostaneme pozadovanou ortonormalni bazi
podprostoru W

Q)

()

D4

2

( 9 2 5 3 )
V119 119 /119 +/119)

Q)

3

(_ 9 15 12 3 )
V459 /459 /459" /459

Reseni v programu wxMazima (kéd navazuje na Feseni predchdzejiciho prikladu):
(%i5) kill(b);

(%05)  done

(%i6) b:gramschmidt({[1,1,-1,-2],[1,0,1,1]1,[0,1,1,01});

11 323 3 23

pyhlyeeEl

(%1i7) el1]:unitvector(b[1]); el[2]:unitvector(b[2]);
e[3] :unitvector(b[3]);

L

V2 V2

VR S

v3 1. 12

(%06) [[0,1,1,0],[1,

(%007) 10,

(%008) [

(%09) [ ]

Poznamka. Prikaz ,,gramschmidt® opét volil jiné poradi zpracovani vektori a nasel
7
jinou ortogonalni bazi, s ,lépe vypadajicimi® vektory.

Kromé volby vhodného poradi vektort si rucni vypocet vektorti ortonormalni
baze daného podprostoru mutzeme v radé pripadi podstatné zjednodusit také tim,
ze dany systém generatorti nahradime vektory, které jsme ziskali eliminaci prislusné
matice. V ptipadé prikladu 6.5 jsme tak mohli misto puvodnich vektort (1,1, -1, -2),
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(1,0,1,1), (0,1,1,0) pocitat s vektory (1,0,0,0), (0,1,0,-1), (0,0,1,1), které ge-
neruji stejny podprostor, protoze

11 -1 -2 100 0
101 1 |~-~1010 -1
01 1 0 001 1

Vyzkousejte!

6.3 Cviceni: Ortonormalni baze

1. Urcete ortonormaélni baze nésledujicich vektorovych podprostori R3:
a) Rovina generovand vektory (0,2,1), (1,-2,-1).
b) Rovina definované rovnici 2z —y + 3z = 0.

¢) Mnozina vSech vektort kolmych na vektor (1,-1,-2).
2. Najdéte ortonormélni bazi podprostoru W = [{(1,1,2),(1,0,1)}] cc V5.

Priklady pro dobrovolné reseni

3. Urcete ortonormalni bazi vektorového (pod)prostoru W :
a) W =[{01,02}]; 91 = (1,1,1),92 = (0,1, 1),

b) W = [{¥1,7,03}]; ¥1 = (1,1,1), 2 = (0,1,1), 95 = (1,0, 1),
C) W= [{61762763}]; ?71 = (17 1?_1)7 62 = (17072)7 ?73 = (27_273)7
d) W = [{ﬁl,ﬁg,ﬁg}]; ’L_Zl = (1, 1,2, 1),’&2 = (O, 1, 1, 1),’&3 = (3, 1,0, 1)

4. Urcete ortonormdlni bazi vektorového podprostoru V cc R* ktery obsahuje
v8echny vektory kolmé na vektor @ = (1,2,-1,-3).
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6.4 Ortogonalni matice

Z geometrie vime, ze afinni transformace bodového prostoru A,, dana rovnici
X =AX'+ B,
X, X" e A,, je shodnosti pravé tehdy, kdyz pro matici A plati vztah
ATA=1, (88)

kde I je jednotkova matice fadu n!. Matice A je Ctvercovd a uvedeny vztah je
mozné rozepsat rovnicemi pro jeji prvky. Napriklad pro afinni transformaci roviny,

jejiz matice ma tvar
ai a2
A= :
a1 a22

je podminka (88) ekvivalentni se soustavou rovnic

2 2 _
9 9
az +ag =1,

a11a91 + ajaag = 0.

V pripadeé afinni transformace prostoru A, s matici

ai;r aiz ... Qip
A _ 21 A922 ... Q92pn
i apn1 Ap2 ... App )

je podminka (88) ekvivalentni se soustavou rovnic

Zaikajkzoa i#:j) i)j:1727"'n7 (90)
k=1
Yoaj=1,1i=1,2,...n (91)
k=1

Porovname-li vztahy (@0), (9I) s definici ortonormalnich vektort (viz def. [IT), vi-
dime, ze radkové vektory matice A shodnosti v prostoru A,, jsou ortonormalni (plati
to i pro sloupcové vektory matice A). Protoze ortogonalni vektory jsou vzdy nezavislé
(viz véta[l9), mizeme podle definice [I8 dokonce Fici, ze fadkové (sloupcové) vektory
matice A tvori ortonormalni bazi. Takovouto matici nazyvame |, ortogonalni matice®
(nékdy téz ,ortonormalni matice*?).

viz napf. Sekanina, M. a kol.: Geometrie II, SPN, Praha 1988, str. 55
2viz napt. Sekanina, M. a kol.: Geometrie II, SPN, Praha 1988, str. 57
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Definice 19 (Ortogonalni matice). Ortogondlni matici rozumime ctvercovou matici

A, pro kterou plati:
AT A=1T.

Poznamky.

1. Po ortogonalni matici A zfejmé plati AT = A~1. Potom ale téz
A-AT =T,

2.V ortogondlni matict je skalarni soucin dvou rtznych radkl roven nule, skalarni
soucin stejnych radki je roven jedné. Symbolicky zapsano:

n

v/ A .
Zaikajk—(Si, 1,7=1,2,...,n.
k=1

3. Determinant ortogondlni matice. Pro A plati
AT A=1 = det(AT-A)=det AT -det A=det A-det A= (detA)?=det] =1.
Potom
|det A| =1,

jinak zapsano
det A = +1.

PRIKLAD 6.6. Transformace, pro které je |det A| = 1 nazjvime ekviafinity. Vy-
myslete ctvercovou matict druhéeho tadu, jegiz determinant je 1, ale matice neni
ortogonalni. UkaZete tak, Ze ne kaZda ekviafinita ma matici A ortogondlni, tj. Ze ne
kazZda ekviafinita je shodnosti.

PRIKLAD 6.7. Ukazte, Ze

sine  cos«

R(a) = [

cosSa —Ssin o ]
)

matice otoceni kolem pocatku soustavy souradné o uhel o, je ortogonalni matice.
Spocitejte jeji determinant.
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7 Kolmost vektorovych podprostort

Studium této kapitoly je dobrovolné.

Od kolmosti dvou vektori nyni prejdeme ke kolmosti dvou vektorovych podpro-
storti. Budeme se zabyvat otazkou, kdy jsou dva vektorové podprostory na sebe
kolmé a jak to pozname. Zacneme tim, ze stanovime, jak urcit kolmost jednoho
vektoru k podprostoru.

7.1 Kolmost vektoru k podprostoru

A

Obrézek 32: Vektor @ kolmy k podprostoru V = [by, by]

Definice 20 (Kolmost vektoru k podprostoru). O vektoru @ tekneme, Ze je kolmy
k vektorovemu podprostoru Vi, prave kdyZ je kolmy ke kazZdému vektoru z tohoto

podprostoru. Znacime
u Ll V.

Uvedena definice ndm nedava primy navod, jak o kolmosti vektoru k vektorovém
podprostoru rozhodnout. Vektorti je ve vektorovém podprostoru nekone¢né mnoho
a ovéreni kolmosti daného vektoru ke kazdému z nich je proto nerealné. Nastésti
vsak vime, ze kazdy vektor z vektorového podprostoru lze vyjadrit jako linearni
kombinaci vektori jeho béaze, a baze uz ma konecny pocet vektori (viz Obr. 32)).

Véta 21 (Kritérium kolmosti vektoru k podprostoru). Vektor i € V,, je kolmy k pod-
prostoru Vi, cC'V,,, jestlize je kolmy ke vSem vektorim jeho baze {b1,bo,...,b;}.

Dikaz. Podle definice 20 je vektor 4 € V;, kolmy k podprostoru V. cc V,, prave tehdy,
kdyz je kolmy ke kazdému vektoru v € Vj, tj. kdyz pro kazdy vektor v € V. plati

i-0=0. (92)
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Protoze Vi, = [b1, b, ..., by ], mizeme kazdy vektor @ € Vj, vyjadiit jako lineérni kom-
binaci U = vlgl + 11252 +oe vkgk. Po dosazeni do (92) a roznésobeni tak dostavame
rovnost

’Ulﬂ'gl+’02ﬂ'52+---+?)kﬂ-5k=O, (93)

ktera je urcité splnéna, jestlize je vektor u kolmy ke vsem vektortim baze 51, 52, s Bk,
tj., jestlize

U-by=U-by=---=1-b, =0. (94)

]

7.2 Kolmost dvou podprostort

Kolmost vektoru k vektorovému podprostoru vyuzijeme v definici a pri urceni kol-
mosti dvou vektorovych podprostorti.

Obrazek 33: Dva kolmé podprostory

Definice 21 (Kolmost vektorovych podprostorti). Dva vektorové podprostory V,., Vi cc
V,, 3sou na sebe kolmé, jestlize v kazdem z nich existuje vektor, ktery je kolmy k dru-
hému podprostoru. Znacime

Vi LV

P1i rozhodovani o kolmosti dvou konkrétnich vektorovych podprostort danych svymi
bazemi budeme vyuzivat ,nutnou a postacujici podminku kolmosti dvou podpro-
stori®, ktera je formulovana v nasledujici véte 22 Nez ji uvedeme, objasnime si jeji
smysl (a tim i myslenku jejiho dikazu, ktery prenechame ¢tenari) na prikladu dvou
podprostortd dimenzi 2 a 3.
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PRIKLAD 7.1. Rozhodnéte, za jakijch podminek jsou na sebe kolmé podprostory
Vy = [{d1,d2}], Vs = [{b1, 2,03} ]

Reseni: Dle definice 2] jsou dané dva vektorové podprostory Vs, V3 na sebe kolmé,
jestlize v prostoru V5 existuje néjaky vektor Z, ktery je kolmy k podprostoru V3, a
zaroven v podprostoru V3 existuje vektor 4 kolmy k prostoru V5. K popsani téchto
skutecnosti vyuzijeme tvrzeni véty 211 (,,vektor je kolmy k podprostoru, jestlize je
kolmy ke vSem vektortim jeho baze“).

1. Existuje vektor z € V5, ktery je kolmy k V3.

Jestlize vektor ¥ nalezi podprostoru V5, mizeme ho psat jako linedrni kombinaci

vektord jeho baze T = x1dy + xodo. Dle véty 1] je vektor Z kolmy k podprostoru V3,

jestlize je kolmy k vektorim jeho baze b1, b, b3, tj., jestlize jsou splnény rovnice
53'61 =331(_i1'61 +$2a2'51 =0,

'62 = 331&1 '62 + 3}262 . 52 = 0, (95)

'bg=$1a1'bg+$2a2'b3=0.

&

&

Homogenni soustava (05) mé netrividlni feSeni pravé tehdy, kdyz jeji matice

Gy -by ds- by
Ar=| d1-Bo ds-bo (96)
dy-bs - bs

ma hodnost mensi nez 2.
2. Existuje y € V3, ktery je kolmy k V5.

Jestlize vektor ¢y nalezi podprostoru V3, mizeme ho psat jako linearni kombinaci
vektort jeho baze ¢ = y1b1 +y2b2 + ygbg Dle véty 21] je vektor 4 kolmy k podprostoru
Vs, jestlize je kolmy k vektortim jeho baze dq,ds, tj., jestlize jsou splnény rovnice

§ -y =yiby - dy + yabe - Gy +ysby -1 = 0
B (97)
Y- dg =yiby - g + yoby - do + y3bs - d2 =0
Homogenni soustava (O7) ma netrividlni feseni pravé tehdy, kdyz jeji matice
Gy by dy-by dy-b
Ay = ay-9p ap-02 ap-93 (98)

g by do-by dg- b3
mé hodnost mensi nez 3 (coz je v tomto pripadé urc¢ité splnéno).

Vidime, zZe pro kolmost podprostori V5, V3 jsou rozhodujici hodnosti matic Aq, As.
Protoze Ay = AT a h(As) = h(AT), stac¢i uvazovat jenom jednu z téchto matic,
napriklad As, kterou v souladu s nasledujici vétou oznac¢ime G. Aby byly podprostory
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V4, V3 na sebe kolmé, tj. aby mély obé uvedené soustavy (08]), (O7) nenulova fesent,
musi byt hodnost matice

ap-by ap-be ap-b3

G = (99)

dg-by dg-by dg- b3
mensi nez 2. V obecném pripadé bychom rekli, ze hodnost takovéto matice musi
byt mensi nez minimum z dimenzi posuzovanych vektorovych prostori, jak uvadi
nasledujici véta.

Véta 22 (Nutné a postacujici podminka kolmosti dvou podprostort). Dva vektorové
podprostory V, a Vi s bazemi {ay,a9,...,a,} a {b1,ba,...,bs} jsou na sebe kolmé
prave tehdy, kdyzZ pro hodnost matice

ap by ap - by dy - by
q = g - by ag - by as - by

plati
h(G) < min(r, s).

PRIKLAD 7.2. Rozhodnéte, zda jsou dané vektorové podprostory prostoru R na
sebe kolme:

a) Vo=[(1,0,1,1),(0,2,-1,1)], V5=1[(0,1,0,1),(1,0,-1,2),(1,2,1,-2)],

b) Vo =[(1,1,2,-1),(3,0,1,-1)], V53=[(1,0,1,2),(2,-3,2,2),(1,1,1,-2)],

c) Vi =1[(1,0,-1,2)], V3=[(0,1,2,1),(1,3,-1,-1),(2,1,0,-1)].

Poznamka. Zvlastni kategorii vzajemné kolmych podprostori daného vektorového
prostoru V,, tvori tzv. totalné kolmé podprostory. Jedna se o dvojice podprostori,

které jsou kolmé a soucet jejich dimenzi je pfitom roven n. Rikdme, Ze tyto podpro-
story jsou vzajemné svymi ortogonalnimsi doplnky.

7.3 Ortogonalni doplnék vektorového podprostoru

PRIKLAD 7.3. Urcete mnozinu vsech vektori z Vs, které jsou kolmé (ortogondini)
k vektoru i = (2,1,-3).

Reseni: Hleddme mnozinu W ¢ V3, pro kterou plati: Vi e W; @ -z = 0, tj. mnozinu
vSech feSeni homogenni rovnice

2.%1 + T — 3%3 = O, (100)
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kde x1, 9, 23 jsou souradnice vektoru Z. Rovnici (I00) mizeme uvazovat jako ,sou-
stavu®“ jedné rovnice o trech neznamych. Potom dvé ze tii neznamych, napt. z; a x3
nahradime redlnymi parametry a zbyvajici neznamou xo dopocitdme. Dostaneme

T3 =S, (101)
To=-2r+3s; r,seR

a hledanou mnozinu W zapiseme ve tvaru
W ={(r,-2r+3s,s);r,s € R}. (102)

Protoze W = {(r,-2r+3s,s);r,s € R} = {r(1,-2,0) +s(0,3,1);7, s € R}, mizeme W
psat jako linearni obal dvojice vektoru (1,-2,0), (0,3,1),

W =1[{(1,-2,0),(0,3,1)}]. (103)
Potom je, jak jiz vime, W vektorovym podprostorem V3,
W cc V3.
Pokud budeme uvazovat také podprostor generovany vektorem 1,
U=[{(21,-3)}], (104)

tvori U, W dvojici vzajemné se ortogonalné doplnujicich podprostorii vektorového

Obrézek 34: U = [{(2,1,-3))}],W = [{(1,-2,0),(0,3,1)}]
prostoru V3 (viz Obr. B4), znacime
U=w+ W=U"

a Cteme ,podprostor U je ortogonalnim doplnkem podprostoru W*, resp. ,,podpro-
stor W je ortogonalnim doplinkem podprostoru U*.
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Poznamka. Ve vektorovém prostoru dimenze 3 je ortogonalnim doplinkem roviny
(presnéji vektorového prostoru dimenze 2) primka na ni kolma (vektorovy prostor
dimenze 1, jehoZ vektory jsou ortogonalni se vSemi vektory té roviny) a ortogonalnim
doplikem primky je naopak rovina.

Definice 22 (Ortogonalni doplnék vektorového podprostoru). Ortogondlnim doplri-
kem wvektoroveho podprostoru Vi cC V,, rozumime mnozZinu vsech vektorid kolmiych
(ortogonalnich) k Vi. Znacime V'

Ortogonalni doplnék vektorového podprostoru je vektorovy prostor a jeho dimenze
je n — k. Dtkaz toho, zZe se jedna o vektorovy prostor prenechame ctenari. Staci na

danou mnozinu uplatnit vétu[@ (o urceni vektorového podprostoru). Zde se zaméfime
jenom na tdaj o dimenzi n — k podprostoru V,*.

Véta 23 (Dimenze ortogonédlniho dopliku). Je-li V}; podprostor vektorového prostoru
Vi, je jeho ortogondlni doplnek V- vektorovy prostor dimenze n —k.

Diikaz. Necht Vi, = [dy, do, ..., dg], kde dq,ds, . . ., Gy je ortonormélni baze. Potom pro
kazdy vektor @ = (x1,x2,...,2;) € V; musi platit d;-2 =0; ¢ =1,2,..., k. Dostavame
tak homogenni soustavu k rovnic o n neznamych

a11xr1+apxe + -+ ainTy = 0,
911+ a99xo + -+ + QonTy = 0, (105)
Ap1T1 + ApaTo + - + ATy = 0,

jejiz matice ma hodnost k (jeji radkové vektory d;,i =1,2,...,k jsou ortonormélni,
proto jsou dle véty [[9linedrné nezavislé). Z n neznamych je tedy k zakladnich a n—k
volnych. Proto musime pouzit n — k parametri a mnozinou vsech reseni soustavy,
tj. ortogonalnim doplikem prostoru V}, je tak vektorovy prostor dimenze n—k. [

Poznamka. Z vyse uvedeného vyplyva, ze soucet dimenzi dvou vektorovych pod-

prostorti prostoru V,,, které jsou vzajemné svymi ortogonalnimi dopliky, je n. Tj.
pro V., ViccV,, kde V, =V} (a tedy také V= V1), plati

r+s=n.

Jak bylo uvedeno jiz v poznamce na strané 7], rozlisujeme podprostory kolmé (V, L
Vi) a podprostorytotdlné kolmé (V, = Vi a Vs = V1), Pritom prostory totalné kolmé
jsou zaroven i kolmé, avsak naopak to neplati. Ne kazdé kolmé prostory jsou zaroven
také totalné kolmé.

PRIKLAD 7.4. Uvedte pfiklad vektorovych podprostord, které jsou kolmé, ale
nejsou totalnée kolme.

Reseni: Napiiklad dvé na sebe kolmé roviny p: 2 =0 a o :y =0 v prostoru V3 jsou
kolmé, ale nejsou totdlné kolmé (soucet jejich dimenzi je 4, tj. vétsi nez dimenze
,2materského“ prostoru V3), viz Obr. B3l
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Obréazek 35: Roviny p: 2z =0, o :y =0 jsou kolmé, ale nejsou totalné kolmé
8 Orientace baze vektorového prostoru

Rozlisujeme pravotocivou (téz kladnou) a levotocivou (téz zapornou) béazi vektoro-
vého prostoru.

Vyznam pojmi kladnd a zapornd lorientace je v souladu s tim, jak je pouzivame
napriklad v planimetrii pri nanaseni orientovanych thli. Kladny smysl ma pohyb
proti sméru pohybu hodinovych rucicek, zdporny smysl pak je prisouzen pohybu ve
sméru pohybu hodinovych rucicek. Pohyb v kladném smyslu je pravotocivy, pro-
toze ho, velmi zjednoduSené recend, mizeme v daném sméru prirozené realizovat
prsty pravé ruky. V pripadé pohybu v zaporném smyslu pak hovotrime o levotocivem
pohybu, protoze prirozené pouzijeme levou ruku.

Uvazujme bazi (pro jednoduchost ortonormélni) {4, %} prostoru Vs. Jak vidime na

<i
<l

u u
Obrazek 36: Pravotociva (vlevo) a levotociva (vpravo) baze prostoru Vs

Obr. 36, vektory u,? muzeme v roviné usporadat dvéma zpusoby, pro které je ty-
pické, ze chceme-li prejit od jednoho k druhému, nestaci nam vektory pootocit,
musime pouzit osovou soumérnost. Podle smyslu prechodu od vektoru u k vektoru v
oznacujeme tyto konfigurace vektori i jimi tvofené baze jako pravotocivou (kladny
smysl, Obr. 36|, vlevo), respektive levotocivou (zdporny smysl, Obr. 36, vpravo). Pro

SExaktnéjsi pojednani o pravidlech pravé a levé ruky viz napi. Wikipedia: Right hand rule|
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pravotocivé baze pouzivame téz oznaceni kladné baze, pro levotocivé pak zaporné

baze.

1. UvaZzujme béazi {4, 9,0} vek-
torového prostoru V3. Vektory u, v, mtzeme opét usporadat dvéma zplisoby, mezi
kterymi nelze prejit pouhym otocenim, ale musime pouzit soumérnost podle roviny.

Stejné rozdélujeme baze v trojrozmérném prostoru

Konfiguraci, v niz pti prechodu mezi vektory v poradi 4,9, w postupujeme v klad-

Obrazek 37: Pravotoc¢iva (vlevo) a levotociva (vpravo) baze prostoru Vj

ném smyslu, nazyvame pravotocivou (téz kladnou) bazi (Obr. 31, vlevo), konfiguraci,
v niz postupujeme v zaporném smyslu, nazyvame levotocivou (téZ zdpornou) bazi

(Obr. B, vpravo).

Vektorovy prostor, v némz pouzivame takto orientované baze, nazyvame orientovany
vektorovy prostor.

8.1 Matice prechodu mezi dvéma bazemi

Studium této kapitoly je dobrovolné.

Maéame-li ve vektorovém prostoru zavedeny dveé baze, mizeme souradnice vektoru
vzhledem k jedné z nich prevést na souradnice tohoto vektoru vzhledem k druhé
z nich pomoci tzv. matice prechodu mezi bdzems, jak ukazuje nasledujici priklad 8.1l

Kazda matice prechodu mezi dvéma bazemi je reguldrni (proc¢?) a tak je jeji
determinant rizny od nuly. Pokud je kladny, jsou prislusné baze stejné orientované
(tj. obé jsou kladné, nebo jsou obé zaporné), pokud je determinant matice prechodu
zaporny, jsou prislusné baze opacné orientované (tj. jedna je kladnd a druhd je
ZAporna).

PRIKLAD 8.1. Vektor i € Vs je ddn soufadnicemi iip = (u},uy) vzhledem k bdzi
B ={by,by}. Urcete jeho soutadnice g = (uy,usz) vzhledem k bazi A = {dy,ds}.

'Pojem orientace baze a vektorového prostoru se d4 samoziejmé zavést obecné pro vektorové prostory dimenze
n, viz [1] PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich ttvari, Ceské Budgjovice, Jiho¢eskd univerzita v C. B.,
dostupné na adrese http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy / Analyticka.pdf, str. 105-107
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Reseni: Vektory by, by baze B samoziejmé patii do vektorového prostoru V5, mizeme
je proto vyjadrit jako linedrni kombinace vektoru dq, do baze A

b1 = p11d;1 + p12da,

. ~ _ (106)
by = pa1dy + pa2ds.

Pokud soustavu (I06) napiSeme v maticovém tvaru

[él]:[pll pl?]-léll, (107)
by P21 P22 dy
figuruje v ném tzv. matice prechodu of baze A k bazi B

P11 P12
P(A,B) = : 108
( ) [le D22 ] (108)

Vektor 4 zapiseme jako linearni kombinace vektori obou danych bazi
U= ulél + UQC_iQ = Ullbl + Uébg
a za vektory by a by dosadime vyrazy z rovnic (L06))
— - / — — / — —
u1dy + ugdy = uy (p11G1 + prada) + us(pa1dy + pa2da).
Po tpravé dostaneme rovnici
— - / / - / / -
U1y +ugdy = (U)p11 + uspa1)dy + (U P12 + usPa2 ) da,
v niz porovname sobé odpovidajici koeficienty u vektort d., ds na levé a pravé strané.
Vyslednou soustavu
- /
U1 = Up11 + UgP21
had / /
Uz = UP12 + UgP22

potom mizeme zapsat maticovou rovnici, v niz figuruje matice prechodu od baze A

k bazi B (I0R)

P11 P12
up up | =\ u) ul : 109
[1 2] [1 2][]9211022] (109)
nebo schematicky pomoci danych vektorta
ug=tp-P(A,B). (110)

PRIKLAD 8.2. Vektor @i md vzhledem k bdzi M = {1, s, 3} vektorového pro-
storu V3 souradnice iy = (2,1,-3). Urcete jeho soutadnice iy wvzhledem k bdzi
N = {ﬁl,ﬁg,ﬁgg}, jestlz’zve plati: T_f’Ll = 4?_’21 — 2?_’22 — ’ﬁg, TT’LQ = —3?_’21 + ﬁg + 2?_’23, ’ﬁlg =
—2’7L1 - 37_7:2 + 11’7L3
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Reseni: Ze soustavy rovnic
my =4n, — 2n9 — 113,
T_flg = —?)ﬁl + ﬁg + 2%3,

T_flg = —27_7:1 - 3’7L2 + 117_7:3

ziskdme matici prechodu od baze N k bazi M

4 -2 -1
P(N,M)=|-3 1 2 |,
~2 -3 11

kterou dle (II0) vynasobime zprava vektor iy, = (2,1, -3), abychom dostali hledané
soutradnice vektoru # vzhledem k bazi N

4 -2 -1
iy =(2,1,-3)-1 -3 1 2 [=(11,6,-34).
—2 -3 11

PRIKLAD 8.3. Najdéte matici prechodu od bdze M k bdzi N a naopak, od N k M,
jestlize M ={(1,1),(0,2)}, N ={(2,1),(1,2)}.

Reseni: Podle (I07) mizeme psat N = P(M,N) - M. Po dosazeni za M a N tak

dostaneme maticovou rovnici [ i ; ] = P(M,N) [ é 9

] , jejimz resenim je matice

2

P(M,N) = [ X

_1
I ] Protoze pro matici P(N, M) plati podle (I07) rovnice M =

|

PRIKLAD 8.4. Najdéte matice prechodu mezi uvedenymi (ortonormdlnimi) bd-
zemi E = {é1,é}, F ={f1, [} vektorového prostoru Vs.
CI,) él = (170)7 é>2 = (07 1)7 fl = (%? \/L§)? f2 = (_%7 %)a

b) €1=(1,0), & = (0,1); J?l = (%v%)a fz = (%,—%),

[\

WIkW—

1
P(N,M) - N, je ztejmé, ze P(N,M) =P(M,N)~! = [ _32
3

Reseni: . - , ,

ad o) P(E,F)=| § ,P(F,E)=[?5 _175],
L V2 V2 V22
—L L -

ad b) P(E,F)=| 2 V2 |, P(F E)=P(E,F).
| 5 T

Poznamka. Matice prechodu mezi dvéma ortonormalnimi bazemi je ortogonalni.
Jeji determinant je roven 1 (prislusné baze jsou souhlasné) nebo -1 (prislusné baze
jsou nesouhlasné).
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