9 Vektorovy soucin
Vektorovy soucin je operace definovana ve vektorovém prostoru dimenze 3, do které
vstupuji dva vektory (tj. bindrni operace) a jejimz vysledkem je vektor na tyto

dva vektory kolmy (viz Obr. B8). Vektorovy soucin vektoru 1,7 zapisujeme 1 x .
Vysledny vektor téz nazyvame vektorovy soucin. Zobecnénim vektorového soucinu

w = (0, 0, 5)

v={(12 0)

u=(2 1,0)

Obrazek 38: Vektorovy soucin w = i x 9

pro prostory dimenze n je tzv. ortogonalni dopinek n-1 vektori, operace, do niz
vstupuje n — 1 vektort a jejimz vysledkem je jeden vektor na vSechny tyto vektory
kolmy.

Formuli pro vypocet souradnic vektorového soucinu @ x ¥ odvodime na zakladé na-
sledujicich ti1 pozadovanych vlastnosti vysledného vektoru (viz Obr. [39):

o (0, 0, 6)
v=(1,2 0)
:@’
u=(3,0,0)

Obrazek 39: |w| = |u||o|sin ¢

i. Vektorovy soucin 4 x ¢ je kolmy (ortogonélni) k vektorim u a 9, tj.
(i x7)- (111)
(i x v) - (112)

@¢ m
e; §¢
II

m §¢

ii. Vektorovy soucin u x ¥ tvofi spolu s nezavislymi vektory @ a v pravotocivou
bazi.
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iii. Velikost (norma) vektoru 4 x ¥ je rovna obsahu rovnobézniku vymezeného vek-
tory u a v, tj.

i x 3| = |i]|3] sin . (113)

Nejprve si uvédomime, jaké disledky plynou z uvedenych vlastnosti pro pravotocivou
ortonormalni bazi vektorového prostoru V3. Uvazujme naptiklad kanonickou baz
a oznacme si jeji vektory i, 7, k. Protoze jsou tyto vektory (i) na sebe kolmé, (ii)
tvori pro nezavislé 4 a ¢ pravotoCivou bazi a (iii) obsah rovnobézniku (¢tverce)
vymezeného kazdymi dvéma z nich je 1, je zrejmé, ze plati:

ixj=k Exi=j, jxk=1, (114)
Jxi=—k, ixk=-j, kxj=—i, (115)
ixi=0, jxj=0, kxk=5 (116)

Vektory w,v € V3 nyni vyjadiime pomoci vektort této ortonormalni baze
ﬁ:u15+u23+U3/%, v =U1§+’Uzj+?)gl¥?,
zapiseme jejich vektorovy soucin
UXV= (ul%> + Uzj + Ugl_{}) X (?)1%> + ’025t + Ugl_{?),

ktery za predpokladu platnosti prislusného distributivniho zdkona roznasobime

’L_ZX?_j:’LLlUliXi+U1’Ug’é><j+’LL1’Ug’é><]ﬂ+

+ UV1J X 1+ UgV2] X J + UgU3] X k+

+ u;;’Uﬂ;} X ; + U3UQZZ X } + u;),vg]% X ]:3
a s pouzitim vztaht (I14), (I15), (I16) zjednodusime na tvar
UXV= (’LL2’03 - ’LL?)UQ)%> + (U3’Ul - ’LLl’Ug):]: + (’LL1’02 - u2v1)%. (117)

Z (II7) vyplyva, ze vektorovy souéin @ x ¥ vektort i = (uq, ug,us), ¥ = (v1,v9,v3) je
vektor, fikejme mu treba w0, jehoz souradnice vypocitame ze souradnic vektort o, v
takto

W=UX0= (Uz’l]g — U3V, U3V — UIV3, U1V — ’LLQ’Ul). (118)

Nyni si ovéfime, ze vektor @ definovany (I18) skutecné spliiuje ony ti vyse uvedené
pozadavky i-iii.

—

ad 1) Ovéfime splnéni podminek ortogondlnosti vektori @ a u, resp. @ a ¥

= (ﬁ X ’17) U = U2V3UT — U3V2UT + U3V U2 — U V3U2 + U1VU3 — U2V1U3 = 0.

~J]

W -
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—

W0 = (Ux0) -0 =ugvzvy — UzVaU] + UgV1Vg — U V3V2 + U VoV3 — U1 V3 = 0.
ad ii) Pro ovéreni, ze vektory @,v,%w = @ x U tvori kladnou bazi dosadime za i a
¥ vektory kanonické baze ¢ = (1,0,0) a 7 = (0,1,0). Podle (II8) je potom ¢ x j =
(0,0,1) = k. Vektorovy soucin skutec¢né tvori spolu s danymi dvéma vektory kladnou
bazi.
ad iii) To, ze vektor @ = i x ¥ definovany vztahem (II8) ma normu |t x| = |i[7]sin ¢,
prokazeme dosazenim souradnic prislusnych vektori. Pred tim vsak jesté obé strany
této rovnosti umocnime na druhou

[@x O = [af*[of sin® o,
a vhodnou tpravou s vyuzitim vztahu pro vypocet odchylky dvou vektorii se zbavime

goniometrické funkce sin

-

@ x 9 = [a[o]* (1 - cos® ),

S 2 1121412 15120012 a2

@ % 0| = [a*[o]” - |al*[o] cos™ ¢,

i x 6| = |al]6])* - (- 9)% (119)

Unavné vypocty pii dosazeni souradnic vektort do posledni rovnosti a ovéreni jeji
platnosti provedeme v programu wxMaxima.
Nejprve nacteme balicek funkci ,,vect pro pocitani s vektory a zadame souradnice
vektort 1,9, w (vektorovy soucin je v Maximé reprezentovan symbolem ~, vysledek,
jak vidime, odpovidé formuli (118))
(%1i1) load(vect)$

(%12) u:[ul,u2,u3]; v:[vl,v2,v3]; w:express(u™v);

(%02)  [ul,u2,u3]
(%03)  [vl,v2,0v3]
(%04)  [u2v3 —=u3v2,u3vl —ulv3,ulv2 —u2vl]

Poté zapiseme vztah (I19) a odectenim porovname jeji levou a pravou stranu.
(%15) Rovnice: (w.w)=(u.w)*(v.v)-(u.v)"2;

(%05)  (u2v3 —u3v2)” + (u3vl —ulw3)” + (ulv2 - u2vl)® =
(u3? +u2? +ul?) (v3? +v2% + v1?) = (u3v3 + u2v2 + ul v1)’

(%16) expand(lhs(Rovnice)-rhs(Rovnice));

(%06) 0

Vysledek 0 znamend, Ze se obé strany (I19) rovnaji. Platnost vztahu (I13]) pro vektor
W definovany formuli (II8) je tim prokézana.
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9.1 Vypocet vektorového soucinu

Vime, ze vektorovy soucin @ = i x ¥ vektoru 4 = (uy, us, u3), ¥ = (vq,v9, v3) je vektor,
jehoz soufadnice jsou dany vztahem (viz téz (1))

—

W=UX0= (’LL2’03 — U3V, U3V — UIV3, U1V — ’LL2’01). (120)

Neni vSak nutné si tento vztah pamatovat a souradnice vektorového soucinu pocitat
dosazenim do néj. Ukazeme si zde neékteré jednodussi zplisoby jejich vypoctu. Zac-
neme tim, ze si vSimneme, ze vyrazy pro jednotlivé souradnice vektorového soucinu
v (I20) se daji zapsat ve formé determinant matic fadu 2, které obsahuji souradnice
danych vektord 4 a v

N Ug U3 Up us Uyp Uz
Uxv= ,— : : (121)
V2 U3 U1 U3 U1 Vg

Po rozepsani pomoci vektoru kanonické baze dostaneme rovnost

dxp=| 2 WG g g (122)
U2 U3 U1 U3 U1 U2
Uy U U3
jejiz pravou stranu muzeme interpretovat jako rozvoj determinantu | vi ve 3
ik
podle posledniho tadku. Zapis vektorového soucinu vektort 4 = (uy,us,ug), U =
(v1,v9,v3) ve formé tohoto determinantu se snize pamatuje a prindsi i podstatné
zjednoduseni vypoctu jeho souradnic

U1 U U3
Uuxv=|1v, vy wvs|. (123)
1]k
Bud pracujeme primo s determinantem (I23]), nebo vyuzijeme néktery odvozeny
algoritmus. Jako napriklad ten néasledujici. Souradnice vektort u,? napiseme pod
sebe jako fadky matice (neni nutné psat zavorky), za kterou jesté pripiSeme jeji
prvni dva sloupce

U Uz U3 U U2 (124)
U1 V2 V3 V1 V2

V tomto schématu potom postupné na vybrané dvojice sloupci (2. a 3., 3. a 4., 4.
a 5.) uplatiujeme kriZové pravidlo a poc¢itdme souradnice vektorového soucinu @ x ¥
Up | U2 Uz | U U2

— U2VU3 — U3V2,
Up|v2 U3 |U1 V2

Uy Uz | U3 Uy | U2
—> U3¥V; — U103,
V1 V2| V3 V1| V2

Uy Uz U3 | UL U2
—> U1V — UQV1.
Uy V2 V3|0V V2
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9.2 Vlastnosti vektorového souc¢inu

Vétsinu vlastnosti vektorového soucinu jiz zname. Zde si je souhrnné zopakujeme a
pridame nékolik dalsich.

— —

2) Nezavislé vektory @ a @ tvori spolu s vektorovym soucinem i x ¥ pravotocivou

(1) Vektorovy soucin @ x ¥ je kolmy k vektorim @ a ¢; @ x ¥ L 4, .
( 1

(kladnou) bazi {, 9,4 x ¥}. Jsou-li vektory 1,7 zavislé, je i x ¥ = 6.

(3) Vektorovy soucin 4 x ¢ neni komutativni; @ x ¥ = —(0 x ).

(4) Distributivnost vzhledem ke s¢itani vektort; (4 + 0) x w0 =4 x W + U x W0

(6) Velikost (norma) vektoru % x @ je rovna obsahu rovnobézniku vymezeného vektory

—

)
)
(5) Asociativnost vzhledem k nasobeni skalarem; (cti) x ¥ = 1 x (¢v) = (1 x ¥)
)
a v;

U
| x ¥ = |u]|v] sin . (125)

Dle (I19) plati pro druhou mocninu normy vektorového soucinu

L2 - u? uv
ixa = PP - @)= | 5% |, (126)
kde | & 7;“2} je tzv. [Gramuv determinant vektort 4, 0. Vztah | x 9|? = v 7;“2}
U U O

je potom specidlnim piipadem tzv. [Lagrangeovy identiti?

9.3 Uziti vektorového soucéinu

S riznymi aplikacemi vektorového soucinu se budeme setkavat v dalSich partiich
této publikace. Zde si uvedeme dva ptiklady - vypocet obecné rovnice roviny dané
jednim bodem a dvéma nezavislymi vektory a vypocet obsahu trojihelniku daného
souradnicemi jeho vrcholi.

PRIKLAD 9.1. Rovina p je dina bodem A = [-3,2,1] a dvéma nezdvisljmi vektory
=(-1,1,2) a ¥ = (-1,-3,2), urcete jeji obecnou rovnici.

!Tato skuteénost nam dovoluje uréit smér vektorového soudinu % x ¥ pomoci jpravidla pravé ruky: Pravou ruku
umistime malikovou hranou do roviny vektort i, ¥ tak, aby smér prsti odpovidal potradi, v némz je nasobime (v pfipadé
@ x 0 sméruji od @ k ¥), potom ma vztyéeny palec smér vektorového soucinu @ x ¥.

2Viz [1] PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich ttvari, Ceské Budd&jovice, Jihodeska univerzita v C. B.,
dostupné na adrese http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy /Analyticka.pdf, str. 114-115.
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Resgeni: Obecnd rovnice roviny ma tvar az+by+cz+d = 0, kde (a, b, ¢) jsou soufadnice
vektoru kolmého k této roviné, rikdme mu normalovy vektor a znacime ho n. K
vyreSeni prikladu tak staci najit jakykoliv normalovy vektor roviny p, pouzit jeho
soutradnice jako koeficienty a, b, c v obecné rovnici p: ax + by + cz + d = 0, dosadit za
x,y, z souradnice bodu A a dopocitat hodnotu koeficientu d.

Vzhledem k vlastnostem vektorového soucinu pouzijeme jako normalovy vektor

roviny p vektor
n=uxv=(1,0,3)x(7,-1,2) = (8,0,4).

(viz Obr.H0). Rovina p je tedy déna rovnici ve tvaru 8x+4z+d = 0, kde d dopocitame

u=(1,1,2)

==

: \

Y

Obrazek 40: =1 x v = (8,0,4)

po dosazeni souradnic A. Z pfislusné rovnice 8- (-3) +4-1+d = 0 dostavame d = 20.
Odpovidajici rovnici 8x + 4z + 20 = 0 potom muzeme jesté vydélit 4 a dostaneme
zékladni tvar obecné rovnice roviny p: 2z + 2+ 5 = 0.

Poznamka. U norméalového vektoru nam jde o jeho smér, nikoliv velikost. Proto
jsme mohli délit 4 jiz souradnice vektoru i x? = (8,0,4) a nadéle pracovat s vektorem
n=1(2,0,1).

PRIKLAD 9.2. Vypoctéte obsah trojihelniku ABC s vrcholy A = [7,3,4], B =
[1,0,6], C = [4,5,-2].

Reseni: Velikost (norma) vektorového soucinu @ x @ je rovna obsahu rovnobézniku,
ktery je vymezen vektory u, v

S<> = |1_Z X 1_5|
Potom obsah trojuhelniku ABC' spocitame jako polovinu velikosti vektorového sou-
¢inu 4 x 0, kde = B- A, 0 =C - A (viz Obr. &I))

1 1
Sa = 5l x 0] = 5|(=6,-3,2) x (-3,2,-6)| = 5\/142 +(—42)2 + (-21)2 = 24,5.

1
2
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Obrézek 41: Obsah trojuhelniku ABC' je roven i|i x 9|

PRIKLAD 9.3. Vypoctéte obsah trojihelniku ABC; A = [-1,1],B =[2,3],C =
[1,4].

Reseni: Pro feseni tohoto tkolu je nejsnazsi pouzit vnéjsi soucin (téz smiseny sou-
¢in), jak uvidime v kapitole[I0l Vypocet pomoci vektorového soucinu vSak neni nijak
obtizny a navic se ukaze, ze oba postupy spolu souviseji. Rovinu, v niz se nachazi

w=(0,0,5)

B=(2 3, 0)

Obrézek 42: Obsah trojuhelniku ABC' je roven i|i x 9|

dany trojuhelnik jednoduse chapeme jako podprostor bodového prostoru dimenze
3. Tento prechod do prostoru vyssi dimenze nejjednoduseji vyresime tak, ze rovinu
ABC ztotoznime se souradnicovou rovinou zy, tj. souradnice danych bodi zménime
z usporddanych dvojic na trojice pridanim 0 jako ttfeti slozky; A = [-1,1,0],B =
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[2,3,0],C =[1,4,0] (viz Obr.[42)). Potom k vypoctu obsahu trojuhelniku ABC' pou-
zijeme vektorovy soucin stejné jako pri feseni prikladu@.2l Obsah trojuhelniku ABC
vyjde 2, 5.

9.4 Ortogonalni doplnék n-1 vektori v prostoru V,,
Studium této kapitoly je dobrovolné.

Zobecnénim vektorového soucinu do prostoru V), je ortogondlni dopinék n — 1
vektori. Timto pojmem rozumime jeden wvektor, ktery je kolmy ke vSem danym
n—1 vektorim z V,,. Vektorovy souc¢in bychom tedy mohli nazyvat také ortogondalni
doplnek 2 vektoru v prostoru Vs.

K zobecnéni vektorového soucinu do prostoru dimenze n pouzijeme jeho zapis
(123) ve formé determinantu.

Definice 23 (Ortogonélni doplnék n-1 vektorti). Ortogondlnim doplikem n—1 vek-
tord d; = (a1, Gioy - Q). 1 = 1,2,....,n =1, jejichZ soutadnice jsou udany vzhledem
k ortonormalni bazi {€1,és,...,€,} vektorového prostoru V,,, nazgvame vektor, ktery
je vysledkem rozvoje determinantu

ail a2 -t Qip
a1 Qg2 - Q2p
(127)
Ap-11 QAp-1,2 - Ap-1n
é1 &y e,

podle n—teho radku. Znacime ho

Eil X ZLQ X ... X C_in_l.

Poznamka. Podle definice 23 a podle véty o rozvoji determinantu! pro ortogonalni

doplnek n — 1 vektort dy,do, ..., d,_1 plati
ai a2 0 Alp
a21 Q22 0 A2p
Ay X 49 X ... X Qp_q1 = =A161 + Agéy + ... + A,E,.
Qp-11 Ap-12 - Gp-1n
€1 €9 €,

Potom ale miizeme Ttici, ze ortogonalni dopln€k uvedenych n — 1 vektori je vektor,
jehoz slozkami jsou algebraické dopliky prvki posledniho fadku determinantu (I27)

C_il X ELQ X ..o X an_l = (Al,AQ, ,An)

'Dle véty o rozvoji determinantu je Yj_q aix - Aji = §;j-det A, i,5 =1,2,...,n, kde &;; je tzv. Kroneckerovo delta,
pro které plati, ze d;; =1 proi=j a d;; =0 pro ¢ # j.
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9.5 Vlastnosti ortogonalniho doplnku n -1 vektora

Vlastnosti ortogonalniho doplitku n — 1 vektort! jsou analogické vlastnostem vekto-
rového soucinu, které jsou uvedeny na strané [108]

-

(1) Ortogonalni doplnék d; x dg x ... x G, je kolmy k vektortim ay, da, ..., dy-1.

(2) Pro vektory dy, do, ..., d,-1 linedrné nezavislé je {dy, da, ..., dy-1,dy X dg X ... X dy_1 }
kladnou bazi V,,.

(3) Pro vektory dy,ds, ..., 4,1 linedrné zavislé je dy x dg x ... X dy,—1 = 0.

(4) Prohozenim potadi dvou vektort se ortogonalni doplnék d; x dg x - -+ x d,,—; méni
na opacny.

—»2 - - - - - -
a7 a1a9 ajas o A1Ap—1
S o >9 S o S o
- - - a‘2a‘1 a a2a3 '” a2an—1 - - —
9 _ 2 _
(5) |d1 xdgx...xdp-1]* = ' =det G(dy,ds, ..., 0n-1),
. o . . . o -9
ap-1a1 Ap-202 Ap-1a3 - a, 1
kde det G(dy,ds, .. .,d,-1) je Gramiv determinant.

9.6 Cviceni: Vektorovy soucin

1. Vypoctéte obsah trojuhelniku AABC; A[-2,-3], B[4,-1], C[1,5].
2. Vypoctéte obsah trojuhelniku AK LM; K[1,0,-2], L[2,3,5], L[-3,4,0].
3. Napiste obecnou rovnici roviny o = (K LM ) pro K[1,0,-2], L[2,3,5], L[-3,4,0].

4. Urcete souradnice paty kolmice spusténé z bodu P[2,1,-3] do roviny p = (ABC)
pro A[1,-3,0], B[2,5,1], C[1,2,1].

Vice o téchto vlastnostech viz [1] PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich ttvari, Ceské Budgjovice,
Jihodeské univerzita v C. B., dostupné na adrese http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry /m/knihy /Analyticka.pdf, str.
106-111.
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