15 Obecna (neparametrickd) rovnice nadroviny

Nadrovinou v afinnim bodovém prostoru A, rozumime jeho podprostor dimenze
n — 1. V afinnim bodovém prostoru A, tak roli nadroviny hraje primka, zatimco
v afinnim bodovém prostoru As je nadrovinou rovina.

Ze stiedoskolské matematiky jiz vime, ze piimku v Ay a rovinu v As lze popsat
jednou algebraickou rovnici, které rikame obecnd rovnice. Naptiklad primka p CC

p:5x—7y+33=0 -5 X (5,-7)

n=
\
A

Obrazek 36: Obecna rovnice piimky p: bx — 7y +33 =0

Ay, kterd je ddna body A = [—1,4], B = [6, 9], m& obecnou rovnicip : bz —Ty+33 =
0, viz Obr. Bal Rovina p CC Aj, uréend body A = [1,1,0],B = [2,-1,3],C =
[0, 1,2], m& obecnou rovnici p : 4x + 5y + 2z — 9 = 0, viz Obr. BTl

—

“_‘k_*__—-——_

Obrazek 37: Obecna rovnice roviny p: 4x + by +22—9=0
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Skutecnost, ze pfimku v A, a rovinu v As lze popsat jedinou rovnici mizeme
zobecnit na pripad nadroviny v afinnim bodovém prostoru A,. Vyuzijeme k tomu
své zkusenosti ziskané resenim soustav linearnich rovnic.

Predevsim vime, Ze mnozina vSech Teseni soustavy m linearnich rovnic o n ne-
znamych

a1 + a12x9 4+ ...+ A1nTy — bl

a9211 + a929x9 4+ ...+ AoanTy — bz

Am1T1 + Qoo + ... + QT = by

je podprostor afinnitho bodového prostoru A, jehoz dimenze je k = n — h, kde h =
h(A) = h(A*) (A je matice soustavy, A* je rozsifend matice soustavy). Pfedstavme si,
ze mame ,soustavu® jediné nehomogenni rovnice o n neznamych (pritom koeficient
u alesporni jedné z nich je rizny od nuly). Potom bodovy prostor jejiho feseni ma
dimenzi k = n — 1, protoze pro takovouto rovnici je ur¢ité h = h(A) = h(A*) = 1.
Kazdou linearni algebraickou rovnici o n neznamych x1, xo, ..., x, ve tvaru

a1 x1 + agxoy + -+ + ayx, +ag =0, (121)

kde a; # 0 pro aspon jedno 2 = 1,2,...n, je tak urCena nadrovina v prostoru A,.

Naopak, kazdy afinni bodovy podprostor A, CC A, lze dle véty 24] na str.
popsat soustavou n parametrickych rovnic (I19) s k£ parametry. V ptipadé nadroviny
se tedy jednd o n parametrickych rovnic s n — 1 parametry. Pokud z jedné z n
parametrickych rovnic vyjadiime parametr, feknéme tieba t;, a ziskanym vyrazem
ho nahradime ve zbyvajicich rovnicich, pfijdeme sice o jednu rovnici, ale také se
o jeden zmensi pocet parametrti. Rikdme, Ze jsme parametr ¢; eliminovali. Pokud
se rozhodneme takto eliminovat vsechny zbyvajici parametry, je ziejmé, zZe na konci
procesu eliminace ndm zustane jedina rovnice ve tvaru (I21), bez parametru, pouze
S neznamymi xq, To, ..., Ty.

Tak jsme ukazali, ze kazdé nadroviné A, ; afinniho bodového prostoru A, je
jednozna¢né piifazena rovnice ve tvaru (I21l), kterou nazyvame obecnou (téz nepa-
rametrickou) rovnici nadroviny.

V nasledujicich paséazich této kapitoly se budeme vénovat metoddm vypoctu
obecné rovnice primky v afinnim bodovém prostoru A, a roviny v prostoru As.
V zavéru pak ziskané poznatky vyuzijeme k zobecnéni do prostoru A,,.

15.1 Obecna rovnice primky v A,

Na konkrétnim ptikladu si ukdzeme nasledujici ¢tyii metody vypoc¢tu obecné rovnice
piimky v As:
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i. Eliminace parametru z parametrickych rovnic primky.
Z jedné z rovnic

p:x=a+ tuy,
y=as+tusteR

vyjadiime ¢ a dosadime do té zbyvajici. Dostaneme rovnici
UoT — Uy — Ugaq + Uras = 0, (122)

kterd je obecnou rovnici piimky p (je ve tvaru rovnice ax + by + ¢ = 0, kde
a = us, b = —uy,c = —usay + uias). VSimnéte si, ze koeficienty u x a y jsou
soufadnice (ug, —u1) vektoru, ktery je kolmy ke smérovému vektoru 4 = (uq, us)
pfimky p, fikdme mu normdlovy vektor, zna¢ime ho 7 (smérovy a norméalovy
vektor piimky viz Obr. [36]).

ii. Dosazeni souradnic danych boda do obecné rovnice.
Je-li pfimka p ddna dvéma svymi body A = [ay, as], B = [b1, bo], dosadime jejich
souradnice do obecné rovnice az + by + ¢ = 0 a vypocitame koeficienty a, b, c
(ty jsou ovSem urceny aZz na nasobek nenulovym realnym ¢islem, protoZe rovnice
ax+by+c=0akaxr+kby+kec=0,kde k € R — {0}, popisuji stejnou pfimku).

iii. Vyuziti linearni zavislosti vektorii nebo nulového obsahu jimi urce-
ného rovnobézZniku.
Z Obr. je patrné, ze pravé jenom pro body X primky p, kterd je urcena
dvéma body A, B, plati, ze vektory B — A a X — A jsou linearné zavislé. Potom

-2
Obrazek 38: Obecna rovnice ptimky; vektory B — A a X — A jsou linearné zavislé

ale matice, jejimiz radky jsou tyto vektory, je singularni, tj. jeji determinant je
roven nule

T—a; Y —a

=0. 123

by —ar by —ay (123)

Upravou (I23) dostaneme obecnou rovnici ptimky p ve tvaru
(b2 — ag)x — (bl — al)y — (b2 — az)al + (bl — al)az = 0. (124)
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Ke stejnému vysledku se dostaneme tivahou zalozenou na vztahu pro vypocet
obsahu rovnobézniku uréeného dvéma vektory (viz (I03) na str. 89). Je ziejmé,
ze rovnobéznik urcéeny vektory B — A a X — A ma obsah

\

rovny 0 pravé tehdy, kdyz bod X lezi na pfimce p urcené body A, B. Tak se
opét dostavame ke vztahu (I23)).

T—a, Y— as
by —a; be —ay

5.~ |

iv. VyuzZiti normalového vektoru.

Ze vztahu (122) a (I24) je patrné, ze koeficienty a,b v obecné rovnici pfimky
p : axr + by + ¢ = 0 jsou souradnicemi vektoru kolmého ke sméru primky p,
tj. normadloveho vektoru této primky. Souradnice normalového vektoru primky
snadno ziskame ze souradnic jejiho smérového vektoru uplatnénim pozadavku
kolmosti téchto dvou vektori, tj. pozadavku splnéni rovnosti « - 7 = 0, (proho-
zenim a zménou znaménka u jedné z nich, vztah mezi smérovym a normalovym
vektorem piimky viz Obr. Bl). Takto ziskané koeficienty a, b dosadime spolu se
soufadnicemi x, y jednoho z danych bodt pfimky do rovnice ax + by + ¢ =0 a
dopocitame hodnotu c.

PRIKLAD 15.1. Urcete obecnou rovnici primky p = [A,B]; A = [-5,3], B =
2, 4].

Resen:

ad i. Vypocitame smérovy vektor piimky « = B — A = (7, 1), napiseme jeji para-
metrické rovnice

p:x=-—-5+Tt
y=3+t teR

a eliminaci (vylouc¢enim) parametru t ziskdme jeji obecnou (neparametrickou) rovnici
p:x—Ty+26=0.

ad 1. Do rovnice ax + by + ¢ = 0 dosadime soufadnice bodi A, B a feSime ptislusnou
soustavu rovnice

—da+3b+c =0,
20 +4b+c =0

s neznamymi a, b,c. Vyjde ndm a = %ﬁc,b = —2—760, kde ¢ € R. Protoze nam jde
o jedno konkrétni feseni, které bude vypadat ,hezky“, volime ¢ = 26 a dostavame
sadu koeficientii a = 1,b = —7, ¢ = 26 pro obecnou rovnici dané piimky

p:x—Ty+26=0.
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ad 4. Do vztahu ([I23) dosadime soufadnice bodu A, B

r+5 y—3
7 1

r+5 y—3
2—(-5) 4-3

N

a spocitame determinant na levé strané. Dostaneme obecnou rovnici dané primky
p:x—Ty+26=0.

ad iv. Vypocitame smérovy vektor piimky @ = B — A = (7,1) a ur¢ime soutfadnice
normalového vektoru 77 = (n1,ny) tak, aby byla splnéna podminka kolmosti

u-n= (7,1)(711,712) :7n1—l—1n2:0

Nejjednodussi je zvolit @ = (ny,n2) = (uz, —u1) = (1,—7). Nyni zndme podobu
prvnich dvou ¢lenit obecné rovnice piimky p : x — 7y + ¢ = 0. Kdyz do ni dosadime
soufadnic bodu A = [—5, 3] (stejné tak mtzeme dosadit soufadnice B), dostaneme
rovnici —5 — 7-3+c = —26 + ¢ = 0, ze které vypocitame ¢ = 26. Opét dostaneme
obecnou rovnici dané primky ve tvaru

p:x—Ty+26=0.

15.2 Obecna rovnice roviny v Aj

Pro vypocet obecné rovnice roviny v As si popiseme Ctyri metody, které jsou analo-
gické s vyse uvedenymi metodami vypoctu obecné rovnice primky v As:

i. Eliminace parametru z parametrickych rovnic primky.
Z, jedné z rovnic

P ZU:a1+SU1+tU1,
Y = ag + Sug + tva,
z=a3+ sus +tvs,; s,t € R

vyjadiime ¢t a dosadime do téch zbyvajicich. To samé potom provedeme s para-
metrem s. Dostaneme rovnici

ar +by+cz+d=0, (125)

kde (po pripadném vydéleni celé rovnice spole¢nym délitelem jejich koeficientit)
a = U3 — UgVs, b = uzvy — Uv3, € = ULV — Ugvy, d = —(ugV3 — UgV2)ay —
(uzvy —ugvz)ag — (ugv9 — ugvy )as. Jedna se o obecnou rovnici roviny p. Vsimnéte
si, ze koeficienty u x, y a z jsou souradnicemi vektorového soucinu @ x v, kde
U = (u1,us, uz) a v = (v, vg, v3), tj. vektoru, ktery je kolmy k roviné p (presnéji
k vektorfim zaméieni roviny p.) Rikdme mu normdlovy vektor roviny a znacime
ho 7 (normalovy vektor roviny viz Obr. B1).
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1.

1il.

Dosazeni souradnic danych bodua do obecné rovnice.

Je-li rovina p dana tfemi svymi (linearné nezavislymi) body A = [a1, ag, as], B =
[b1, ba, b3], C' = [c1, ¢o, c3], dosadime jejich soufadnice do obecné rovnice azx +
by + cz + d = 0 a vypocitame koeficienty a, b, ¢, d (ty jsou ovSem urceny az na
nasobek nenulovym realnym cislem, protoze rovnice ax + by + cz +d = 0 a
kax + kby + kcz + kd = 0, kde k € R — {0}, popisuji stejnou rovinu).

Vyuziti linearni zavislosti vektorti nebo nulového objemu jimi urce-
ného rovnobéznosténu.

Z Obr. 39 je patrné, ze pravé jenom pro body X roviny p, ktera je urcena tfemi
linearné nezavislymi body A, B, C, plati, ze vektory B— A,C — A a X — A jsou
linearné zavislé. Potom ale matice, jejimiz radky jsou tyto vektory, je singularni,

Obrazek 39: Obecna rovnice roviny; vektory B — A, C' — A a X — A jsou linearné zavislé

tj. jeji determinant je roven nule,
r—ay Y—ay <2 —as
bl — b2 — a9 bg —asz | = 0. (126)
Ci — Qa1 Cp— a9 C3 —dg

Upravou (I26) dostaneme obecnou rovnici roviny p ve tvaru (I25), se stejnym
vyznamem Kkoeficienti a, b, c,d, pokud @« = B—Aav=C — A.
Ke stejnému vysledku se dostaneme uvahou zalozenou na vztahu pro vypo-

¢et objemu rovnobéznosténu uréeného tfemi vektory (viz (I06) na str. 89). Je
ziejmé, ze rovnobéznostén urceny vektory B — A, C' — A a X — A ma objem

r—ay Y—ay < —as
V = bl—al bz—az b3-CL3
€1 —a C2—0az €3 —as
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rovny 0 praveé tehdy, kdyz bod X lezi v roviné p urcené body A, B, C. Tak se
opét dostavame ke vztahu (I26]).

iv. VyuzZiti normalového vektoru.

Ze vztahu (125) a (126]) je patrné, ze koeficienty a, b, ¢ v obecné rovnici roviny
p: ar+by+cz+d =0 jsou souradnicemi vektoru kolmého k roviné (presnéji k
vektortim jejiho zaméfeni), tj. normdlového vektoru této roviny. Dokonce jde, po
vydéleni pripadnym spole¢nym délitelem, o souradnice vektorového soucinu u x
U, kde w = B— A a v = C'— A jsou vektory generujici vektorové zaméreni roviny.
Soutadnice normalového vektoru roviny tak snadno ziskame vypoctem tohoto
vektorového soucinu (vztah mezi @ = B—A a ¥ = C'— A a normélovym vektorem
1 = U X ¥ roviny viz Obr. B7)). Takto ziskané koeficienty a, b, ¢ dosadime spolu se
soutadnicemi x, y, z jednoho z danych bodt roviny do rovnice ax+by+cz+d = 0
a dopocitame hodnotu d.

PRIKLAD 15.2. Urcete neparametrickou (obecnou) rovnici roviny urcené body
A=11,0,3], B=1[2,4,-1],C =0,3,8].

Reseni:
rT—ay Yy—ay z—das x—1 vy z—3
bl—al bz—az b3—a3: 1 4 —4 :32x—y+7z—5320
cfL—ay Cy— ay C3 — asg -1 3 5

PRIKLAD 15.3. Napiste obecnou rovnici roviny uréené bodem A = 2,1,-2] a
sméry vektori u = (3,2,4), v = (3,5,2).

Reseni:
r—ay Yy—ay zZ—as r—2 y—1 242
Uq U9 us | =1 3 2 4 | =—-16x+6y+92+44=20
U1 (%) U3 3 5 2

PRIKLAD 15.4. Napiste obecnou rovnici roviny urcené tiemi body A = [1,1, —1],
B =13,2,0], C =[4,4,-3|.

Resent v programu wrMazima:
(%i1) A:[1,1,-11$ B:[3,2,0]% C:[4,4,-3]% X:[x,y,z]$
(%15) M:matrix(X-A,B-A,C-A);

r—1 y—1 241
(%05) 2 1 1
3 3 —2
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(%16) expand(determinant(M))=0;

(%06) 3z+T7Ty—5x+1=0

PRIKLAD 15.5. Urcete parametrické rovnice roviny
p:2r—y+32—1=0.

Reseni: Resime jako ,soustavu® jedné rovnice o tfech neznamych. Dvé z nich na-
hradime realnymi parametry, jako vhodné se jevi x a z, a zbyvajici neznamou, tj. y,
z rovnice vyjadiime. Dostaneme parametrické rovnice

p:xr=r,
y=—1+2r+ 3s,
z=s;r,s€R.

Resent v programu wrMazima:

(%i1) 1r:2%x-y+3*%z-1=0;

(%01) 3z—y+2x—-1=0

(hi2) solve(r,ly,z,x]);

(%02) [ly=3%r2+2%rl—1,z=%r2,x = %rl]]

15.3 Obecna rovnice nadroviny v A,

Vztahy (123) a (I26]), v nichz je k zapisu obecné (neparametrické) rovnice pfimky
v Ay a roviny v Az pouzit determinant, ndm dovoluji pojem obecné (téz neparame-
trické) rovnice zobecnit na nadrovinu v afinnim bodovém prostoru A,,. Protoze ndm
v prostorech vyssi dimenze jiz nevystaci geometricka predstava, odvodime vztah li-
nearni zavislosti prislusnych vektorti rovnou z definice tohoto pojmu, jak ukazuje
nasledujici priklad (ktery je situovan do prostoru dimenze 3).

Uvazujme nadrovinu prostoru As (tj. rovinu), kterd je urcena tfemi nezavislymi
body A, B, C; A = a1, as, as], B = [by, by, bs], C' = [¢1, co, c3]. Vyjadiime ji vektorové
parametrickou rovnici

X=A+t1(B—A)+1t(C—A).
Po jejim prepsani do tvaru
to(X —A)+t1(B—A)+t,(C—A) =0,

kde tg =1 #£ 0, je zrejmé, Ze vektory X — A, B— A a C'— A jsou linearné zavislé.
Z toho plyne tvrzeni nasledujici véty.
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Véta 26 (Obecna rovnice nadroviny I). JestliZe je nadrovina A,—1 uréenan linedrné
nezavislymi body Ao, A1, ..., A,_1, které maji v afinnim bodovém prostoru A, sou-
radnice A; = [a;1, @i, ..., ain), 1 = 0,1, ....n— 1, je pro kaZdy bod X = [x1, %9, ..., Ty
této nadroviny spinéna rovnice

T To ... xz, 1

an1 ap2 R Qon 1
=0, (127)

p-11 Qp-12 --- Ap-1pn 1

kterou nazyvdme obecna (neparametricka) rovnice nadroviny.

Drikaz. MySlenka dikazu je ilustrovana prikladem nadroviny v Az, ktery je uveden
pred vétou. Jediné, co je tieba jesté dokazat je, zZe rovnice

T i) R Ty, 1
ao1 an2 R Qon, 1
=0
Ap-11 Qp-12 --- Qp-1p 1
je ekvivalentni s rovnici
I1 — ao1 T2 — ap2 Lp — Aon
a1 — @o1 a2 — @2 ... Aip — Qon | 0
Qp-1,1 — ap1 Ap—-1,2 — A2 --. dpn—1n — Aon

S touto ekvivalenci jsme se vSak jiz setkali (viz str. [89) a vime, Ze se snadno dokaze
uzitim véty o rozvoji determinantu. ]

v prostoru A,, plati, ze po vypoctu determinantu dostaneme obecnou rovnici v al-
I toru A, plati, ypoctu det tu dost b 1
gebraickém tvaru, jak uvadi nasledujici véta.

Véta 27 (Obecna rovnice nadroviny II). KaZdy bod X = [x1,x2, ..., x,| nadroviny
A1 ainniho bodového prostoru A, spliuje svymi soutadnicemi obecnou (nepara-
metrickou) rovnici

171+ CoTo + ... + cpx, + ¢ = 0, (128)
kterou muzZeme zkracené zapsat ve tvaru

n

> e+ =0, (129)
=1

kde ci,co, ..., cn,co jsou po Tadé algebraickeé doplnky prvki xi,xo, ...,x,, 1 pruniho
radku determinantu (I127) z véty [20.
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Dusledky vét 26,

— Kazda rovnice ve tvaru )., ¢;x; + ¢o = 0 je rovnici nadroviny A,_1, pokud je
alespon jedno ¢; # 0.

— V prostoru Ay je nadrovinou pfimka. Necht p =< AB; A = [a1,as], B =
[b1, by]. Potom
r y 1
p:lag as 1]=0 < ar+by+c=0.
by by 1

— V prostoru As je nadrovinou rovina. Necht p = (ABC); A = [a1, a2, a3], B =
[bl, bz, bg], C = [Cl, Co, 63]. Potom

r y =z 1

_ (a1 G2 as 1
Polby by by 1
C1 Cy C3 1

=0 & ar+by+cz+d=0.

Obecné rovnice nadroviny A,,_; je uréena az na nenulovy nasobek. Je-1i Y1 | c;z; + ¢ =

0 rovnici nadroviny, pak také rovnice k (>, c;z; + ¢o) = 0 je obecnou rovnici této
nadroviny ve stejné soustavé soutadnic, jestlize k£ # 0 je libovolné realné cislo.
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