16 Svazky a trsy nadrovin

16.1 Svazky rovin v Aj

PRIKLAD 16.1. Rozhodnéte o vzdjemné poloze rovin p, o :
a)p: 20+3y—z+1=0,0: v+y+22—3=0,

b)p: 20 +3y—2+1=0, 0: dx+6y—22+5=0,

a) Svazek rovin 1. druhu b) Svazek rovin 2. druhu

Obrazek 40: Svazky rovin v As

Definice 29 (Svazek rovin). MnoZinu vsech rovin z As, jejichZ prinikem je primka
(tj. afinni bodovy podprostor dimenze 1) nazveme svazkem rovin prvého druhu.
Mnozinu vsech navzajem rovnobéZngch rovin nazveme svazkem rovin druhého
druhu (osnovou rovin).
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Je zfejmé, ze svazek rovin je urcen dvojici rovin (viz Obr. M0). Otazkou je, jak
vypadaji rovnice dalsich rovin nalezejicich témto svazkim. Jak souviseji s rovnicemi
danych ,urcujicich“ rovin

p: ax+biy+cz+di =0, 0: asx+ by + coz + dy = 07
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Resenim je rovnice ve tvaru linearni kombinace obecnych rovnic rovin ,,urc¢ujicich®
svazek

71 M(a1x + by + 12 + dy) + Ae(agx + boy + coz + dy) = 0.

V pripadé rovin uvedenych v piikladu [I6.1] a zobrazenych na Obr. se jedna
o svazky s témito rovnicemi:

ad a) Svazek prvniho druhu uréeny rovinami p: 2x4+3y—2+1=0, 0: z+y+
22—3=0:
M2rx+3y—z+1)+ Xz +y+22—-3)=0.

ad b) Svazek druhého druhu uréeny rovinami p: 20 +3y—2+1=0, 0 : 4o+
6y —22+5=0:

M2z +3y — 2+ 1)+ A(4dx + 6y — 224+ 5) = 0.

Podle typu svazku se lisi pozadavky na hodnoty koeficienttt A\;, As. Pro svazek rovin
1. druhu staci pozadovat, aby aspon jeden z téchto koeficienti byl rizny od nuly
(tj. nesmi byt oba zaroven rovny nule). V ptipadé svazku 2. druhu pozadujeme, aby
tyto koeficienty nebyly feSenim soustavy Aja; + Asas = A1by + Aoby = Ay + Aoy =
A1dy + Aady = 0.
Véta 28 (Rovnice svazku rovin 1. druhu). Jsou-li

Ly =a1x +ay+azz+ag =0, Lo=0bix+by+bsz+0by=0
rovnice ruznobéznich rovin v Az v tézZe soustavé souradné, pak rovnice

ML+ XLy=0

je rovnici svazku rovin prvého druhu, jsou-li A\, Ao libovolnd redlna cisla, z nichz
aspon jedno je rizné od nuly.

Véta 29 (Rovnice svazku rovin 2. druhu). Jsou-li
Li=ax+ay+azz+ayg=0, Lys=bx+by+bsz+by=0
rovnice rovnobéznych rovin v Ag v téZe soustavé souradné, pak rovnice
ML+ XoLs =0

je rovnict svazku rovin druhého druhu, jsou-li A1, Ao libovolnd redina cisla, ktera
nejsou resenim soustavy A\ia; + Xob; = 0; 1 =1,2,3.
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PRIKLAD 16.2. Rovina je urcena bodem M = [2,—1,3] a prisecnici rovin o
rovnicich 6x + 2y — 2z — 3 =0, 3z + 4y — 22 — 2 = 0. Napiste jeji rovnici.

PRIKLAD 16.3 (Svazek t¥i nadrovin). Rozhodnéte, zda roviny Ly, Lo, L3 nalezi
temuz svazku:

a)ly: 20 +3y—2+1=0, Ly: v+y+22—-3=0, L3: x—2y+2+5=0.

b)L1: v—2y+52—1=0, Ls: —3x+6y—152+5=0, L3: 2x—4y+10z+9 =0.

Poznamka. Uvazujme matice koeficienti

ay as az ao ay Gz as
My= | by by b3 by |, My = | by by b3
1 C2 C3 C1 C2 C3

a jejich hodnosti oznacme takto
h(My) = H, h(Ms) = h.
Potom mtizeme pomoci téchto hodnosti urcit druh svazku, ktery tvori uvazované
roviny:
i) jestlize H = h = 2, potom se jedna o svazek rovin prvého druhu,

ii) jestlize H =2, h = 1, potom se jedna o svazek rovin druhého druhu.

16.2 Svazky primek v A,

Analogicky svazktim rovin uvazujeme i svazky primek. Svazku pfimek prvniho druhu
(zkracené hovorime o svazku pfimek) odpovidd mnozina vSech primek, které maji
spoleény jeden bod (tzv. stfed svazku). Svazku piimek druhého druhu (zkracené
hovofime o osnové piimek) pak odpovidd mnozina vSech navzajem rovnobéznych
primek.
PRIKLAD 16.4. Rozhodnéte, zda primky a, b, ¢ patii do téhoZ svazku:

a: 2x4+y+2=0, b: d5x—3y+27=0, c: z—6y+27=0.

Poznamka. K feseni prikladu [[6.4] mtizeme vyuzit i determinant matice Mj.

PRIKLAD 16.5. Svazek primek je urcen piimkami a : =+ 2y —5 = 0, b :
3r — 2y + 1 =0. Urcete rovnici primky svazku, ktera

a) prochdzi bodem A = [2,—1],

b) je rovnobéznad s primkoup: y—1=0.
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16.3 TIrs rovin

K definici trsu rovin nas dovede hledani odpovédi na otazku: ,,co tvori roviny, které
nenalezi témuz svazku?“

o

Z |

anNBny=A4,3 Venveinvr =V, ,

Trs rovin 1. druhu Trs rovin 2. druhu

Véta 30 (Vzajemna poloha tii rovin). 17 roviny o, B, v afinniho bodového prostoru
As, ktere nendlezi témuz svazku rovin prvého nebo druhého druhu, maji prave jednu
z techto vzajemnych poloh:

1) jejich prinikem je bod (tj. bodovy podprostor Ay),

2) prinik rovin je prazdny, pritom prinikem jejich zamérent je vektorovy podprostor
Vi (tj. smer).

Definice 30 (Trs rovin). MnoZinu vsech rovin v As, jejichZ prinikem je bod, na-
zyvame trs rovin prvého druhu. MnoZinu vsech rovin, jejichZ zaméreni obsahuji
spolecny podprostor Vi (tj. smeér) prostoru Vi, nazveme trs rovin druhého druhu.

Poznamka. V kazdém trsu 1. druhu existuje nekoneéné mnoho svazkt rovin 1.
druhu a v kazdém trsu rovin 2. druhu existuje nekonec¢né mnoho svazki rovin 2.
druhu i nekone¢né mnoho svazki 1. druhu.

Poznamka. Analogicky rovindm v As mizeme uvazovat i o trsech primek v prostoru
Yy
Ay. Ukéze se, Ze trs primek prvého v As neexistuje. Trs pfimek druhého druhu je
Y
pak tvoren vSemi pfimkami v roviné. Pro¢ to tak je, bude zrejmé z definice trsu
nadrovin v A,,.

Opét nas zajima, jak se da vyjadrit rovnice libovolné roviny nalezejici danému trsu
pomoci rovnic jeho ,urcujicich rovin®.

Véta 31 (Rovnice trsu 1. druhu). Necht prinikem rovin Ly, Lo, L je bod. Potom
rovnice

)\1L1 + )\2L2 + )\3L3 =0
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je rovnict trsu rovin prvého druhu, jsou-lt A1, Ao, A3 libovolnd redlnd cisla, z nichz
aspon jedno je nenulove.

Véta 32 (Rovnice trsu 2. druhu). Necht prinik rovin Ly, Lo, L3 je prdzdng a pri-
nikem jejich zaméreni je vektorovy prostor dimenze 1. Potom

)\1L1 + )\2L2 + )\3L3 =0

je rovnict trsu rovin druhého druhu, jsou-li A\, Ao, A3 redlnd cisla, kterd nejsou
resenim soustavy Aia; + A2b; + A3c; =051 =1,2, 3.

16.4 Svazek nadrovin

Definice 31 (Svazek nadrovin). MnoZinu vsSech nadrovin z A,, jejichZ prinikem
je afinni bodovy podprostor dimenze n — 2, nazveme svazkem nadrovin prvého
druhu. MnozZinu vsech navzdajem rovnobéznych nadrovin nazveme svazkem nadro-
vin druhého druhu (osnovou nadrovin).

Véta 33 (Rovnice svazku nadrovin 1. druhu). Jsou-li

n

L1:Zaixi—|—a0:0, LzZZbixi—l-bo:O
1=1 1=1

rovnice ruznobéznich nadrovin v A, v téZe soustavé souradné, pak rovnice
)\1L1 + )\2L2 =0

je rovnict svazku nadrovin prvého druhu, jsou-li A1, \o ltbovolna redlna cisla, z nichz
aspon jedno je rizné od nuly.

Véta 34 (Rovnice svazku nadrovin 2. druhu). Jsou-li

n

L1:Zaixi—|—a0:0, LzZZbixi—l-bo:O
1=1 1=1

rovnice rovnobéznych nadrovin v A, v téZe soustavé souradné, pak rovnice
)\1L1 + )\2L2 =0

je rovnict svazku nadrovin druhého druhu, jsou-li A1, Ao libovolna redina cisla, ktera
nejsou resenim soustavy A\a; + Aob; =0; 1 =1,2,...,n.
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16.5 Trs nadrovin

K definici trsu nadrovin nas dovede hledani odpovédi na otazku: ,,co tvori nadrovin
) )
které nenéalezi témuz svazku?*

o

Z :

anNfny=Ans Veaviny =V, ,

Trs (nad)rovin 1. druhu Trs (nad)rovin 2. druhu
Véta 35 (Vzajemna poloha t¥i nadrovin). TFi nadroviny «, 8, v afinniho bodového
prostoru A, které nendlezi témuz svazku nadrovin prvého nebo druhého druhu, maji
prave jednu z téchto vzajemniych poloh:

1) jejich prinikem je bodovy podprostor A, s,

2) prinik nadrovin je prdazdny, pritom prunikem jejich zaméreni je vektorovy pod-
prostor V,_s.

Definice 32 (Trs nadrovin). MnoZinu vsech nadrovin v A, jejichZ prunikem je
afinni bodovy podprostor dimenze n — 3, nazyvdme trs nadrovin prvého druhu.
MnoZinu vSech nadrovin, jejichZ zaméreni obsahuje podprostor V,_s prostoru A,
nazveme trs nadrovin druhého druhu.

PRIKLAD 16.6 (Prinik tif nadrovin). Vymyslete, jak z hodnosti matic My, My
prislusejicich trem nadrovinam Ly, Lo, L3 pozndme, zda tyto nadroviny ndleZeji
néjakému svazku nebo zda tvori trs, a potom jaky?

16.5.1 Rovnice trsu nadrovin

Véta 36 (Rovnice trsu 1. druhu). Necht prinikem nadrovin Ly, Lo, L3 je bodovy
podprostor dimenze n — 3. Pak rovnice

MLy + ALy + A3Lz =0

je rovnict trsu nadrovin prvého druhu, jsou-li A\, Ao, A3 libovolna redlnd cisla, z
nichZ aspon jedno je nenulové.
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Véta 37 (Rovnice trsu 2. druhu). Necht prinik nadrovin Ly, Lo, Ls je prdzdny a
prunik jejich zamerent je vektorovy prostor dimenze n — 2. Potom

AMLi+ ALy + A3L3 =0

je rovnict trsu nadrovin druhého druhu, jsou-li A1, Ao, A3 redlnd cisla, kterd nejsou
resenim soustavy A\a; + Aab; + A3c; = 0; 1 =1,2,...,n.

PRIKLAD 16.7 (Trs ¢tyf nadrovin). Vyslovte kritérium pro urcend, zda ctyri
nadroviny L1, Lo, L3, Ly nalezi témuz trsu nadrovin.

Poznamka. Uvazujme opét matice koeficientii

a a2 ... Qpn Qp ap as ... Qp
My=1|b by ... by by |, My= | by by ... b,
Cit C ... Cp (O Ci Cp ... Cp

a jejich hodnosti ozna¢me takto
h(Mp) =1, h(Ms) = h.

Potom mitizeme pomoci téchto hodnosti urcit druh trsu, ktery tvori uvazované
nadroviny:
i) jestlize ' = h = 3, potom nadroviny vytvaii trs prvého druhu,

ii) jestlize h' = 3, h = 2, potom nadroviny tvoii trs druhého druhu.
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