17 Vzajemna poloha afinnich bodovych podprostori

PRIKLAD 17.1. Vysetiete vzdjemnou polohu primek p = [A; 4], ¢ = [B; 1] :
(L) A= [17273]7 U= (17 _372)7 B = [0757 1]7 U= (_2767 _4)
b) A=[1,-3,4], 7= (2,2,~1), B=[3,0,~1], 7 = (0,1, 3).

a) p,q jsou totozné b) p, ¢ jsou mimobézné

Obrazek 41: Vzajemna poloha piimek p = [A; 4], ¢ = [B; ]

ad a)

(%i1) A:matrix([1],[2],[3])$ u:matrix([1],[-3],[2])$
B:matrix([0],[5],[1]1)$ v:matrix([-2],[6],[-41)$

(%i5) M:addcol(u,-v,B-A);
1 2 -1
(%05) -3 —6 3

2 4 =2
(%16) triangularize(M);

12 -1
(%o6) [0 0 o0
00 0

Primky p, ¢ jsou totozné.
ad b)

(%i1) A:matrix([1],[-3]1,[41)$ uimatrix([2],[2],[-11)$
B:matrix([3],[0],[-1]1)$ v:matrix([0],[1],[3]1)$

(%i5) M:addcol(u,-v,B-A);

2 0 2
(%05) 2 -1 3
-1 -3 -5

(%1i6) triangularize(M);

2 0 2
(%06) |0 —2 2
0 0 14

Ptimky p, ¢ jsou mimobézné.
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PRIKLAD 17.2. Urcete vzdjemnou polohu primky p = [A; i) a roviny p = [B;
a) A= [1727 1]7 U= (17 172)7 B = [27 1, _2]: U= (072: _1)7 W= (37 _1:2)-
b) A=[1,0,0}, u=(7,7,1), B=10,1,3], v =(1,3,1), W = (2, -1, —1).

\

\

a) p, p jsou ruznobézné b) p, p jsou rovnobézné

Obrazek 42: Vzajemna poloha piimky p = [A; ] a roviny p = [B; U, W

ad a)

(%i1) A:matrix([1],[2],[1])$ u:matrix([1],[1],[2]1)$
B:matrix([2],[1],[-2]1)$ v:matrix([0],[2],[-11)$
w:matrix([3],[-1]1,[2]1)$

(%i6) M:addcol(u,-v,-w,B-A);
1 0 -3 1
(%06) 1 -2 1 -1

2 1 -2 -3
(%i7) triangularize(M);

1 0 -3 1
(%o7) [0 —2 4 -2
0 0 -12 12

Piimka p a rovina p jsou riznobézné se spoleénym bodem @ = [—1,0, —3].
ad b)

(%i1) A:matrix([1],[0],[0]1)$ u:matrix([7],[7],[11)$
B:matrix([0],[1],[3])$ v:matrix([1],[3],[1]1)$
w:matrix([2], [-1],[-11)$

(%i6) M:addcol(u,-v,-w,B-A);
7T -1 -2 -1

(%06) 7T -3 1 1
1 -1 1 3

(%i7) triangularize(M);

7 -1 -2 -1
(%o7) [0 —14 21 14
0 0 0 -32

Ptimka p a rovina p jsou rovnobézné.
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Definice 33 (Vzajemné polohy afinnich bodovych podprostort). Dva afinni bodové
podprostory Ay, = [A; V3], A = [A; Vi] afinniho bodového prostoru A, se nazgvaji:

a) rovnobé&zné, jestlize V;, CC Vi nebo Vi, CC V},, znacime Ap||Ay,
b) incidentni, jestlize A, CC Ay nebo A CC Ay,
c¢) raznobézné, jestlize A, N Ar # 0 a zdroven Ap, Ax nejsou incidentni,

d) mimobézné, jestlize Aj,, A nejsou ani rovnobézné, ani ruznobézné.

17.1 Rovnobézné afinni bodové podprostory

Rovnobézné afinni bodové podprostory A, Ax znac¢ime
Apl| Ay

Dva afinni bodové podprostory jsou rovnobézné, jestlize zamétreni jednoho z nich je
soucasti (podprostorem) zaméfeni druhého z nich. Napfiklad dvé rovnobézné primky
maji spole¢ny smérovy vektor, dvé rovnobézné roviny maji spolecné zamétreni a nebo
smérovy vektor primky rovnobézné s rovinou patii do zameéreni této roviny.

U rovnobéznych podprostoru Ay||A; rozliSujeme, zda je jejich prunik préazdna ¢i
neprazdna mnozina:

1) h=k
Ay NA, =0 nebo A, = A /
TOTOZNE
2) h<k
R ST
Ay NA, =0 nebo A, CC Ay -
E INCIDENTNT

Nasim cilem je formulovat obecny postup (algoritmus) uréeni rovnobéznych pod-
prostori (viz véta B8]). Pti identifikaci toho, zda maji dva rovnobézné podprostory

B-AgV, B—-AeV,
Obrazek 43: A,||Ax jsou incidentni < B — A€V,
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Ap = [A, V3], Ay, = [B, Vi] prazdny ¢i neprazdny prunik, tj. pfi rozliSeni mezi nein-
cidentnimi a incidentnimi rovnobéznymi podprostory, hraje vyznamnou roli vektor
B — A. Z Obr. 43l je patrné, ze dva rovnobézné podprostory Ay||Ag, kde h < k, jsou
incidentni pravé tehdy, kdyz B — A € V.

Poznamka. Maji-li incidentni podprostory stejnou dimenzi, nazyvame je totozné
nebo splyvajici podprostory.

Véta 38 (Rovnobéznost a incidence). Dva afinni bodové podprostory, dané para-
metricky rovnicems

h k
Ay X =A+)) til;, A Y=B+)> ri;, h<k
i=1 j=1
jsou rovnobézné, pravé kdyz vektory u; ndlezi do podprostoru [y, Us, ..., Uk| , 1.
U; € [0y, Vo, .., Ui, i =1,2,..., h.
Jsou incidentni, jestlize soucasné do tohoto podprostoru patri i vektor B — A, tj.

B—Ac [171,172, ...,ﬁ}g] .

PRIKLAD 17.3. Vysetrete vzdjemnou polohu primky p a roviny p

a) p: x;=1—t p: x1=2+1r+3s
r9 =1+ 3t To=3+2r+s
ry = —2, rg=1—1r—2s,

b) p:xy=1—t p: r1=3+1r+3s
r9 =4+ 3t To=3+2r+s
r3 = —3 —4t, T3 = —1r — 28.

PRIKLAD 17.4. Rozhodnéte o vzdjemné poloze rovin p: x+y+22—7=0, o:
r+y+22—5=0.

V ptipadé dvou rovin (obecné nadrovin) snadno rozhodneme o jejich rovnobéznosti,
pfipadné totoZnosti, porovnanim jejich obecnych (neparametrickych) rovnic:

/

a1z, + asxo + ... + apxy, +ag =0
kaix1 + kasxo + ... + kapz, + kag =0

ai1x1 + asxo + ... + apxy +ag =0
kayx1 + kasxo + ... + kayx, +bg =0

127



17.2 Spojeni podprostoru

Dtlezitou roli v dalsim rozboru vzajemnych poloh afinnich bodovych podprostort
bude hrat pojem spojeni podprostori, ktery budeme pouzivat v souvislosti s vekto-
rovymi i bodovymi podprostory. Zjednodusené miizeme Tici, ze spojenim dvou pod-
prostort rozumime ,nejmensi“ podprostor, ktery obsahuje tyto dva podprostory.

Napftiklad spojenim dvou vektorovych podprostort U = [u], V = [9] je vektorovy
podprostor W = [u, ¢]. Znac¢ime

w=uU\/V.

Spojenim dvou bodovych podprostorat P = [A,a|,Q = [B,g] je potom afinni

bodovy podprostor R = [A,d, b, B — A]. Zna¢ime

R=Pr\/Q.
Definice 34 (Spojeni dvou vektorovych podprostorii). Spojenim dvou vektorovijch
podprostori Vj, = [y, Uz, ..., U], Vi = [U1, Vs, ..., U] vektorového prostoru V,, rozu-

mime jeho podprostor V, CC V., pro ktery plati
Vi = [y, Us, . . ., Up, U1, Vo, . . ., Vg

Zapisujeme

Vo=V \/ V.

Véta 39 (O dimenzi spojeni a priniku.). Necht V},, Vi, jsou podprostory vektorového
prostoru V,,. Potom:

dim (V, \/ Vi) + dim (V;, N V;) = dim V;, + dim V.

Poznamka. Pii zkoumani vzajemnych poloh bodovych podprostori vyse uvedeny

Vev/

s+p=h+Ek,
kde h = dim V3, k = dim Vj, p = dim (V, N'V}) a s = dim (V3 \/ V).

PRIKLAD 17.5. Urcete dimenzi podprostoru Wi N Wy CC R*, jestlize
Wy =1[(1,0,2,-3),(3,2,1,-5),(—1,2,1,—2)], Wy = [(—=3,0,2,0)].

Definice 35 (Spojeni bodovych podprostori). Spojenim dvou afinnich bodovijch

podprostori Ay, = [A, Uy, Uy, ..., uy| Ay = [B,01,Va,...,0 prostoru A, rozumime
takovy jeho podprostor A,, pro ktery plati
Ag - [A’ Vg] )

kde V, = [y, Ua, ..., Up, U1, Vs, ..., Uy, B — A] . Zapisujeme

Ay = Ay \/ A
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PRIKLAD 17.6. Urcete, jaky podprostor prostoru As vznikne spojenim dvou mi-
mobéznych primek.

PRIKLAD 17.7. Urcete, jaky podprostor prostoru As vznikne spojenim roviny A,
a primky Ay s ni rovnobezne.

Poznamka. Z definice 33 vyplyva, jaky je vztah mezi dimenzi g spojeni dvou afin-
nich bodovych podprostort a dimenzi s spojeni jejich zaméreni:

AyNA,=0=g=s+1 (B—AgV,)
ANA#D=g=s (B—-AecV)

0],

PRIKLAD 17.8. Urcete dimenzi spojent rovin [A, } [B; U, ] : :
(—2 10u

A=[3,2
f=(2,-1,3,1), @ =(0,—1,3,-2), B = [4,2,0,0],7 = (-2, zo 5), @ =

17.3 RuznobéZné a mimobézné podprostory

Rtznobézné prostory

Je ziejmé, 7e B — A ¢ V., B— A ¢V}, ale v obou pfipadech plati:
B—AeV,\/ Vi

Mimobézné prostory

Je ziejmé, Ze tentokrat plati: B— A& V,, B— A & V), a zaroven:
B—Angw.
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Véta 40 (Prinik afinnich bodovych podprostort). Dva afinni bodové podprostory
Ap = [A;Vh], Ax = [B; Vi] prostoru A,, maji spolecny aspon jeden bod, pravé kdyz
pro vektor B — A plati:

B—-—AeV,,

kde V, = Vi, \/ Vi

PRIKLAD 17.9. Urcete soutadnice priseciku primky p s rovinou p
p= [Avﬁ]u A= [1a27 1]7 U= (17 172);
p=[B;v,w]; B=[2,1,-2],7=(0,2,-1), W = (3, -1, 2).
{[_1?0? _3]}

PRIKLAD 17.10. V afinnim prostoru A, urcete vzdjemnou polohu roviny p =
[A;ﬁl,ﬂé] a nadmvz'ny A3 = [3;51,172,’173] A= [3,3,—1,3], ﬁl = (0,1,1,1), 172 =
(1,-2,-1,0), B=[1,4,-6,2], v1 = (1,—1,0,1), vp = (0,0,2,—1), 5 = (1,0, 3, 1).

17.4 Klasifikace vzajemnych poloh dvou bodovych podpro-
stort

Budeme zkoumat, jaké vzadjemné polohy mohou zaujmout dva dané bodové pod-
prostory Ay, Ap afinniho bodového prostoru A,. Naptiklad, jaké vzajemné polohy
mohou mit dvé roviny v prostoru A4. Najdeme odpovéd i na otazku, zda mohou byt
v néjakém prostoru dvé roviny mimobézné.

PouzZijeme toto znaceni:
A=A Ve, Ar=1[BVi], h<k<n,

Vo=V \/ Vi, Vo =VinVi, A, =4, \/ A

Pouzijeme tyto vztahy:

h+k=s+p, n>g, g =snebo g=s-+1.

Zajima nas vztah mezi n a k

Poznamka. Dilezitou roli pii klasifikaci vzajemnych poloh bodovych podprostoru

hraje roli dimenze p priniku jejich zaméreni, kterd poukazuje na spolec¢né sméry

téchto zaméfeni. Hodnoty p mohou byt v rozsahu od 0 do h (pokud h < k).
Jakych hodnot nabyva dimenze r priniku bodovych podprostort?

A, = A, N A,
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Dimenze pruniku bodovych podprostort r» nemusi byt vzdy stejna jako dimenze
pruniku jejich zaméreni p.

Pokud jsou bodové podprostory A, A incidentni, tj. A, CC A; (nebo naopak
A, CC Ayp), nebo jsou Ay, Ai riznobézné, potom je dimenze jejich priniku A, N Ay
stejna jako dimenze priniku jejich zameéreni Vi, NV, tj. 7 = p.

~ S

— :1 — —
r=p F—p—0 A =0, p=1

PRIKLAD 17.11. Urcete vsechny moznosti vzdjemné polohy pirimky a roviny

Reseni: viz [1) PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich tvari,
http: / /www.pf.jcu.cz/stru/katedry /m /knihy / Analyticka.pdf, str. 45.

PRIKLAD 17.12. Urcete vsechny moznosti vzdjemné polohy dvou rovin A, Ay;
h=Fk=2.

Reseni: viz [1] PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich dtvari,
http:/ /www.ptf.jcu.cz/stru/katedry /m/knihy / Analyticka.pdf, str. 46.
17.5 Dalsi priklady na vzajemné polohy afinnich bodovych podprostort

PRIKLAD 17.13. V afinnim prostoru A, urcete vzdjemnou polohu rovin p =
[A;tyd], o = [Byo,w] : A = [4,2,2,2], £ = (1,0,0,-1), @ = (1,0,3,2), B =
[—2,-2,2,0], v = (—1,0,5,0), W = (2,2,1,0).
PRIKLAD 17.14. Urcete vzdjemnou polohu primky p a roviny p v As :

p: x=244t y=—-1+t, z2=2—-1; t € R,

p: 4dr+y—2+13=0.

PRIKLAD 17.15. Rozhodnéte, jakou vzdjemnou polohu maji roviny p, o v As
p: 2x+>5y—624+4=0, o: 3y+32—6=0.

PRIKLAD 17.16. Napiste parametrické rovnice primky p, kterd je prisecnici rovin
p: ox+y+2:—-29=0,0: 3r—y+2—10=0.

PRIKLAD 17.17. V A4 urcete podprostor urcéeny nadrovinami:

r1—2r9+ 23+ 724 —1=0,
201 +x3 — 214 +5=0,

To—x3+x4—2=0.
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