19 Eukleidovsky bodovy prostor

Eukleidovskym bodovym prostorem rozumime afinni bodovy prostor, na jehoz za-
méteni je definovan skalarni soucin. Vime, ze pomoci skaldrniho soucinu jsou defino-
vany pojmy norma vektoru a odchylka vektord. Ty nyni vyuzijeme k zavedeni pojmu
vzdalenost bodu, vzdalenost podprostori, odchylka podprostori. Vektorovy a vnéjsi
sou¢in potom jiz zndmym zpisobem (viz str. RIH89) vyuzijeme k vypoctu obsahi a
objemt a zavedeme si novy pojem objem simplezu.

19.1 Vzdalenost dvou bodu

Definice 36 (Vzdalenost bodt). Vzddlenost dvou bodi A, B v eukleidovském bodo-
vém prostoru E, je rovna normé jimi urceneho vektoru B — A. Zapisujeme

IAB| = |B — A = /(B — A).

Vzdalenost bodil v E,, méa nasledujici vlastnosti:

1) |AB| = |BA|

2) |AB| > 0, |AB| = 0 pravé kdyz A = B,

3) |AB| + |BC| > |AC| (Trojtahelnikova nerovnost),
kde A, B,C € E,,.

Z vyhodnosti ortonormalni baze pro vypocet skalarniho souc¢inu zminéné na str. 54|
vyplyva jeji vyhodnost i pro vypocet vzdalenosti dvou bodt. V eukleidovském pro-
storu tak vzdalenost dvou bodu A = [ay,as, ..., a,], B = [b1, b, ..., b,], jejichZ sou-
radnice jsou dany vzhledem ke kartézské soustavé soutradnic (viz Def. 26, str. [0F),
pocitame dle vztahu

|AB| = /(a; — b1)2 + (ag — b2)2 + ... + (an — b,)2,

bez ohledu na definici pouzitého skalarniho soucinu.

19.2 Vzdalenost bodu od roviny

Vzdélenost |Ap| bodu A od ro-
viny p je rovna vzdalenosti bodu
A od jeho kolmého primétu A’ do
roviny p, tj.

|[Ap| = |AAT.
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Pro vzdalenost bodu A od roviny p, urc¢ené bodem () a normalovym vektorem 7z,
potom plati:
((A-Q)-7

7]
PRIKLAD 19.1. Urcete vzddlenost bodu A = [3,6, 1] od roviny x+10y+7z—78 =
0.

Poznamka. Pravou stranu vztahu (I30) pro |Ap| mizeme interpretovat jako veli-
kost kolmého primeétu vektoru A — () do sméru vektoru 7.

|Ap| =

(130)

Stejny vztah jako (I30) plati i pro vzdalenost bodu A od nadroviny F, 1 uréené
bodem () a normalovym vektorem 7 :

(A —Q) -1

7]

|AE, | = (131)

Obecna rovnice roviny v F3/nadroviny v E,

Vztah (I30) nds muze inspirovat k odvozeni dalsiho zptsobu zépisu a vypoctu
obecné (neparametrické) rovnice roviny (nadroviny). Stac¢i, kdyz si uvédomime, ze
praveé jenom pro body X roviny p plati, Ze jejich vzdalenost od této roviny je rovna
nule, tj.

X =Q)-ql

Potom obecnou (neparametrickou) rovnici roviny v £3 miZzeme zapsat vztahem

(X—Q) =0, (132)
kde @ je bod roviny, 77 je normalovy vektor roviny a X = [z1, x9, 23] je obecny bod
roviny.
PRIKLAD 19.2. Napiste rovnici roviny, kterd je urcend body A = [1,-2,3], B =
[—4,5,6], C =17,8,—9].
Reseni: Definujeme vektory @ = B — A = (=5,7,3),7 = C — A = (6,10, —12)
a vypocitame normalovy vektor 77 dané roviny jako jejich vektorovy soucin nn =
u x v = (57,21,46). Potom obecnou rovnici roviny ABC' zapiSeme dle (I32) ve
tvaru

([x,y, 2] —[1,-2,3])- (57,21,46) = 0,

odkud po upravé levé strany dostaneme rovnici v algebraickém tvaru

O7Tx + 21y + 462 — 153 = 0.

Poznamka. Dame-li dohromady vztahy (130) a (132), dostaneme nasledujici vzo-
recek pro vypocet vzdalenosti bodu A = [ay, as, ag] od roviny p : ax+by+cz+d = 0,
dobie zndmy ze stfedni skoly:

laay + bas + caz + d|

Va2 + b2+ c2
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Stejnym vztahem jako (I32) zapiSeme i obecnou (neparametrickou) rovnici nadro-
viny, kde @ je potom bod nadroviny, 7i je vektor kolmy na nadrovinu (7 € V. ;) a
X = [x1, 29, ..., ) je obecny bod nadroviny.

19.3 Vzdalenost bodu od podprostoru

Vzdalenost bodu A od bodového podprostoru Ej je rovna vzdalenosti bodu A od
jeho kolmého prumétu A’ do tohoto podprostoru.

PRIKLAD 19.3. V eukleidovském prostoru Es urcete vzddlenost bodu A = [7,9,7]
od primkyp:x=24+4t,y =1+ 3t,2 = 2t;t € R.

Reseni: Viz Obr. B4l Pata kolmice spusténé z bodu A na piimku p, bod A’ =

Obrazek 44: Jaka je vzdalenost bodu A od pfimky p?

[a}, df, af], ndlezi pfimce p, proto musi existovat hodnota parametru ¢t € R takova,
ze pro jeji soutadnice plati vztahy a) = 2 + 4t,al, = 1 + 3t, a = 2t. Zaroven musi
byt vektor A" — A kolmy k smérovému vektoru @ = (4, 3,2) primky p, tj. musi byt
splnéna rovnice

(A= A)-u=0.
Po dosazeni za A’ dostaneme
(244, 1+3t,2t) — (7,9,7)) - (4,3,2) = 0,

t.
(=54 4t, —8 + 3t, =T+ 2t) - (4,3,2) = 0.

Odtud po vypoctu skaldrniho soucinu a zjednoduseni dostavame lineadrni rovnici
29t — 58 = 0,
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jejimz FeSenim je t = 2. Bod A’ ma potom soufadnice A" = [10, 7, 4] a jeho vzdélenost
od A je rovna

AN = B+ (—27 1 (-3 = V22,
To je také tdaj o vzdalenosti bodu A od primky p.

Poznamka. Pro feSeni prikladu [19.3 miZeme pouzit také nésledujici vzorec pro
vypocet vzdalenosti bodu A od primky p: X = Q + tu;t € R v prostoru Ej :

Q-4 xa|

[

|Ap| =

(134)

Pokuste se tento vzorec odvodit.

PRIKLAD 19.4. V eukleidovském prostoru Ey je ddn bod B = [7,6,11,0] a rovina
w: X =M+ku+1U, kde M =[1,1,1,1], @ = (3,2,1,2), v = (1,0, 3,0). Napiste
vektorovou rovnici kolmice spusténé z bodu B na rovinu w a urcete jeji prusecik B’
s rovinou w. Urcete vzdalenost bodu B od roviny w.

19.4 Vzdalenost dvou mimobézek v F;

PRIKLAD 19.5. Urcete vzddlenost dvou mimobéZekp, q v E5 :p: X = A+ti, A =
[—2,-3,2], @ = (4,2,—1),p: X = B+1t4,B = [1,6,2],5 = (0,1, —1).

Resend: Viz Obr. @5l Vzdalenost v = |pg| dvou mimobézek p, ¢ je rovna délce jejich
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Vzdalenost v tak spocitame jako velikost kolmého primétu vektoru ﬁ (pripadné
usecky AB) do sméru vektoru @ X v :

(A B) (@ x D)

U X v

pg| = (135)

3,9,0)-(—1,4,4
Pro zadané udaje tak dostavame hodnotu |pg| = (3,9,0) (71,4, 4)] = Vv 33.
V(1) + 42+ 42

19.5 Vzdalenost dvou podprostoru v F,

Pro kazdé dva podprostory E,., E eukleidovského prostoru E,,, které nemaji spolec¢ny
bod uréité existuji body A’ € E,. a A” € E, takové, ze piimka A’A” je kolmé k obéma
podprostortim. Vzddlenosti podprostori E,, Es potom rozumime vzdalenosti téchto

bodu A’, A”.

PRIKLAD 19.6. V eukleidovském prostoru E, urcete vzddlenost rovin w, p :
w: X =[3,5,-2,-3] + k(2,0,—1,—1) + 1(0,4,—2,-3), p : X = [1,5,—6,8] +
k(2,1,2,0)4+1(0,—1,1,1).

Poznamka. Resime stejné jako priklad 193
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19.6 Vzdalenost dvou rovnobéznych rovin

PRIKLAD 19.7. Urcete vzddlenost dvou rovnobéinijch rovin p : 2z +3y—62+14 =
0,0:2x+ 3y —62—35=0.

Reseni: Vzdalenost dvou rovnobéznych rovin je rovna vzdéalenosti libovolného bodu
jedné z nich, uvazujme naptiklad bod K = [k, ko, k3] € p, od té druhé z nich, tj.
v nasem pripadé od o. Uvazujme nejprve obecné rovnice prislusnych rovin v obecném
tvaru p:ax +by+cz+d=0,0:ar+by+cz+e=0 (Jsou-li roviny rovnobézné,
koeficienty u prvnich tii ¢lent obou rovnic se shoduji, nebo se lisi o nasobek néjakym
nenulovym cislem k. V takovém pripadé staci prislusnou rovnici timto &k vydélit a
bude platit prvni varianta, Ze koeficienty u prvnich tii ¢lent se shoduji.). Podle

vztahu (I33) plati
\akl + bkoy + cks + €|

Va2 + b + 2
Protoze bod K néalezi rovin€ p, musi jeho souradnice spliiovat rovnici této roviny, t;j.
plati aky + bky 4 cks + d = 0. Odtud vyjadiime ak; + bky 4 cks = —d a dosadime do
(I36]), dostaneme vztah pro vypocet vzdalenosti |po| dvou rovnobéznych rovin p, o,
danych obecnymi rovnicemi p: ax +by+cz2+d=0,0:ax +by+cz+e=0:

jd — e
po| = =
va*+ b +c
Pokud je va? + b? + ¢ = 1, uvedeny vztah se zjednodusi na pékny tvar:

|Ko| = (136)

po| = [d —e].

Poznamka. Vzdalenost dvou rovnobéznych podprostori prostoru E,,. Jsou-li E,., E
dva rovnobézné podprostory v E,,, a plati-li » > s, pak je vzdalenost obou rovno-
béznych podprostort rovna vzdalenosti libovolného bodu X € E od podprostoru
E,.. Jako priklad mtizeme uvazovat vzdalenost primky rovnobézné s rovinou od této
roviny.
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20 Odchylka podprostori

20.1 Odchylka dvou primek

Pro urceni odchylky dvou primek vyuzivame odchylku jejich smérovych vektori.
Jiz vime, ze hodnoty téchto dvou odchylek se mohou lisit (v tom ptipadé je jejich
souctem 180°). Pro jejich vypocty pouzivime nasledujici vztahy.

Odchylka dvou vektorua u, v

=1

U-
al

Odchylka dvou primek (riznobézek, mimobézek) se smérovymi vektory

- =

cos =

gy
=l

u, v

£y
<y

Cos p =

gy
<y

PRIKLAD 20.1. Urcete odchylku dvou pirimek p,q : p : X = A+tid; A =
1,3, -1, u=(1,1,2),q: X =B+sv; B=[1,1,0],9=(3,-2,1).

20.2 Odchylka primky od roviny v Ej

Odchylkou pfimky p od roviny p rozumime odchylku ¢ primky p od jejiho kolmého

primétu p’ do roviny p. Uhel ¢ pfedstavuje odchylku piimky p od sméru normély
s

roviny p. Potom plati ¢ = 5 1 a tak ze vztahu pro vypocet odchylky primky p a

normaly roviny p

T |0 - 11|
cos 1) = cos (5 —p) = Bk
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ziskame vztah pro vypocet odchylky ptimky a roviny

Y

gy
St

sin =

kde u je smérovy vektor primky p a 77 je normalovy vektor roviny p.

=N

[

PRIKLAD 20.2. Urcete odchylku primky AB od roviny p : A = [2,3,—1], B =
13,7,4], p: 20 —3y+z+4=0.

20.3 Odchylka dvou rovin v FEj

Odchylkou dvou rovin (nadrovin) v E5 (E,,) rozumime odchylku jejich normalovych
pfimek (ortogonélnich dopliku).
Cos p = (137)

Uvazujme roviny p = [A;u, V], 0 = [B;, z]. Potom pro vypocet jejich odchylky ¢
mtizeme modifikovat vzorec (I37) na tvar:

cos p =

PRIKLAD 20.3. V prostoru E3 urcete odchylku ¢ dangjch podprostorti EYy, EY:
By =[A,a,7]; A=[1,0,0,d=(1,1,2),7=(3,1,1), B} 12 — 2y +1=0.

PRIKLAD 20.4. V eukleidovském prostoru Es urcete odchylku nadrovin w, p :
w:xr+xo+x3+6x4+505+3=0,p:—29+23+24—25—7=0.
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21 Objem simplexu

PRIKLAD 21.1. Urcete objem ctyrsténu s vrcholy A = [3,4,0], B = [9,5, —1],
C=[1,7,1, D =[3,2,5].

Umime spocitat objem odpovidajiciho rovnobéznosténu:
V=|luvd]|=|[B-—A, C—A, D—A]|.

Otazkou je, jak souvisi objem ¢tyisténu s objemem rovnobéznosténu? Odpovéd sou-
visi s TeSenim nasledujicitho problému.

PROBLEM: Na jaky nejmensi poéet ¢tyfstént téhoZ objemu mutZeme rozfezat
krychli?

Objem ¢tyfsténu ABCD

1
V(A.B,C,D)=¢|B~A, C—A, D- A
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Simplex
ystmplex® = lat. , jednoduchy*

C D
B
/ i
B
A A
B A
Simplex = konvexni obal n + 1 linedrné nezavislych bodi v A,,. Pfitom konvexnim

obalem mnoziny bod® rozumime prinik vSech konvexnich mnozin, které tyto body
obsahuji.

Definice 37 (Objem simplexu). Objemem simplexu, ktery je urcen m + 1 body
Ay, Ag, ..., A1 € By, rozumime cislo:

1
V(Al,Az, ...,An_|_1) — E |[A1 - An+1, ceey An — An—l—l]l .

Pro vyjadieni objemu simplexu mtzeme pouzit i tento vztah:

ail a19 Ce QA1n 1
1 a a S Qo 1
V(A17 A27 ceey An-i—l) - E 2! - ?
pi11l Apgl2 - Gpgign 1
E5 : Obsah trojuhelniku ABC
1 a1 Qa9 1
V(A,B,C) = 3 by by 1
C1 Co 1
Poznimka. Heroniv vzorec.!
E;3: Objem ¢étyrsténu ABCD
ap as ag 1
L by by b3 1
V(A,B,C,D) = iller e o 1
di do ds 1

Poznamka. Eulerova ¢tyfbodova relace.!

'Pro podrobnéjsi studium tématu této kapitoly doporu¢uji publikaci [1] PECH, P. (2004) Analy-
tickd geometrie linedrnich tvari, Ceské Budéjovice, Jihoceskd umiverzita v C. B., dostupnou na adrese
http://www.ptf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy / Analyticka.pdf
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