4 Baze vektorového prostoru

Definice 8. Podmnozina M vektorového prostoru V' se nazyvd baze vektorového
prostoru V, prave kdyz:

1. [M] =V (tj. M je mnoZinou generdtoru prostoru V'),
2. M je linearné nezavisla mnozina.

Véta 6. Necht M = {uy,us, ..., U,} je baze vektorového prostoru V. Potom kaZdy
nenulovy vektor © € V' lze psat pravé jednim zpusobem jako linedrni kombinaci
vektoru bdze M, ty.

n

Yy, Us, ..., U, € M,3ay,as,...,a, €T; U= Z a; ;.

i=1
Diikaz. Vétu [6l dokazeme sporem. Predpokladame, Ze plati jeji negace, tj., ze kazdy
nenulovy vektor @ € V lze psat aspon dvéma raznymi zpusoby jako linearni
kombinaci vektoria baze M, a pokusime se z ni odvodit sporné tvrzeni. Pro zjedno-
duseni zapisu se omezime na prostor V3, zobecnnéni na V,, bude potom zfejmé. Pro
kazdy vektor u tedy existuji aspon dveé rizné trojice koeficient® ay, as, ag a by, bs, b3
takové, ze

U = a1y + aslis + astis a zaroven U = byt + byl + bstis.
Pokud od sebe tyto dvé rovnosti odec¢teme, dostaneme
(bl — CL1)U1 + (bQ — CLQ)'JQ + (bg — ag)l_[g = 0. (11)

Dle predpokladu jsou vektory 7y, s, 13 linedrné nezavislé. Jedina jejich linearni kom-
binace, ktera miize byt rovna nulovému vektoru je tak trivialni linearni kombinace.
Rovnost ([II]) je potom splnéna pravé tehdy, kdyz jsou vSechny tii koeficienty by —ay,
by — as, b3 — az rovny nule. To muze ale nastat jediné tehdy, kdyz b1 = a1, by = ao
a bg = ag. Tim dostavame spor s predpokladem, Ze trojice a1, as, az a by, bs, bg jsou
rlizné. ]

Véta 7 (Alternativni definice linedrni nezéavislosti). Necht M = {uy, Uy, ..., W, } je
podmnozina vektorového prostoru V. Pak M je linearné nezavisla prave tehdy,
kdyz Zadny z vektord mnozZiny M neni linedrni kombinaci ostatnich vektoriu M.

4.1 Dimenze vektorového prostoru

Definice 9. Rekneme, Ze vektorovy prostor V nad télesem T md koneénou di-
menzi, jestlize ve V' existuje konecnd mnozina generatoru V (tj. V' je konecné ge-
nerovany). Dimenzi vektorového prostoru V' rozumime pocet prvki jeho libovolné
baze. Znacime

dimV =n nebo V.
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Napriklad informaci o tom, ze vektorovy prostor V' ma dimenzi 3 zapiSeme ve tvaru
rovnosti: dim V' = 3, nebo zkracené pomoci dolniho indexu: V3.

Véta 8 (O existenci baze). Kazdy netrividlni konecné generovany vektorovy prostor
md aspon jednu konec¢nou bazi.

Dusledek 4. Odstranime-li ze systému generdtoru vektorového prostoru V' vektor,
ktery je linedrni kombinaci ostatnich, pak mnoZina zbyvajicich vektori je opét sys-
téemem generdatori vektorového prostoru V.

PRIKLAD 4.1. Rozhodnéte, zda je dand mnoZina vektori systémem generdtord,
nebo primo bdzi, vektorového prostoru R3.

a) (1,2,3),(1,2,1),(~1,1,0), (2, —1,0),
b) (1,2,3),(1,2,1),(0,0,2), (1,2, —1).

Reseni: Na prvni pohled je ziejmé, Ze ani jedna z uvedenych mnozin neni bazi. Maxi-
malni pocet nazavislych usporadanych trojic readlnych cisel je 3. Je-li jich vice, jsou
vzdycky zavislé (Souvisi to s poc¢tem FeSeni prislusné homogenni soustavy rovnic.
Zduvodnéte!). Zbyva vySetfit, zda se jedna alespon o systémy generatort prostoru
R3. Zkoumame proto, zda lze kazdy vektor v € R? vyjadfit jako linedrni kombinaci
danych ¢tyr vektori.

ad a)
1 1 —1 2 U1
1 2|+ i) 2|+ X3 1 + 24 —1 = | V2] . (12)
3 1 0 0 U3

Rovnice ([2)) vede k soustavé linearnich rovnic s rozsifenou matici

11 -1 2juy
22 1 —1|v
31 0 0]uvs

(vSimnéte si, ze sloupcovymi vektory této matice jsou dané vektory). Uzitim Gaus-
sovy eliminace dostavame

11 -1 2|uy 11 -1 2 U1
2 2 1 -1 (%) N ee Y 0 2 -3 6 31)1—1)3
31 0 0]uvs 00 3 —5|—2v1+ v

Mé-1i mit prislu$né soustava linedrnich rovnic feseni (jedno mit nemize, tak je ve hie
nekone¢né mnoho feseni) nezavisle na volbé vektoru ¢, musi mit matice soustavy dle
Frobeniovy véty hodnost 3 (tj. rovnu dimenzi vektorového prostoru R?, jeho# maji
byt vektory systémem generatori). Tato podminka je evidentné splnéna. Mtzeme
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tedy Tici, ze dand mnozina vektort je systémem generatortl vektorového prostoru
R3.

ad a)
1 1 0 1 U1
12 +20| 2] +23|0 ] + 24 2 = | v ). (13)
3 1 2 1 Vs

Rovnice (I3) vede k soustavé linearnich rovnic s rozsifenou matici

110 1w

2 20 2| v

312 —1|u
(v8imnéte si, ze sloupcovymi vektory této matice jsou dané vektory). Uzitim Gaus-
sovy eliminace dostavame

110 1fv 1 10 1 U1
220 2v|~--~|0 -2 2 —4|-3v;+0v3
31 2 —1 V3 0 00 0 —27}1 + U9

Matice prislusné soustavy linearnich rovnic ma hodnost 2. Rozsitena matice soustavy
ma az na pripad, kdy vs = 2v;, hodnost 3. Dle Frobeniovy véty tedy prislusna
soustava nemd pro vsechny vektory ¢ € R? feSeni. Dand mnoZina vektorfi neni
systémem generatord vektorového prostoru R® (MfiZzeme si ale poloZit otézku, zda
neni systémem generatortt n&jakého podprostoru R3? Je-li, tak jakého?).

Poznamka. Priklad 4.1 mizZeme fesit i rychleji, pouze s vyuzitim matic, jejichz
sloupce (nebo fadky) jsou dané vektory. Navrhnéte a zdtvodnéte postup takového
reSeni.

4.2 Souradnice vektoru vzhledem k bazi

Dle véty [0l 1ze vektor u € V psat jedinym zptisobem jako linearni kombinaci vektort
dané baze M = {uy, Uy, ..., u,} vektorového prostoru V. Jinak Feceno, koeficienty
x1, X9, ..., T, € T linedrni kombinace

1=1

jsou pro dany vektor ¥ a danou bazi M = {uy, Uy, ..., U, } ureny jednoznacné. Tyto
koeficienty, respektive jejich vektor, nazyvame souradnice vektoru @ vzhledem k bazi
M.

33



Definice 10. Necht M = {uy,us, ..., U,} je baze vektorového prostoru V. Potom
kazdy vektor w € V' lze napsat jednoznacné ve tvaru

n
U= xlﬁl + x2172 + ...+ $nﬁn = E xlﬁz
i=1
Vektor (x1,x2,...,x,) € T" nazveme souradnicemsi vektoru u vzhledem k bazi M a

znacime
{U}M = ($1, Ly ouny $n).

PRIKLAD 4.2. Mnozina M = {(1,1),(2,3)} je bdzi vektorového prostoru RZ.
Potom pro vektor @ = (7,12) € R? plati

u

—3(1,1) + 5(2,3).

Tedy soutadnice vektoru i = (7,12) vzhledem k bdzi M jsou (—3,5). Piseme takto:
{atr = (-3,5).

Poznamka: Nabizi se otazka, vzhledem k jaké bazi jsou uvazovany ostatni sourad-

nice vektoru z uvedeného piikladu. Jedna se o tzv. kanonickou bazi.

V piipadé vektorového prostoru R? je kanonickou bazi mnozZina

{(1,0),(0,1)}.
Pro R? je potom kanonickou bazi mnozina vektort
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
atd.

UKOL: Ovéite, ze vektory

1 1 1 0
. 1 . 1 . —1 . 0
1 —1 0 —1

tvori bazi vektorového prostoru R*. Potom urcete souradnice vektoru
7= (4,-2,1,5)"
vzhledem k této bazi.

Poznamka: Prifazeni souradnic vektoru vzhledem k dané bazi je prikladem izo-
morfismu, tj. linedrniho zobrazeni, které je vzajemné jednoznacné.
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Véta 9. Necht M je baze vektorového prostoru V. Potom zobrazeni
f:Ve=1T"

definovan€ vztahem
f(a) ={a}in

je izomorfismus.

4.3 Podprostor vektorového prostoru

Definice 11. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T. Rekneme, Ze W je pod-
prostor vektorového prostoru V, pravée tehdy kdyz plati:

1. W je neprazdna podmnozina V. (W CV AW #0.)

2. W je vektorovym prostorem wvzhledem k operacim scitdni vektori a ndso-
beni vektoru prvkem z télesa T, které jsou definované na V (tj. spliuje definici
vektorového prostoru).

Skutecnost, Ze W je podprostorem vektorového prostoru V- znacime takto:

W CCV.

Poznamka. Vyznam pojmi uvedenych v definici si mizeme ilustrovat na prikladu
mnoZiny U = {(x,y) € R?;y = 3z}, ktera je vektorovym podprostorem vektorového
prostoru V = R? definovaného nad télesem T = R, tj. U CC V.

PRIKLAD 4.3. Rozhodnéte, zda je mnozina W = {(x,y) € R%y = 3z — 1}
vektorovym podprostorem prostoru R? (tj. zda plati W CC R?)

Nutna podminka existence vektorového podprostoru: Vektorovy podprostor
musi obsahovat nulovy vektor z (nad)prostoru V.

Poznamky.
1. ,Nejmensim“ podprostorem je tzv. trivialni vektorovy prostor {o}.

2. ,Nejvétsim®“ podprostorem je prostor V' samotny.
Je nutné pti urcovani podprostoru ovérovat celou definici?

Véta 10 (O urceni podprostoru). Neprdzdnda podmnoZina W vektorového prostoru
V' je podprostorem prostoru V, praveé kdyz plati:

1.Vu,ve W, a«+veW,
2. VaeT,YueW; aue W.
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PRIKLAD 4.4. Ovéite, zda W; CC (R, +, R) :
a) Wy = {|r,2r,br];r € R},

b) Wy = {[r,2r,7?];r € R},

c) Wy =A{[r,2r,1];r € R}.

PRIKLAD 4.5. Rozhodnéte, zda jsou ndsledujici mnoZiny podprostory prostoru R
nad R.

a) Mnozina vsech Tesent (z,y, z) homogenni linedrni rovnice
3r 42y — 2 =0.
b) Mnozina vsech vektori, které jsou linedrni kombinaci vektori
v = (2,-3,0), v, = (1,0,3).

Pokuste se o geometrickou interpretaci danych mnozin (podprostori,).
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