6 Skalarni soudin

Skaldrni soucin' je operace, kterd dvéma vektortim (je to tedy bindrni operace)
pritazuje skalar (v nasem pripadé jde o realné ¢islo, obecné se jednd o prvek néjakého
télesa T'). Dovoluje nam zavedeni metriky v afinnim bodovém prostoru, tj. umoziuje
nam urcovat vzdalenosti, odchylky, obsahy a objemy.

Pojem skaldrni soucin znate ze stredni skoly. Konkrétné se jednalo o tzv. Fuk-
leidovsky skaldrni soucin, ktery je pro vektory @ = (uy, us, us), v = (v, v9,v3) dan
vztahem:

—

U - U = ujvy + Uy + usvs. (16)

Obrazek 7: Vztah pro velikost vektoru « — ¢ obsahuje formuli pro vypocet Eukleidovského skalarniho
soucinu

Motivaci pro zavedeni skaldrniho soucinu v podobé dané formuli (I6]) lze nalézt pfi
upravé vztahu pro vypocet velikosti vektoru @ — o (viz Obr. [7)). Pfipomenime, ze ve-
likost (téz. normu; u geometrického vektoru se jedna o délku orientované tusecky,
kterd je jeho umisténim) vektoru w = (wi,wy, w3) znacime || a plati |W] =
Vw? + w? + w?2. Potom pro vektor @ — ¥ plati

’ﬁ — 17’ = \/(U1 — U1)2 + (UQ — 1)2)2 + (Ug — Ug)2

Pro dalsi studium tématu této kapitoly doporucuji publikaci [1] PECH, P. (2004) Analytickd ge-
ometrie linedrnich dtvari, Ceské Bud&jovice, Jihoceskd univerzita v C. B., dostupnou na adrese
http://www.ptf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy / Analyticka.pdf
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(jedna se vlastné o opakované uplatnéni Pythagorovy véty v trojrozmérném pro-
storu, viz Obr. [7), odkud po umocnéni obou stran na druhou dostaneme vztah

’ﬁ — 17|2 = (U1 — U1)2 + (Ug — 02)2 + (U3 — 03)2,

jehoz pravou stranu upravime na nasledujici tvar

S22 2 9 9 9 9
@ — U]° = ui + uj + ug + v] + v5 + v5 — 2(ugv1 + ugvy + uzv3)

a pomoci vztaht pro velikosti vektort u, v prepiseme do podoby
i — 0] = |@)? + |0]* — 2(urv1 + ugvy + usvs). (17)

Pozadavek zapisu rovnosti (I7) ve tvaru

i — 0 = |id)? + |0]* — 2a - v
nas potom vede k definovani skalarniho soucinu @ - ¥ formuli (I6). Aby vse ,fungo-
valo“, musi mit tato operace urcité vlastnosti. Ty jsou specifikovany v nasledujici
definici 12, ktera zavadi skaldrni soucin jako obecnéjsi operaci, nez je vyse uve-
deny Fukleidovsky skalarni soucin. Ten se tak stava jenom jednou z mnoha operaci
vyhovujicich této definici.

Definice 12 (Skalarni soucin). Skaldrnim soucinem rozumime operaci, kterd kazZdé
dvojici vektori U,V € V pritazuje redalné cislo (skaldr) i - v € R tak, Ze plati:

1. @-v=0-4 (SYMETRIE)

2. u-(V+w)=u-v+u-w, (BILINEARITA, vlastnosti 2 a 3)

3. (ku)-v=k(u-v),

J. @-@>0 Ali-d@=0&d=4. (POZITIVITA)
Poznamky.

1. Skalarni soucin je vzdy definovan na néjakém vektorovém prostoru V. Potom
hovorime o vektorovém prostoru se skalarnim soucinem, nebo strucnéji
o unitarnim prostoru.

2. Nejcastéji se setkame s nékterym z nasledujicich tii zptisobt zapisu skalarniho
soucinu vektoru u, v

w-U mnebo <u,U> mnebo [u 7]
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6.1 Priklady skalarnich soucdinti

Existuji rizné skalarni souciny. Za skalarni souc¢in povazujeme kazdou operaci, ktera
spliuje definici I2l Uvedme si zde nékolik piikladi:

1. Eukleidovsky skalarni soucin

—

U-U=uv + ugvs + ugvy; pro u,v € Vi.
2. Vazeny skalarni soucin
U-U = 2uv; + dugvy; pro u,v € Vs.

Obecné zapiseme vazeny skalarni soucin vektoru u, v € V,, formuli

n
u-v= E C;U; Uy,
1=1

kde ¢; je vaha soucinu i—tych souradnic téchto vektor.

3. Skalarni soucin
U+ U = UV] — UIV2 — Us¥1 + 4UoVs.

4. Skalarni soucin v prostoru spojitych realnych funkci na uzavieném intervalu

(a; b)

) ote) = | Fetert

a

PRIKLAD 6.1. Ouvéite, Ze operace definovand predpisem @ - T = 2u v; + Bugvy pro
u, v € Vo je skutecné skalarnim soucinem.

6.2 Norma (velikost) vektoru
Ke kazdému skalarnimu soucinu je nasledujici definici zavedena norma vektoru.

Definice 13. Normou (velikosti) vektoru u € V,, rozumime cislo

Je tfeba mit na paméti, Ze definice zavadl normu vektoru pomoci skalarniho
souc¢inu. Hodnota normy tedy zavisi na tom, jaky skalarni soucin pouzijeme!
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PRIKLAD 6.2. Je ddn vektor @ = (2, —3,5). Vypocitejte jeho normu pro
a) Eukleidovsky skaldrni soucin 4 - U = ujvy + ugve + usvs; U, U € Vi,

b) vdZeny skaldrni soucin U - U = 2ujvy + bugvy — ugvs; U,V € V.

Poznamky.

1. Pro normu vektoru pouzivame téz oznaceni ||u|| (potfebujeme-li ji odlisit od
absolutni hodnoty realného ¢isla).
2. Vektor s normou |i| = 1 nazyvame jednotkovy vektor.

2

3. Soucin u - @ zkracujeme na u - v = u°. Potom je ziejmé, Ze plati

i = | (18)
4. Ke kazdému skalarnimu soucinu prislusi dle definice I3 norma, ale ne kazda
norma je definovana pomoci skalarniho souc¢inu. Napriklad:

a) ||u]ly = |ur] + |ug| + ... + |unl,  (tzv. 1-norma)
b) [|tlline = max{fual, [ual, ... [unl},

¢) ||l = /u? +u2 + ... + u2, Eukleidovskd norma (téZ 2-norma)

V nékterych situacich bude vyhodné nahradit dany vektor vektorem stejného sméru,
ale jednotkové velikosti. Hovofime o tzv. normovani vektoru. Vektor « (z)normujeme
tak, ze ho vydélime jeho velikosti (normou), vysledny vektor oznacime tieba € :

=

e =

(19)

gy

]
PRIKLAD 6.3. Normujte vektor @ = (3, —4,0).

6.3 Dulezité nerovnosti

Pti zkoumani vlastnosti vektorovych prostort se skalarnim souc¢inem nam vyrazné
pomohou nasledujici dvé nerovnosti:

1) Cauchyova-Schwarzova nerovnost (en.wikipedia.org: Cauchy—Schwarz inequality),
2) Trojthelnikova nerovnost (en.wikipedia.org: Triangle inequality).

Ukazeme si, ze tyto nerovnosti plati v jakémkoliv vektorovém prostoru se skaldrnim
soucinem.
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6.3.1 Cauchyova—Schwarzova nerovnost
Véta 16 (Cauchyova—Schwarzova nerovnost). Pro kazdé dva vektory u,v € V,, a pro
jgakykoliv skalarni soucin plati
- o] < [Jal] ||7]]. (20)
Rovnost nastdvd pravé tehdy, kdyz jsou vektory i, v linedrné zavislé (tj. rovnobézné).
Diikaz. Uvazujme vektor w + kv. Potom dle definice skalarniho souc¢inu a normy
vektoru plati
|z + k7|* >0,

[@|* + 2kt - 7 + K*(|7]|* > 0. (21)
Kdyz levou stranu nerovnosti (2II) vhodné preusporadéame

|191*K* + 2 - 7k + [[d]]* > 0,
miizeme na ni nahlizet jako na kvadraticky trojélen Ak? + Bk + C s proménnou

k. Potom je kvadratickd nerovnost (2II) vzhledem k této proménné splnéna préavé
tehdy, kdyz je diskriminant B? — 4AC tohoto trojélenu mensi nebo roven nule

4( - 0)* — 4| @l*|7)* < 0.
Odtud dostaneme po nékolika tupravach nerovnost (20), kterou chceme dokazat
(@-7)° < [l [|9])%,
- o] < [Jal] ||7]].
]

Poznamka. Pouzivame rtzné zapisy Cauchyovy—Schwarzovy (déle jen ,,C—S“) ne-

rovnosti: )
n n n
(Z um) < Z uf Z vf,
i=1 i=1 i=1
n n n
Z wuv; | < Z uf Z v?,
i=1 i=1 i=1

PRIKLAD 6.4. Necht a,b, c,d, e jsou redind ¢isla, pro kterd plati:
a+b+c+d+e=38
a’ + 0>+ + d* + ¢* = 16.
Urcete mazimalni moznou hodnotu e.
Napovéda: Dané rovnice upravte na tvary
a+b+c+d=8—e
a?+ b4+ +d* =16 — €2

a uvazujte C—S nerovnost pro vektory « = (a,b,c,d) a v = (1,1,1,1).
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6.3.2 'Trojuhelnikova nerovnost

Maji-li tfi Gsecky a, b, ¢ tvorit strany trojuhelniku ABC' (viz Obr. {]), musi pro jejich
délky platit, ze soucet kazdych dvou z nich je vétsi nez ta tfeti (tj. a+b > ¢, a+c > b,
b+c > a). Nastane-li v nékterém z téchto pfipadt rovnost, body A, B, C' lezi v pfimce

C

A c B
Obrazek 8: Usecky délek a, b, ¢ jsou stranami trojihelniku

(trojuhelnik degeneruje v tsecku, viz Obr. [@). Tyto skutecnosti jsou popsany tzv.

A c B

Obrazek 9: Pro a + b = ¢ lezi vrcholy ,trojuhelniku® v primce

trojuhelnikovou nerovnosti. Pokud do stran trojihelniku ABC vhodné umistime
vektory u, v a u + v, jak ilustruje Obr. [I0, miZeme tuto nerovnost formulovat i pro
vektory a jejich normy (viz Véta [I7)).

C

cl

+

<{
<{

A g B

Obrazek 10: Trojihelnikova nerovnost pro vektory

Véta 17 (Trojuhelnikovd nerovnost). Pro kaZdé dva vektory u,v € V, a normu
vektoru prislusnou libovolnému skaldrnimu soucinu plati

la + 3l < lal] + {171 (22)

Rowvnost nastava prave tehdy, kdyZ existuje k € R,k > 0 takové, Ze u = kv nebo
U= k.
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Diikaz. Ukazeme, ze platnost nerovnosti (22)) je disledkem platnosti C-S nerovnosti
(20)). Nejprve obé strany nerovnosti (22) umocnime na druhou

1@+ 7)1 < (]| + [14]])?,
pravou stranu pri tom vyjadrime ve tvaru prislusného trojclenu
1@+ a1 < [Jalf* + 2(1a]|[|9]] + || 9]

Potom u ¢lenti, které jsou druhymi mocninami norem vektort, uzijeme vztah (I8) a
zapiSeme je ve tvaru skalarni mocniny

(@ + )% < @ + 2|)d||||7]] + 7°.
Po tpravé levé strany
0 421 - T+ 7 < a4 2|al||| o] + 7
a nalezitém zjednoduseni dostavame nerovnost
- v < ||| [|2],

jejiz pravdivost vyplyva z pravdivosti C—S nerovnosti (|@ - | < ||u||||7]|) a z definice
absolutni hodnoty (- v < |4 - 9]). O

PRIKLAD 6.5. Dokazte ndsledujict nerovnost:
lall = o[l < lla—bll; @b e V.

Reseni: Postupujeme tplné stejné jako pri vyse uvedeném dtikazu trojuhelnikové
nerovnosti.

PRIKLAD 6.6. Zapiste skaldrni soucin vektori i, U pouze uZitim normy vektoru.

Reseni: Vyuzijeme vztah (I8), tj. toho, e plati: 4-u = u? = ||i||>. Nejprve uvazujeme
vektor @ — v. Dle (I8) plati

(@ — 1) =u?—20- 0+ 0 = ||al|* —2u- v+ ||7])* = ||a — 7>

Odtud potom muzeme vyjadrit skalarni soucin « - v pomoci norem vektort takto:

- - 1 — — — —
i 0 = Sl + |9l — @ — o). (23)
Dalsi moZnosti je uvazovat vztahy ||@ — 7)) = ||@]|*? — 24 - T + ||U]|* a ||u + ¥]|* =
|@||> + 2@ - 7+ ||0]|>. Odecteme-li prvni od druhého, dostaneme vztah ||ii + 7| —
|@ — ¥]|* = 41 - U, ze kterého vyjadiime skaldrni souéin @ - ' takto
- — 1 — — — —
77 = L)+ a1 - 7 - 7). (24)
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6.4 Odchylka vektoru

Vztah pro vypocet odchylky dvou vektor muzeme definovat jako disledek C—S
nerovnosti (20). Z nerovnosti |« - | < ||u]| [|7]| vyplyva vztah

- —

u-v
[l 7]
Uvazime-li definici funkce cos, je potom ziejmé, ze pro kazdé dva nenulové vektory
u, v €'V, existuje jediné realné ¢islo ¢ € (0, m) takové, ze

< 1.

- —

U - U
Il
Toto ¢islo nazveme odchylkou nenulovych vektort u, v.

Definice 14 (Odchylka vektort). Odchylkou dvou nenulovych vektori u,v € V,
rozumime redlné cislo p € (0, m), které je dano vztahem

COS @ =

—

u-v
[l
PRIKLAD 6.7. Vypocitejte tihel mezi vektory v = (1,0,1), @ = (0,1, 1).

a) Uvazujte Fukleidovsky skaldrni soucin.

b) Uvazujte vazeny skaldrni soucin ¥ -0 = viwy + 2v9ws + 3vzws.
PRIKLAD 6.8. Urcete odchylku primek p,q : p : x = 1+ 3t,y = 1+t 2z =
1+2t;te R, q: x=2s5,y=34+9s,2=—1+06s; s € R.

PRIKLAD 6.9. Urcete hodnotu parametru c € R tak, aby vektoryd = (—2,3, c), b=
(5, ¢, —8) byly na sebe kolmé.

Cos Y = (25)

Poznamka. Dva nenulové vektory u, ¢ jsou na sebe kolmé praveé tehdy, kdyz cos ¢ =
0 tj.

u-v=0.
Tuto skutecnost vyuzijeme zanedlouho k zavedeni obecnéjsiho pojmu ortogondlni
vektory.

6.4.1 Kosinova véta

Ziskané poznatky o skalarnim soucinu vektori a jejich normé nyni vyuzijeme k dii-
kazu kosinové véty.
Véta 18 (Kosinova véta). Pro libovolny trojihelnik ABC' s vnitinimi uhly o, B,y
protilehlymi strandm délek a, b, c (viz Obr. [I1) plati

a? = b* 4+ & — 2bccos o

b’ =a® + & — 2accos B

& = a®+ b* — 2abcosy
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Obréazek 11: Trojuhelnik ABC

Diikaz. Uvazujme vektory ©« = B — A a v = C' — A, jejichz umisténimi jsou strany
AB a AC trojihelniku ABC. Strana BC' je potom umisténim vektoru v — « (viz
Obr. [2) a pro normy uvedenych vektort plati ||u|| = ¢, ||v]|| = b, ||V — u|| = a. Pri

C

<{
<i

|
ol

A d B
Obrazek 12: Uziti vektort k diikazu kosinové véty
vyuziti zkuSenosti z dikazu véty [[7 a feSeni ptikladu [6.6] mizeme psat

a2 — Hg_m’? — (?7—1_[)2 :?72—217-1_[—}—1_[2 _ HUH2_2776+|‘UH2 _ bQ—QU-U—i—CQ.

Nyni stac¢i za skalarni souc¢in ¥ - @ dosadit podle vztahu (25) pro vypocet odchylky
dvou vektori a dostaneme vztah

a® = b* — 2||7||||#]| cos o + €2, (26)
ktery je po dosazeni dle rovnosti ||7|| = b a ||i| = ¢ jiz shodny s rovnosti a? =
b% + 2 — 2bc cos . Zbyvajici rovnosti dokédzeme analogicky. ]

6.4.2 Pythagorova véta

Pythagorovu vétu miizeme chapat jako specialni pripad kosinové véty pro pravothly
trojuhelnik. Uvazujme, ze trojuhelnik ABC z obrazku [I2 méa pii vrcholu A pravy
thel (tj. « = 90° a cosa = 0). Potom dle (26]) plati

a’ = b + ¢,
kde a je prepona a b, ¢ jsou odvésny tohoto pravothlého trojahelniku.
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