7 Ortogonalni a ortonormalni vektory

Ze vztahu (25]) pro vypocet odchylky dvou vektori vyplyva, ze nenulové vektory u, v
jsou na sebe kolmé prave tehdy, kdyz u-v = 0. Tato skutec¢nost nam poslouzi k zave-
deni pojmu ortogonalnich vektori a vyuzijeme ji pti popisu vektorovych a bodovych
(pod)prostorti i pii zkoumani jejich vlastnosti a vzajemnych poloh.

PRIKLAD 7.1. Napiste parametrické rovnice piimky p, kterd prochdzi bodem A =
[7,6] kolmo na primku q: ©=—4+3t,y=5—2t; t € R.

Reseni: 7 parametrickych rovnic primky ¢ vyplyva, Ze tato pfimka je uréena bodem
B = [—4,5] a smérovym vektorem « = (3, —2) (viz Obr. [3). Ma-li byt piimka p

Obrazek 13: Primka p jdouci bodem A kolmo k pfimce ¢

kolma k primce ¢, je ziejmé, ze kazdy jeji smérovy vektor ¢ je kolmy k vektoru
u. K feseni tlohy proto postacuje najit jeden nenulovy vektor v = (v, v9), ktery
spliiuje rovnost « - v = 0. Jeho soufadnice jsou tedy fesenim rovnice

31}1 — 2?)2 = 0.

Z. nekonecné mnoha takovych feSeni vybereme jedno konkrétni, nabizi se napf.
(v1,v2) = (2, 3). Hledand pfimka p méa potom parametrické rovnice p : © = 7+2t,y =
6+3t; t€R.

Pojem ortogondlni vektory (k némuz pridame jesté pojem ortonormdlni vektory) si
definujeme nejprve pro dvojici vektorii.

Definice 15 (Dvojice ortogonalnich a ortonormélnich vektort). Dva vektory i, v €
V,, gsou ortogondalni pravée tehdy, kdyz

u-v=0.
Jsou-li navic jednotkové, tj. |u| = |U] = 1, nazyvame je ortonormdlns.

o1



Poznamka. Uvazujeme-li Eukleidovsky skalarni soucin, je vektor @ = (uq,usg, us)
jednotkovy pravé tehdy, kdyz je splnéna podminka,

|| = \/u%+u%+u§ =1,
kterou lze po umocnéni obou stran na druhou vyjadrit ve tvaru
2 2 2
uj +uj +uz = 1.
O vektorech @ = (uy,ug, uz), v = (v1, v9, v3) tak mizeme ¥ici, ze jsou ortonormdlni
pravé tehdy, kdyz soucasné plati
U101 + Uovy + ugvy = 0,
2 2 2
2 2 2
v +v; +vy = 1.
Jako ortogonéalni ¢i ortonorméalni mizeme oznacit i vétsi skupinu vektort, jak uvadi
nasledujici definice.
Definice 16 (Ortogondlni a ortonormalni vektory). Vektory iy, Us, ..., U € V,, jsou
ortogonadlni prave tehdy, kdyz
U; - u; =0,
pro vsechna i,j =1,2,....k; © # j. Jsou-li navic vsechny vektory jednotkové, tj.
|Ul’ =1,
pro vsechna i = 1,2, ..., k, nazyvdme je ortonormadlni.
Poznamky.
1. Ortogonalni vektory u, v znac¢ime takto
u Ll v

2. Ortogonalita je zobecnénim kolmosti. Protoze kromé terminu ,,ortogonalni vek-
tory“ pouzivame téz oznaceni ,kolmé vektory“, je dobré mit na paméti, ze
definice ortogonalnich vektori pripousti i nulovy vektor a vyplyva z ni, Ze nu-
lovy vektor je ortogonalni ke vSem vektortim. Hovorime-li o kolmych vektorech,
uvazujeme vesmeés vektory nenulové.

3. Pojmem ortogonalni vektory oznacujeme skupinu dvou, ale i vice vektort, které
splnuji definici [16l. Tj. skupinu vektori w7y, us, ..., iy nazveme ortogonalni, kdyz
pro kazdé dva rizné vektory z nich plati u; - u; = 0.

4. Ortonormalni jsou vektory, které jsou ortogondlni a navic vsechny jednotkove,
tj. plati: _
U; - Uy =0}
pro vsechna ¢,j = 1,2,...,n, kde 5{ je Kroneckerovo delta (5f =1lprot=ja
6! =0 pro i # j).
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8 Ortonormalni baze

Béazi vektorového (pod)prostoru je jakdkoliv mnozina jeho generatori, ktera je line-
arné nezavisla. Vylu¢né postaveni mezi vSemi bazemi maji diky svym vlastnostem
tzv. ortonormalni bdze, tj. baze, jejichz vektory jsou ortonormdlni (viz def. [1).

Definice 17 (Ortogonalni a ortonormalni baze). Bdzi B = {by, b, ..., by} vektoro-
veho prostoru V' se skaldrnim soucinem nazveme ortogonalni bazi, jestliZe jsou jeji
vektory 51, 52, cee En ortogonalni.

Bazi B nazveme ortonormdalni bazi, jestliZe jsou jeji vektory 51, 52, ey gn ortonor-
malng.

Poznamka. Baze B je tedy ortonormalni, jestlize
b - by = &

pro vSechna 7,7 =1,2,...,n, kde 5f je Kroneckerovo delta (5{ =1lprot=7ja 5{ =0
pro i # j).
Priklad: Rozhodnéte, zda se jedna o ortogonalni ¢i ortonorméalni baze:

a) By ={(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)},

b) By = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)},

c) B3 =1{(2,0,0),(0,-1,0),(0,0,4)}.

Veéta 19. Jsou-li nenulove vektory uq, uo, ..., U,, n € N, ortogondlni, jsou linedrné
nezavisle.

Diikaz. Dtukaz provedeme sporem. Predpokladame, Ze nenulové ortogonalni vektory
U1, Us, ..., Uy jsou linedrné zavislé. Aspon jeden koeficient k; linearni kombinace

kyily + koily + . . kil = 0 (27)

tak musi byt rizny od nuly. Necht je to tfeba ki. Pokud nyni skaldrné vynasobime
obé strany rovnosti (27)) vektorem i, dostaneme rovnost

—

klﬁl'Ul+k2ﬁ2'ﬁ1+...]€nun'ﬁ1:5'ﬁ1, (28)

na jejiz levé strané jsou vsechny cleny kromé prvniho diky predpokladané ortogona-
lité vektora 1, Us, ..., U, rovny nule. Rovnost (28) se tak redukuje na tvar

ki = 0, (29)

kde u5 # 0 (vektory u; jsou dle predokladu nenulové). Potom ale musi byt k1 = 0,
coz je ale ve sporu s predpokladem, ze ki # 0. Tim je pravdivost véty dokazana. [
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8.1 Vyhody ortonormalni baze

Uvedeme si dvé vyhody, které nam oproti ,,obyc¢ejné“ bazi prinese pouziti ortonor-
malni baze.

8.1.1 Vypocet skalarniho soudinu

Jsou-li vektory u, ¢ uréeny soutadnicemi @ = (uy,Us,...,U,), U = (1,02, ..., V)

— —

vzhledem k néjaké ortonormaélni bazi B = {gl, by, ..., bn}, je jakykoliv skalarni soucin
téchto vektori dan vztahem

—

U+ U= uvy + Uss + ... + UpUy,

bez ohledu na jeho konkrétni definici.

Tuto zajimavou a velice uzitecnou skutecnost snadno dokézeme. Vektory u, v zapi-
seme jako linearni kombinace vektorti baze B

U = ulg1 + UQEQ + -+ Ungn, 17 = 11151 + 11252 + -+ Ungn
a skalarné je spolu vynasobime
T+ T = (urby + Upby + - -+ 4 unby) - (01by + Vaby + - - - + v,by). (30)

Pravou stranu (B0) rozndsobime uzitim vlastnosti 2 a 3 z definice skalarniho souc¢inu
(viz def. 12). Dostaneme

U-U= ulvlgf 4 uqvghy by & - - ulvngl : gn—l— (31)
+UQU151 : 52 + Uszg% + -+ Ugvngg : gn—i—

+unvlgl : gn + Unv2g2 ' gn + o+ UnUnB%,
kde ovsem, diky ortonormalnosti baze B, pro vSechna 7,57 = 1,2,...,n plati Z;Z : l;j =
0 pokud i # j, jinak b? = 1. Rovnost (BI) je tak pro kaZdou ortonormélni bézi
B = {by, b, ..., b, } ekvivalentni rovnosti

U- U= uivy + Ul + -+ - -+ UyUy, (32)

44

bez ohledu na to, jak je definovan skalarni soucin ,,-“.

Poznali jsme, Ze pokud pouzivame ortonormalni bazi (a my tak ¢inime, protoze neni-
li feceno jinak, pracujeme se souradnicemi vzhledem ke kanonické bazi), nemusime
se starat o definici skalarniho soucinu a pocitame ho tak, jak jsme zvykli ze stiedni
skoly.
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8.1.2 Urceni souradnic vektoru vzhledem k ortonormalni bazi
Uvazujme vektor @ = (uy, us, ..., uy,), jehoz soutadnice uy, us, ..., u, jsou dany vzhle-
dem k ortonormélni bazi B = {by, bs, ..., b, }, tj.

U= Ulgl + UQEQ —+ ...+ Ungn. (33)

Potom pro i—tou souradnici u; vektoru u plati

—

kdei=1,2,...,n

Vztah (B4) ndm umoziuje rychly vypocet jednotlivych soufadnic vektoru. Podstatu
jeho diikazu si ukazeme na pripadu ¢ = 1, zobecnéni pro: = 1,2, ..., n bude ziejmé.
Jestlize vynasobime obé strany (33 vektorem b;, dostaneme rovnost

@b = ulb + by - by + oo + Unby - b1, (35)
ktera je diky ortonormalnosti vektort bl, bQ, e bn ekvivalentni s rovnosti
Uy = U - 51.
Pro zobecnéni staci zameénit 1 za ¢ a uvazovat + = 1,2, ..., n.

PRIKLAD 8.1. Urcete souradnice vektoru © = (1,1,1) vzhledem k ortonormdini
bazi B = {Ul,ﬁg,ﬁg}; 17:1 = (%, %, —%), 172 = (0, %, %), 173 = (\/53—0, —\/2—, \/1—),
R m Oznacme UB z—tou souradnici Vektoru U Vzhledem k B. Potom v = (1 1 1)

2 3
\/%'

8.2 Gram—Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces

Véta [§ nam zarucuje, ze kazdy konec¢né generovany vektorovy prostor ma alespon
jednu konec¢nou bazi. Poté, co jsme se seznamili s vyhodami ortonormalni baze, je
ziejmé, ze bychom uvitali stejnou zaruku i pro existenci ortonormalni baze. A sku-
tecné, takova zaruka existuje, pro vektorové prostory se skalarnim soucinem nam ji
dava nasledujici véta.

Véta 20 (Existence ortonormalni baze). KaZdy netrividlni konecné generovany vek-
torovy prostor se skaldrnim soucinem md aspon jednu ortonormdlni bazi.

Diikaz. Existence koneéné baze je zarucena vétou 8. K dikazu véty 20 tak postaci
ukazat, ze z kazdé konecné baze uvazovaného vektorového (pod)prostoru mizeme
vytvorit bazi ortonormalni. To skuteéné mozné je. Garantuje ndm to postup znamy
jako Gram—Schmidtiv ortogonalizacni proces. Misto dikazu véty 20 si podrobné ro-
zebereme tento postup pro pripad vektorovych prostorii dimenze dva a tii. Zobecnéni
postupu pro pripad vektorového prostoru dimenze n, které je podstatou diikazu véty,
je potom ziejmé. ]
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Gram—-Schmidtiv ortogonalizacni proces se tyka vytvoreni ortonormaéalni baze vek-
torového prostoru, vyuzivame ho vsSak predevsim k urcovani ortonormalnich bazi
vektorovych podprostort. V pripadé vektorovych prostori mtizeme vzdy ,sdhnout*
po kanonické bazi (tj. napiiklad pro R? je to {(1,0),(0,1)} ).

Vytvoreni ortonormalni baze vektorového prostoru dimenze 2

Predpokladejme, ze zname bazi {di,d>} vektorového podprostoru W CC V,, (tj.
W = [d1, ds]) a chceme vytvorit jeho ortonormélni bazi {e7, € }. Budeme postupovat
tak, Ze nejprve vytvorime ortogonalni bazi {by, bs} podprostoru W. Potom vektory

této baze pomoci formule (I9) znormujeme. Vysledkem je pozadovana ortonormalni
baze {51, 52}

. Vytvorent ortogondlni baze podprostoru W

Prvni vektor b; ortogonalni baze ztotoznime s prvnim vektorem a; z dané baze
by = d;. (36)

Druhy vektor by potom vyjadiime jako linedrni kombinaci vektori by a @

by = Gy + kb (37)
tak, aby
by - by = by - dy + kb = 0. (38)
Z této podminky kolmosti vektorti ortogonalni baze vyjadiime hodnotu koeficientu
b - G
k= (39)
b1
kterou dosadime do vztahu (37) pro vektor by
. by - Gy
by = @y — 220 (40)

72
bi

Rovnostmi (36) a ([@T) jsou uréeny vektory by, by ortogonalni baze podprostoru W

bi=di, b= = = h (41)
1

Poznamka. Vztah (B9) pro vypocet vektoru 52 kolmého k vektoru 51 = @; muzeme
odvodit ,ryze geometricky®, bez nutnosti fesit rovnici (B8)) pro nezndmou k. Pouzi-
jeme k tomu obrazek (nebo pfislusny aplet vytvoreny v GeoGebre)). Vidime, zZe
vektor gg, ktery ma byt kolmy k 51, dostaneme jako soucet vektoru s s vektorem
ktery je vektorem opa¢nym k vektoru u, jehoz velikost je rovna kolmému primétu
vektoru as do sméru vektoru 51.
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Obrazek 14: Gram—Schmidttv ortogonalizacni proces pro podprostor dimenze 2 - vytvotreni ortogo-
nalni baze

Pro velikost kolmého primétu vektoru as do sméru vektoru 51 plati

i = 21 (42)

Pfitom Vyrazfig by > 0 pro p € (0;5) ady- by < 0 pro ¢ € (5,m), kde ¢ je thel
mezi vektory by (tj. také @) a dp). Pravdivost tohoto vztahu pro ¢ € (0; §) snadno
prokazeme rozepsanim jeho pravé strany podle vztahu pro vypocet odchylky dvou

vektori. Dostaneme vztah

_ 62 . 51 _ ’62”51’COS(,0

7] = 92 !
|01 |01

= |d@2| cos ¢,

ktery odpovida definici hodnoty funkce kosinus v pravoihlém trojtahelniku (|ds| je
délka prepony, || je délka odvésny pfilehlé k hlu ¢). Pro ¢ € (3, 7) staci uvazovat
uhel m — .

Znéme tedy velikost vektoru @ (viz (@2)) a vime, #e ma smér vektoru by (nebo

—

as - b
opacny, pro ¢ € (g, m)). Staci tedy vyndsobit ¢islem 25 ’ L jednotkovy vektor sméru
1
b; a dostaneme vektor u
L dy-by by dybyp
[ba] ba] b7
Podle obrazku IH je potom vhodnim vektorem by soucet @y + @', kde @ = —, tj.
— a; . g —
bgzd'g—f-ﬁ/:dé—ﬁ:qg— 252 lbl. (43)
1

Vztah (43) je totozny se vztahem (BY). Geometrickou tivahou jsme tak dostali stejny
vysledek jako vypoctem. (konec poznamky)
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II. Vytvoreni ortonormdlnt baze podprostoru W

Nyni vektory b1, b znormujeme a tim dostaneme pozadovanou ortonormalni bazi
podprostoru W

b
51 — =, 52 — T2 . (44)
1>

Vytvoreni ortonormalni baze vektorového prostoru dimenze 3

Predpokladejme, ze zname bazi {d;, ds, a3} vektorového podprostoru W CC V,, (tj.

W = [d1, do, d3]) a chceme vytvorit jeho ortonormélni bazi {61, €y, €3}. Budeme po-
stupovat tak, ze nejprve vytvorime ortogonalni bazi {bl, bg, bg} podprostoru W. Po-
tom vektory této baze pomoci formule (I9) znormujeme. Vysledkem je pozadovana
ortonormalni baze {e1, €, €3 }.

. Vytvorent ortogondlni baze podprostoru W

Postup vytvoreni prvnich dvou vektori 51, 52 ortogonalni baze je identicky s vyse
popsanym pripadem podprostoru dimenze 2. Plati tedy

b=, b= - 225, (45)
i
Treti vektor 53 potom vyjadrime jako linearni kombinaci vektori 51, by a as
by = dis + mby + nb, (46)
tak, aby
51-53:51-63+m5%+n51-52:51-53+m5%:0, (47)
52-53:gg-d'ngml;l-52+n5§:gg-d'3+n5§:0. (48)

Z téchto podminek ([47), (8:2) kolmosti vektori ortogonalni baze vyjadiime hodnoty
koeficienti

by - G by - G
m— — 162613’ n— — 242613 (49)
b1 b3

které dosadime do vztahu (@6) pro vektor bs

. by-dse by dse
b3 = a3 — —=—b1 —
b1 b3

bo. (50)

Rovnostmi (45) a (B0) jsou uréeny vektory by, by, by ortogonalni baze podprostoru

7% ~
.~ bydye - by -dse by-dse
1 = dy, b2:a2_—»72b17 b3 = a3 — = by — =
B B 2

bo. (51)
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Poznamka. I v pripadé nalezeni tfetiho vektoru ortogonalni baze muzeme uplatnit
,ryze geometricky“ pristup. Tentokrat bychom pouiili opaéné vektory ke dvéma
kolmym pramétim vektoru asz do sméri vektort b a bg, které bychom slozili s
vektorem a3, abychom dostali vektor b3 kolmy na oba vektory b a by. Detailné se
zde timto postupem nebudeme zabyvat.

Obrazek 15: Gram—Schmidttv ortogonalizacni proces pro podprostor dimenze 3 - vytvotreni ortogo-
nalni baze
II. Vytvoreni ortonormdini bdaze podprostoru W

Nyni vektory by, bo, b3 znormujeme a tim dostaneme pozadovanou ortonormalni bazi
podprostoru W

b b b
51:_,—1, 52272, 53273 (52)
b1 b b3

PRIKLAD 8.2. Urcete ortonormdini bazi podprostoru W CC R3, ktery je genero-
vdan vektory v; = (1,1,2), U5 = (0,1, —1).

Resend:
. Vytvorent ortogondlni baze podprostoru W
Prvn{ vektor b; ortogonéln{ baze ztotoznime s prvnim vektorem 7, = (1,1,2) z dané
baze
by = (1,1,2).

Druhy vektor by potom vyjadiime jako linedrni kombinaci vektort b; = (1,1,2) a
vy = (0,1,-1)
by = Us + kby = (0,1, 1) + k(1,1,2) (53)

tak, aby

l

by by =(1,1,2)- (0,1, —1) 4+ k(1,1,2)* = 0.
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7 této podminky kolmosti vektorti ortogonalni baze vyjadiime hodnotu koeficientu

k__gl'772 __(17172)(0717_1) _1
e (1,1,2)2 6

kterou dosadime do vztahu (53) pro vektor b

by = (0,1, —1)+=(1,1,2) = [ =, =, — ) .
2 (77 )+6(77) <67673)

Protoze v pripadé ortogonalni baze jde jenom o sméry vektori, nikoliv o jejich veli-
kosti, miizeme vysledny vektor nasobit 6, abychom se zbavili zlomkt. Tuto tpravu
ocenime zanedlouho pri normovéani vektoru. Hledanou ortogonalni bazi podprostoru
W tak tvoti vektory

b = (1,1,2), by =(1,7,—4). (54)

II. Vytvoreni ortonormdini bdze podprostoru W

Nyni vektory b1, b znormujeme a tim dostaneme pozadovanou ortonormalni bazi
podprostoru W

b ( 1 1 2 > by ( 17 —4> (55)
€1 = - = ) ) 5 €r = S = 3 ) .
i \V6 V6 V6 ] \V66 /66 /66

Reseni v programu wxMazima:
(%11) 1load(eigen);
(%0l) C:/PROGRA2/MAXIMA1.0/share/mazima/5.26.0/share/matrix/eigen.ma

(%12) Db:gramschmidt({[1,1,2],[0,1,-11});

(%o2) [0,1,~1],[1,2, 7]

(%13) el1]:unitvector(b[1]); e[2]:unitvector(b[2]);
1 1

%03) [0, —=, ———=

( 00 ) [ \/5 \/5]

T P A N

VIT V2V/1T V2 V1T

Poznamka. Vidime, Ze algoritmus, ktery se skryva za prikazem ,gramschmidt®,
nezpracovava vektory v poradi, v jakém je zadame, ale voli si optimalni poradi sam.
Stejné mizeme postupovat i my.
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PRIKLAD 8.3. Urcete ortonormdini bdzi vektorového prostoru W = [{iy, iy, i3 }] ;
(1,1,-1,-2), @ = (1,0,1,1), @ = (0,1,1,0).

Uy
Reseni:

I. Vytvorent ortogondlni baze podprostoru W

Prvn{ vektor by ortogonalni baze ztotoznime s prvnim vektorem @; = (1,1,—-1,-2)

7z dané baze
by = (1,1, -1, -2).

Druhy vektor by potom vyjadiime jako linearni kombinaci vektort b; = (1,1,—-1,-2)
a iy = (1,0,1,1)
by = @y + kb = (1,0,1,1) + k(1,1, -1, —2) (56)
tak, aby
by by =(1,1,—1,-2)-(1,0,1,1)+ k(1,1, 1, —2)2 = 0.

Z této podminky kolmosti vektorti ortogonalni baze vyjadiime hodnotu koeficientu

by (1,1,-1,-2)-(1,0,1,1) 2

k e — )
b% (1717_17_2)2 7

kterou dosadime do vztahu (56) pro vektor by
- 2 9253
by =(1,0,1,1)+=(1,1,-1,-2)= | =, =, =, = | .
2 (777)+7(77 ) ) (7777777)
Protoze v pripadé ortogonalni baze jde jenom o sméry vektorti, nikoliv o jejich

velikosti, mtzeme vysledny vektor nasobit 7, abychom se zbavili zlomkii. Dostaneme

—

by = (9,2,5,3).

Treti vektor b3 vyjadiime jako linearni kombinaci vektort b; = (1,1,—-1,-2), by =
(9,2,5,3) a ity = (0,1,1,0)

by = @3 + mby + nby = (0,1,1,0) +m(1,1, -1, —2) +n(9,2,5,3)
tak, aby

by-bg=(1,1,—1,-2)-(0,1,1,0) +m(1,1, -1, —-2)> +n(1,1,—1,-2) - (9,2,5,3) = Tm = 0,
by - by = (9,2,5,3)-(0,1,1,0) + m(9,2,5,3) - (1,1, -1, —2) + n(9,2,5,3)> = 7+ 119n = 0.

Z téchto podminek kolmosti vektort ortogonélni baze (vSimnéte si, ze v tomto pii-
padé jsou vektory by = (1,1, —1,—2) a @3 = (0,1, 1,0) jiz na sebe kolmé) vyjadiime

hodnoty koeficientti
1

:0 = ——
m s n 17

61



které dosadime do vztahu pro vektor 53

, 1
by = (0,1,1,0)+0(1,1, -1, —2) — —(9,2,5,3) = (—

9 15 12 3
17

171717 17

Vektor 53 nasobime 17, abychom se zbavili zlomkii. Potom vektory 51, 52, 53 ortogo-
nalni baze podprostoru W jsou

by = (1,1,—1,-2), by=(9,2,5,3), b= (—9,15,12,—3).

II. Vytvoreni ortonormdlnt baze podprostoru W

Nyni vektory b1, by, bg znormujeme a tim dostaneme pozadovanou ortonormalni bazi
podprostoru W

(1112
“‘Qﬁ¢?iﬁ*¢9’

. (9 2 5 3
- <\/119’\/119’\/119’\/119> ’
L 9 15 12 3
- <_ V459" /459" /459" _\/@> '

Reseni v programu wrMaxima (kéd navazuje na feseni predchdzejiciho prikladu):
(%i5) kill(b);
(%05)  done
(%16) b:gramschmidt({[1,1,-1,-2],[1,0,1,1],[0,1,1,01});
11 .33 3 23
Py 1] [_7_7__7__]]
272’ 5'5° 5 5
(%1i7) el[1] :unitvector(b[1]); e[2] :unitvector(b[2]);
e[3] :unitvector(b[3]);

L0

7

2 1\/5]
ﬁ’ffffJ‘
1 2

\f\f\f \f\f V3V

(%06) [[0,1,1,0],[1,—

(%07) 0,

g
%|~

(%008) |

Q‘

(%009) | ]

Poznamka. Prikaz , gramschmidt® opét volil jiné pofadi zpracovani vektori a nasel
jinou ortogonalni bazi, s ,lépe vypadajicimi“ vektory.
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Kromé volby vhodného potradi vektort si ru¢ni vypocet vektorti ortonormalni
baze daného podprostoru mizeme v fadé pripadi podstatné zjednodusit také tim,
ze dany systém generatori nahradime vektory, které jsme ziskali eliminaci pri-
slusné matice. V pripadé prikladu jsme tak mohli misto pivodnich vektort
(1,1,—-1,-2),(1,0,1,1),(0,1,1,0) pocitat s vektory (1,0, 0,0), (0,1,0,—1),(0,0,1,1),
které generuji stejny podprostor, protoze

11 -1 -2
10 1 1 ~ e~
01 1 O

o O =
O = O
—_— O O
|
’_l

Vyzkousejte!
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