9 Kolmost vektorovych podprostoru

Od kolmosti dvou vektori nyni prejdeme ke kolmosti dvou vektorovych podprostorii.
Budeme se zabyvat otazkou, kdy jsou dva vektorové podprostory na sebe kolmé a
jak to pozname. Zac¢neme tim, ze stanovime, jak urcit kolmost jednoho vektoru
k podprostoru.

9.1 Kolmost vektoru k podprostoru

i

Obrazek 16: Vektor @ kolmy k podprostoru V' = [l;l, 52]

Definice 19 (Kolmost vektoru k podprostoru). O vektoru @ rekneme, Ze je kolmy
k vektorovéemu podprostoru Vi, praveé kdyz je kolmy ke kaZdému vektoru z tohoto

podprostoru. Znacime
u L V.

Uvedena definice nam nedava primy navod, jak o kolmosti vektoru k vektorovém
podprostoru rozhodnout. Vektori je ve vektorovém podprostoru nekonec¢né mnoho
a ovéreni kolmosti daného vektoru ke kazdému z nich je proto nerealné. Nastésti
vsak vime, ze kazdy vektor z vektorového podprostoru lze vyjadrit jako linearni
kombinaci vektori jeho baze, a baze uz ma kone¢ny pocet vektora (viz Obr. [I6).

Véta 21 (Kritérium kolmosti vektoru k podprostoru). Vektor @ € V,, je kolmy
k podprostoru Vi, CC V,,, jestlize je kolmy ke vsem vektorim jeho baze {by,bo, ..., by}

Diikaz. Podle definice 19 je vektor @ € V,, kolmy k podprostoru V;, CC V,, prave
tehdy, kdyz je kolmy ke kazdému vektoru v € Vj, tj. kdyz pro kazdy vektor v € V,

plati
u-v=0. (61)
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Protoze V = [51,52, .. bk] muizeme kazdy vektor ¢ € V, vyjadrit jako linedrni
kombinaci ¥ = wv1b; + ’U2b2 4o+ vkbk Po dosazeni do (6I) a roznasobeni tak
dostavame rovnost

Ul?j'gl—FUzl_L"gz—F"'—FUk’lj'gk:0, (62)

ktera je urcité splnéna, jestlize je vektor @ kolmy ke vSem vektortum baze 51, 52, - I;k,
tj., jestlize

@-by=1-by=---=1i-by=0. (63)

]

9.2 Kolmost dvou podprostorii

Kolmost vektoru k vektorovému podprostoru vyuzijeme v definici a pri urceni kol-
mosti dvou vektorovych podprostori.

Obrazek 17: Dva kolmé podprostory

Definice 20 (Kolmost vektorovych podprostort). Dva vektorové podprostory V,., V, CC
V,, 7sou na sebe kolme, jestlize v kazdem z nich existuje vektor, ktery je kolmy k dru-

heému podprostoru. Znacime
Vi LVs

Pti rozhodovani o kolmosti dvou konkrétnich vektorovych podprostorit danych svymi
bazemi budeme vyuzivat ,nutnou a postacujici podminku kolmosti dvou podpro-
stori“, ktera je formulovana v nasledujici vété 22, Nez ji uvedeme, objasnime si jeji
smysl (a tim i myslenku jejitho dikazu, ktery prenechame ¢tenafi) na piikladu dvou
podprostort dimenzi 2 a 3.
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PRIKLAD 9.1. Rozhodnéte, za jakijch podminek jsou na sebe kolmé podprostory
‘/2 — [{C_ilo 62}]7 ‘/E’) — [{bla b27 b3}]

Reseni: Dle definice 20 jsou dané dva vektorové podprostory V5, V3 na sebe kolmé,
jestlize v prostoru V5 existuje néjaky vektor Z, ktery je kolmy k podprostoru V3, a
zaroven v podprostoru V3 existuje vektor ¢ kolmy k prostoru V5. K popsani téchto
skutecnosti vyuZijeme tvrzeni véty 211 (,,vektor je kolmy k podprostoru, jestlize je
kolmy ke vSem vektorim jeho baze®).

1. Existuje vektor & € V5, ktery je kolmy k Vj.

Jestlize vektor ¥ nalezi podprostoru V5, mtzeme ho psat jako linearni kombinaci
vektoru jeho baze ¥ = x1d; + rods. Dle véty 211 je vektor Z kolmy k podprostoru V3,
jestlize je kolmy k vektoriim jeho baze b1, bo, b3, tj., jestlize jsou splnény rovnice

f'gllec_il'gl-f-l'zc_iz'gl:o,
f'52:$161'52+$262'52:0, (64)
f‘gglec_{l'ggﬁ-l'%_lé'gg:o.

Homogenni soustava (64]) ma netrividlni feseni pravé tehdy, kdyz jeji matice

ai - by b1
Al = 61 . b2 62 . b2 (65)
61 . bg 7l bg

ma hodnost mensi nez 2.
2. Existuje y € V3, ktery je kolmy k V5.

Jestlize vektor ¢ nalezi podprostoru V3, mizeme ho psat jako linearni kombinaci
vektort jeho baze y = y1b1 +y2b2 +y3b3 Dle véty 211 je vektor i kolmy k podprostoru
V3, jestlize je kolmy k vektortim jeho baze dq, ds, tj., jestlize jsou splnény rovnice

—

Y- a; = yiby - @y + y2be - a1 +ysbz - @y = 0

- T (66)
Y- d = y1by - da + yaba - da + y3bz - d2 =0
Homogenni soustava (60) mé netrividlni feseni pravé tehdy, kdyZ jeji matice
dy-by @y -by - b
Ay = ap-01 Ga1-02 dap-03 (67)

dy by dy-by dy- b3
mé hodnost mensi nez 3 (coz je v tomto pripadé urcité splnéno).

Vidime, zZe pro kolmost podprostoru V5, V3 jsou rozhodujici hodnosti matic A;, As.
Protoze Ay = AT a h(As) = h(AT), stadl uvazovat jenom jednu z téchto matic,
napiiklad As, kterou v souladu s nasledujici vétou oznac¢ime G. Aby byly podprostory
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V5, V3 na sebe kolmé, tj. aby mély obé uvedené soustavy (64)), (66) nenulova fesen,
musi byt hodnost matice

61-61 61-62 61-63

G = (68)

dy - by da-by dy- b3
mensi nez 2. V obecném pripadé bychom tekli, Ze hodnost takovéto matice musi
byt mensi nez minimum z dimenzi posuzovanych vektorovych prostori, jak uvadi
nasledujici véta.

Véta 22 (Nutné a postacujici podminka kolmosti dvou podprostorti). Dva vektorové
podprostory V, a Vi s bdzemi {ay,aq,...,a.} a {b1,be,...,bs} jsou na sebe kolmé
prave tehdy, kdyzZ pro hodnost matice

a-by ay-by aj - by

as - by ds - by as - b
G = :

_ar'bl ar'b2 r'bs_

platt
h(G) < min(r, s).

PRIKLAD 9.2. Rozhodnéte, zda jsou dané vektorové podprostory prostoru R* na
sebe kolmée:

a) Vo =1[(1,0,1,1),(0,2,—1,1)], V3 =[(0,1,0,1),(1,0,—-1,2),(1,2,1,-2)],

b) Vo =1(1,1,2,-1),(3,0,1,-1)], V3 =1(1,0,1,2),(2,-3,2,2),(1,1,1,-2)],
c)Vi=1(1,0,-1,2)], V5 =[(0,1,2,1),(1,3,-1,-1),(2,1,0,—1)].

Poznamka. Zvlastni kategorii vzajemné kolmych podprostori daného vektorového
prostoru V,, tvofi tzv. totdiné kolmé podprostory. Jedna se o dvojice podprostori,

které jsou kolmé a soucet jejich dimenzi je pfitom roven n. Rikadme, Ze tyto podpro-
story jsou vzajemné svymi ortogondlnimi doplnky.

9.3 Ortogonalni doplnék vektorového podprostoru

PRIKLAD 9.3. Urcete mnoZinu vsech vektori z Vs, které jsou kolmé (ortogondini)
k vektoru u = (2,1, —3).

Reseni: Hledame mnozinu W C V3, pro kterou plati: V& € W; « -7 = 0, tj. mnozinu
vSech TeSeni homogenni rovnice

2],‘1 + X9 — 3%3 = O, (69)
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kde x1, x9, 23 jsou soufadnice vektoru Z. Rovnici (69) mtzeme uvazovat jako ,sou-
stavu“ jedné rovnice o tfech neznamych. Potom dvé ze tii neznamych, napt. z; a x3
nahradime realnymi parametry a zbyvajici neznamou x, dopocitame. Dostaneme

r1 =7,
T3 = s, (70)
T9g=—2r+3s; r,seR

a hledanou mnozinu W zapiseme ve tvaru
W = {(r, =2r + 3s,5);r,5s € R}. (71)

Protoze W = {(r, —2r+3s,s);r,s € R} = {r(1,-2,0)+s(0,3,1);r, s € R}, muzeme
W pséat jako linedrni obal dvojice vektora (1, —2,0),(0,3,1),

W =[{1,-2,0),(0,3,1)}]. (72)
Potom je, jak jiz vime, W vektorovym podprostorem V3,
W CC Vs
Pokud budeme uvazovat také podprostor generovany vektorem 1,

U=121=3)}, (73)

tvori U, W dvojici vzajemneé se ortogonalné doplnujicich podprostort vektorového

Obrézek 18: U = [{(2,1, =3))}], W = [{(1, =2,0), (0,3, 1)}]
prostoru V5 (viz Obr. [I§), znacime
U=w+, w=0"

a ¢teme ,,podprostor U je ortogonalnim dopliikem podprostoru W, resp. ,,podpro-
stor W je ortogonalnim doplinkem podprostoru U*.
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Poznamka. Ve vektorovém prostoru dimenze 3 je ortogonalnim dopliikem roviny
(presnéji vektorového prostoru dimenze 2) primka na ni kolmé (vektorovy prostor
dimenze 1, jehoz vektory jsou ortogonélni se vSemi vektory té roviny) a ortogonalnim
doplnkem primky je naopak rovina.

Definice 21 (Ortogonélni doplnék vektorového podprostoru). Ortogondlnim doplri-
kem wvektorového podprostoru Vi, CC V,, rozumime mnozinu vSech vektoru kolmgch
(ortogondlnich) k Vi. Znacime V;-.

Ortogonalni doplnék vektorového podprostoru je vektorovy prostor a jeho dimenze
je n — k. Dtikaz toho, Ze se jedna o vektorovy prostor prenechdme c¢tenari. Staci
na danou mnozinu uplatnit vétu (o urceni vektorového podprostoru). Zde se
zaméiime jenom na tidaj o dimenzi n — k podprostoru V;-.

Véta 23 (Dimenze ortogonéalniho dopliiku). Je-li Vi, podprostor vektorového prostoru
V.., je jeho ortogondini doplnék V- vektorovy prostor dimenze n — k.

Dikaz. Necht Vj, = |dy, ds, ..., dx], kde dy,ds, ..., d; je ortonormalni baze. Potom
pro kazdy vektor & = (z1,xa,...,25) € V" musi platit @; - & = 0; ¢ = 1,2,..., k.
Dostavame tak homogenni soustavu k rovnic o n neznamych

a11r1 + @129 + -+ + A1, = 0,

a91T1 + A92X9 + * * + + A2 XTy = 0, (74)

Ak1T1 + Qg% + - -+ Ay = 0,
jejiz matice ma hodnost k (jeji fadkové vektory a@;,i = 1,2,..., k jsou ortonormalni,
proto jsou dle véty [[9 linearné nezavislé). Z n neznamych je tedy k zakladnich a n—k
volnych. Proto musime pouzit n — k£ parametri a mnozinou vSech feSeni soustavy,
tj. ortogonalnim doplinkem prostoru Vj, je tak vektorovy prostor dimenze n — k. [

Poznamka. Z vySe uvedeného vyplyva, ze soucet dimenzi dvou vektorovych pod-

prostorti prostoru V,,, které jsou vzajemné svymi ortogonalnimi dopliky, je n. Tj.
pro V,,V, CC V,, kde V, = V- (a tedy také Vi = V1), plati

r+s=n.

Jak bylo uvedeno jiz v poznadmce na strané [70], rozliSujeme podprostory kolmé (V, L
V,) a podprostorytotdlné kolmé (V, = V.t a V, = V). Pfitom prostory totalné
kolmé jsou zaroven i kolmé, avsak naopak to neplati. Ne kazdé kolmé prostory jsou
zaroven také totalné kolmé.

PRIKLAD 9.4. Uvedte piiklad vektorovijch podprostort, které jsou kolmé, ale
nejsou totalné kolme.

Reseni: Napiiklad dvé na sebe kolmé roviny p : # = 0 a 0 : y = 0 v prostoru V3
jsou kolmé, ale nejsou totalné kolmé (soucet jejich dimenzi je 4, tj. vétsi nez dimenze
,materského* prostoru V3), viz Obr. 19
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Obréazek 19: Roviny p:x =0, o : y = 0 jsou kolmé, ale nejsou totalné kolmé

10 Orientace baze vektorového prostoru

Rozlisujeme pravotocivou (téz kladnou) a levotocivou (téz zapornou) béazi vektoro-
vého prostoru.

Uvazujme bazi (pro jednoduchost ortonormaélni) {u, v} prostoru V5. Jak vidime na

<i{
<{

u u
Obréazek 20: Pravotociva (vlevo) a levotociva (vpravo) baze prostoru V;

Obr. 20, vektory u,v mizeme v roviné usporadat dvéma zptisoby, pro které je ty-
pické, ze chceme-li pfejit od jednoho k druhému, nestac¢i nam vektory pootocit,
musime pouzit osovou soumeérnost. Podle smyslu prechodu od vektoru @ k vektoru o
oznacujeme tyto konfigurace vektorti i jimi tvofené béaze jako pravotocivou (kladny
smysl, Obr. 20, vlevo), respektive levotocivou (zaporny smysl, Obr. 20, vpravo). Pro
pravotocivé baze pouzivame téz oznaceni kladne bdze, pro levotocivé pak zdporne
baze.

Stejné rozdélujeme béaze v trojrozmérném prostorul. Uvazujme bazi {i, 7, @} vek-

torového prostoru V3. Vektory , v, w/ mizeme opét usporadat dvéma zpisoby, mezi
kterymi nelze prejit pouhym otocenim, ale musime pouzit soumérnost podle roviny.

'Pojem orientace béze a vektorového prostoru se da samoziejmé zavést obecné pro vektorové prostory dimenze
n, viz [1] PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich ttvari, Ceské Budéjovice, Jihoceska univerzita v C. B.,
dostupné na adrese |http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry /m/knihy/Analyticka.pdf, str. 105-107
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Konfiguraci, v niz pti pfechodu mezi vektory v poradi u, v, W postupujeme v klad-

Obréazek 21: Pravotociva (vlevo) a levotoéiva (vpravo) baze prostoru Vj

ném smyslu, nazyvame pravotocivou (téz kladnou) béazi (Obr. 21], vlevo), konfiguraci,
v niz postupujeme v zaporném smyslu, nazyvame levotocivou (téz zdpornou) béazi

(Obr. 21, vpravo).

Vektorovy prostor, v némz pouzivame takto orientované baze, nazyvame orientovany
vektorovy prostor.

10.1 Matice prechodu mezi dvéma bazemi

Mame-li ve vektorovém prostoru zavedeny dvé baze, mizeme soutradnice vektoru
vzhledem k jedné z nich prevést na soutadnice tohoto vektoru vzhledem k druhé
z nich pomoci tzv. matice prechodu mezi bazemi, jak ukazuje nasledujici priklad [10.1l

Kazd4 matice prechodu mezi dvéma bazemi je regularni (pro¢?) a tak je jeji
determinant rtizny od nuly. Pokud je kladny, jsou prislusné baze stejné orientované
(tj. obé jsou kladné, nebo jsou obé zaporné), pokud je determinant matice prechodu
zaporny, jsou prislusné baze opacné orientované (tj. jedna je kladna a druhd je
ZAporna).

PRIKLAD 10.1. Vektor i € Vy je ddn soutadnicemi iip = (u}, ub) vzhledem k bdzi
B = {b1,bs}. Urcete jeho soutadnice iy = (uy,us) vzhledem k bazi A = {dy, ds}.

Reseni: Vektory by, by baze B samoziejmé patii do vektorového prostoru V5, mtizeme
je proto vyjadrit jako linearni kombinace vektoru dy, ds baze A

b1 = prniai + piodo,

0= Pt pd (75)
by = P21y + P2ads.

Pokud soustavu ([73]) napiseme v maticovém tvaru

121 _ [pll ]012] _ {51] (76)
by P21 P22 a |’
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figuruje v ném tzv. matice prechodu of baze A k bdzi B

P11 P12
P(A, B) = . 77
( ) [p21 pzz] (77)

Vektor u zapiseme jako linearni kombinace vektori obou danych bazi
— — — / I / I
U = u1d) + ugdy = uiby + usbo
a za vektory by a by dosadime vyrazy z rovnic (75)
— - / — — / — —
u1dy + Uy = wy(Pr1@1 + Prada) + Uy(P21G1 + Po2da).
Po tpravé dostaneme rovnici
— - / / — / / —
Uyl + ugdy = (Uyp11 + UsP21)dr + (Uip1a + Uspaz)da,

v niz porovname sobé odpovidajici koeficienty u vektort ay, as na levé a pravé strané.
Vyslednou soustavu

= /

U1 = UpP11 + UsP21

— / /

Uz = U112 + UgP22
potom miizeme zapsat maticovou rovnici, v niz figuruje matice prechodu od baze A
k bazi B (1)

] = ] [ 202 | )

nebo schematicky pomoci danych vektort

iy = iip- P(A,B). (79)

PRIKLAD 10.2. Vektor @ md vzhledem k bdzi M = {1y, My, M3} vektorového
prostoru V3 soutadnice iy = (2,1, —3). Urcete jeho soutadnice iy vzhledem k bazi
N = {ﬁl, ﬁg, ﬁg}, jestliée plat{ T?Ll = 4ﬁ1—2ﬁ2—ﬁ3, mz = —3ﬁ1+ﬁ2+2ﬁ3, T7L3 =
—2ny — 31y + 1173,

Reseni: Ze soustavy rovnic
my = 41, — 219 — N3,
Mo = —311 + 1y + 273,

ms = —2n; — 31 + 1173

ziskdame matici pfechodu od baze N k bazi M

4 -2 -1
P(N,M)=1|-3 1 2 |,
2 -3 11
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kterou dle (79) vynasobime zprava vektor uy; = (2,1, —3), abychom dostali hledané
soutfadnice vektoru @ vzhledem k bazi N

4 -2 —1
iy =(2,1,-3)-| =3 1 2 | =(11,6,—34).
2 -3 11

PRIKLAD 10.3. Najdéte matici piechodu od bdze M k bdzi N a naopak, od N

Reseni: Podle ([6) mtzeme psat N = P(M,N) - M. Po dosazeni za M a N tak

2 1 11
dostaneme maticovou rovnici [ 1 9 ] = P(M, N)- [ 0 2 ] , jejimz fesenim je matice

_ 1
P(M,N) = [ f 12 ] . Protoze pro matici P(N, M) plati podle (76) rovnice M =
2
L1
P(N, M) - N, je ziejmé, 7 P(N, M) = P(M, N)~' = { 3, 3 ] .
3 3

PRIKLAD 10.4. Najdete matice prechodu mezi uwvedenymi (ortonormdlnimi) bd-
zemi £ = {é1,é}, F = {f1 fg} vektoroveho prostoru Vs.

a) €1 = (1?0)? ( ) fl (T 7) f2 (__ %)7
b) €1 = (170)7 €2 = ( ) fl (T 7) f2 ( %)7
Resend: ) )
11 1 1
ada) P(E,F)=| Y3 | P(F,E)=| ¥ ﬁ]
L V2 V2 V2R
11
wdt) P(E,F)= | ¥ 3 |, P(F,E)= P(E, F)
V2 V2

Poznamka. Matice prechodu mezi dvéma ortonormalnimi bazemi je ortogonalni.
Jeji determinant je roven 1 (pfislusné béaze jsou souhlasné) nebo -1 (pfislusné baze
jsou nesouhlasné).
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